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Variabilità delle misureVariabilità delle misureVa ab tà de e su eVa ab tà de e su e
Misure ripetute dello stesso parametro Misure ripetute dello stesso parametro 
fisico non forniscono lo stesso valorefisico non forniscono lo stesso valorefisico non forniscono lo stesso valorefisico non forniscono lo stesso valore

tendenza centrale (    tendenza centrale (    o o μμ ) e dispersione () e dispersione (σσ ))xtendenza centrale (    tendenza centrale (    o o μμ ) e dispersione () e dispersione (σσ ))x
L’incertezza di misura è la dispersione L’incertezza di misura è la dispersione 
d i d i l i “ ib ibili” l i dl i “ ib ibili” l i d
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dei dei valori “attribuibili” al misurandovalori “attribuibili” al misurando



Approccio statisticoApproccio statistico

LeLe misuremisure sonosono sempresempre affetteaffette dada “fluttuazioni”“fluttuazioni”
oo errorierrori (almeno(almeno potenziali),potenziali), maimai perfettamenteperfettamente(( p ),p ), pp
conoscibiliconoscibili,, cheche sisi traduconotraducono inin unauna naturalenaturale
“indeterminazione”“indeterminazione” oo INCERTEZZAINCERTEZZA sulsulindeterminazioneindeterminazione oo INCERTEZZAINCERTEZZA sulsul
risultatorisultato didi misuramisura
O  l i   O  l i   i  d i i ii  d i i iOccorre lasciare un Occorre lasciare un approccio deterministicoapproccio deterministico
(si vorrebbero (si vorrebbero conoscere le fluttuazioniconoscere le fluttuazioni))
inin favorefavore didi unun approccioapproccio statisticostatistico graziegrazie alal
quale quale è possibileè possibile stimare le fluttuazionistimare le fluttuazioni
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Incertezza di misuraIncertezza di misura
LaLa variabilitàvariabilità deldel risultatorisultato didi unauna misuramisura èè

li tli t ii ii t dit di lid tilid ti d lld llanalizzataanalizzata graziegrazie aiai metodimetodi consolidaticonsolidati delladella
statisticastatistica ((varianzavarianza ee deviazionedeviazione standardstandard))
ilil risultatorisultato didi misuramisura dunquedunque nonnon èè maimai unun
unicounico numeronumero “deterministico”“deterministico” mama unun
intervallointervallo didi valorivalori possibilipossibili entroentro ilil qualequale ilil
misurandomisurando puòpuò trovarsitrovarsi concon unauna datadatapp
probabilitàprobabilità
LaLa semiampiezzasemiampiezza didi unun particolareparticolare intervallointervalloLaLa semiampiezzasemiampiezza didi unun particolareparticolare intervallointervallo
didi valorivalori (l’intervallo(l’intervallo aa ±±11 deviazionedeviazione standardstandard
d ld l ll t l )t l ) èè l’l’i ti t didi ii
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daldal valorevalore centrale)centrale) èè l’l’incertezzaincertezza didi misuramisura



Teoria degli erroriTeoria degli errorigg
LaLa teoriateoria deglidegli errorierrori didi misuramisura prevedevaprevedeva
hh i di d tt iicheche unun misurandomisurando nonnon potessepotesse maimai essereessere

perfettamenteperfettamente conosciutoconosciuto aa causacausa deglidegli
inevitabiliinevitabili errorierrori didi misuramisura ((intrinseciintrinseci inininevitabiliinevitabili errorierrori didi misuramisura ((intrinseciintrinseci inin
ogniogni metodometodo oo strumentostrumento utilizzatoutilizzato perper lala
misurazionemisurazione))misurazionemisurazione))

NON CONOSCIBILE

Errore = Valore Misurato Errore = Valore Misurato –– Valore VeroValore Vero
(concetto(concetto astratto)astratto)

VALORE
NOTO

INDETERMINATO!!!

(( ))
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Tipi di erroriTipi di erroripp
ErroriErrori sistematicisistematici:: sisi presentanopresentano nellanella
tt titàtità ii ltlt hh ii i ti t llstessastessa entitàentità ogniogni voltavolta cheche sisi ripeteripete lala

misuramisura ((offsetoffset oo polarizzazione)polarizzazione)
ii ii ltlt hh didi ii ttesempioesempio:: ogniogni voltavolta cheche unun pesopeso didi massamassa mm vieneviene postoposto

susu unauna bilanciabilancia digitaledigitale questaquesta leggelegge “sistematicamente”“sistematicamente”
100100 gg inin piùpiù ((offsetoffset)) rispettorispetto alal valorevalore mm

ErroriErrori accidentaliaccidentali:: sisi presentanopresentano inin manieramaniera
diversadiversa ee "impredicibile""impredicibile" ogniogni voltavolta cheche sisidiversadiversa ee impredicibileimpredicibile ogniogni voltavolta cheche sisi
ripeteripete lala misuramisura (fluttuazione(fluttuazione casuale)casuale)
esempioesempio:: ogniogni voltavolta cheche ilil pesopeso didi primaprima èè postoposto sullasullaesempioesempio:: ogniogni voltavolta cheche ilil pesopeso didi primaprima èè postoposto sullasulla
bilancia,bilancia, ilil visualizzatorevisualizzatore digitaledigitale mostramostra unun valorevalore diversodiverso
(( mm ++ 100100 gg ++εεii ),), adad esempioesempio aa causacausa deldel rumorerumore elettronicoelettronico
sullasulla tensionetensione didi letturalettura inviatainviata alal displaydisplay
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sullasulla tensionetensione didi letturalettura inviatainviata alal displaydisplay



ProblematicheProblematiche
ErroriErrori sistematicisistematici eded errorierrori accidentaliaccidentali nonnon
sonosono delladella stessastessa naturanatura::sonosono delladella stessastessa naturanatura::
•• ii primiprimi sonosono componenticomponenti deterministichedeterministiche
(e(e pertantopertanto conoscibiliconoscibili ee ancheanche eliminabilieliminabili))(e(e pertantopertanto conoscibiliconoscibili ee ancheanche eliminabilieliminabili))

•• ii secondisecondi sonosono componenticomponenti aleatoriealeatorie
((stimabilistimabili inin sensosenso statisticostatistico ee taloratalora((stimabilistimabili inin sensosenso statisticostatistico ee taloratalora
riducibiliriducibili mama maimai eliminabilieliminabili deldel tuttotutto))

QuestiQuesti duedue tipitipi didi errorierrori nonnon possonopossono essereessere
combinati/sommaticombinati/sommati inin manieramaniera correttacorrettacombinati/sommaticombinati/sommati inin manieramaniera correttacorretta
((sisi sommanosommano solosolo lele grandezzegrandezze omogeneeomogenee
mama ancheanche "logicamente""logicamente" dellodello stessostesso tipotipo))
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mama ancheanche logicamentelogicamente dellodello stessostesso tipotipo))
eses..:: lunghezzalunghezza automobileautomobile ;; calibrocalibro fucilefucile ;; profonditàprofondità piscinapiscina



Errori Errori IncertezzaIncertezza
DateDate lele incongruenzeincongruenze logichelogiche delladella teoriateoria deglidegli errori,errori, aa finefine
annianni ‘‘7070 ilil CIPMCIPM incaricòincaricò unun GruppoGruppo didi LavoroLavoro didi definiredefinire
procedureprocedure unificateunificate perper l’espressionel’espressione dell’dell’incertezzaincertezza didi misuramisuraprocedureprocedure unificateunificate perper l espressionel espressione delldell incertezzaincertezza didi misuramisura

Una Una corretta analisi statistica della variabilitàcorretta analisi statistica della variabilità
di una misura consente di risolvere in maniera di una misura consente di risolvere in maniera di una misura consente di risolvere in maniera di una misura consente di risolvere in maniera 
soddisfacente il problema di esprimere soddisfacente il problema di esprimere 
l’l’incertezza standard di misuraincertezza standard di misurall incertezza standard di misuraincertezza standard di misura
((parametro, valutato secondo procedure convenzionali, parametro, valutato secondo procedure convenzionali, 
che esprime il nostro grado di non conoscenza del misurandoche esprime il nostro grado di non conoscenza del misurando))

2 2 categorie di stimacategorie di stima dell’incertezzadell’incertezza
AA -- stimata con metodi statisticistimata con metodi statistici (su un insieme, (su un insieme, st ata co  etod  stat st cst ata co  etod  stat st c (su u  s e e, (su u  s e e, 

o campione, di misure ripetute)o campione, di misure ripetute)
BB -- stimata in altro modostimata in altro modo ((ee..gg. conoscenze a. conoscenze a
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(( gg
priori o proprietà dello strumento)priori o proprietà dello strumento)



Richiami di probabilitàRichiami di probabilitàpp
p p ∈∈ [ 0 e 1 ] (evento impossibile e evento certo)[ 0 e 1 ] (evento impossibile e evento certo)

XX variabile casuale (VC) con valori variabile casuale (VC) con valori xx∈∈{{ℜℜ}}

( )
b

∫PP((aa≤≤xx≤≤bb) =                  ) =                  PROBABILITA’PROBABILITA’( ) xxp
a

d∫
(( )  )  f i  d i à di b bili à (PDF)f i  d i à di b bili à (PDF)

LaLa PDFPDF descrivedescrive ilil processoprocesso casualecasuale consideratoconsiderato assegnandoassegnando lala

pp((xx)  )  funzione densità di probabilità (PDF)funzione densità di probabilità (PDF)
LaLa PDFPDF descrivedescrive ilil processoprocesso casualecasuale consideratoconsiderato assegnandoassegnando lala
probabilitàprobabilità perper ii possibilipossibili valorivalori d’uscitad’uscita.. PerPer unauna VCVC continuacontinua
lala “probabilità“probabilità puntuale”puntuale” èè nullanulla mentrementre puòpuò nonnon essereessere nullanulla
lala probabilitàprobabilità didi caderecadere inin unun intervallointervallo didi valorivalorilala probabilitàprobabilità didi caderecadere inin unun intervallointervallo didi valorivalori

( ) 1d∫
+∞

xxp normalizzazione della PDFnormalizzazione della PDF
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( ) 1d =∫
∞−

xxp normalizzazione della PDFnormalizzazione della PDF



Richiami di statisticaRichiami di statistica
PerPer XX VCVC realereale (possibili(possibili valorivalori delladella misura)misura) esistonoesistono deglidegli
stimatoristimatori cheche cici consentonoconsentono didi conoscere,conoscere, inin sensosenso statistico,statistico,,, ,,
alcunialcuni parametriparametri caratteristicicaratteristici deldel processoprocesso casualecasuale..
InIn particolareparticolare MEDIAMEDIA ee VARIANZAVARIANZA permettonopermettono didi stimarestimare lala
tendenzatendenza centralecentrale ee lala dispersionedispersione deidei valorivalori xx associabiliassociabili aa XXtendenzatendenza centralecentrale ee lala dispersionedispersione deidei valorivalori xx associabiliassociabili aa XX

MEDIAMEDIA
( ) { } ( )∫

+∞

( ) { } ( ) xxpxxEx x d∫
∞−

=== μμ

VARIANZAVARIANZA
( ) [ ]{ } [ ] ( ) xxpxxEx xxx d2222 ∫

+∞

−=−== μμσσ ( ) [ ]{ } [ ] ( )pxxx ∫
∞−

μμ

DEVIAZIONE STANDARDDEVIAZIONE STANDARD( ) ( )xx 2σσ =
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DEVIAZIONE STANDARDDEVIAZIONE STANDARD( ) ( )xx σσ =



PDF normale o gaussianaPDF normale o gaussianagg
E’E’ lala PDFPDF “più“più comune”comune” perper lala descrizionedescrizione delladella mediamedia didi
fenomenifenomeni casualicasuali qualiquali lele misuremisure (per(per ilil teoremateorema deldel limitelimite
centralecentrale lala mediamedia didi unauna VCVC tendetende adad avereavere unauna PDFPDF

[ ] ⎫⎧ 2

centralecentrale lala mediamedia didi unauna VCVC tendetende adad avereavere unauna PDFPDF
gaussianagaussiana inin unauna “approssimazione“approssimazione deidei grandigrandi numerinumeri “)“)::

( ) [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −
−

π
= 2

2

2
exp

2
1

σ
μ

σ
xxp

⎭⎩π 22 σσ

Gaussiana

"cumulativa"

Incertezza di MisuraIncertezza di Misura 11



Probabilità di "cadere" in un intervalloProbabilità di "cadere" in un intervallo
IntegrandoIntegrando lala PDFPDF gaussianagaussiana tratra duedue valorivalori sull'assesull'asse realereale sisi
trovatrova lala probabilitàprobabilità cheche ilil risultatorisultato (misura)(misura) "cada""cada" (sia)(sia)
nell'intervallonell'intervallo compresocompreso tratra ii duedue valorivalori consideraticonsideratinell intervallonell intervallo compresocompreso tratra ii duedue valorivalori consideraticonsiderati

LeLe AREEAREE sottesesottese dalladalla curvacurva PDFPDF
sonosono lele probabilitàprobabilità didi avereavere valorivalorisonosono lele probabilitàprobabilità didi avereavere valorivalori
(misure)(misure) inin unun datodato intervallointervallo
sull'assesull'asse realereale
LontanoLontano dalladalla mediamedia μμ rispettorispetto allaallaLontanoLontano dalladalla mediamedia μμ,, rispettorispetto allaalla
larghezzalarghezza σσ,, lala PDFPDF divienediviene moltomolto
bassabassa ee dunquedunque lele areearee sottesesottese

ll i li l ( i( i i b bili)i b bili)

11σσ 68.27%68.27%≅≅68.3% ~68%68.3% ~68%{
moltomolto piccolepiccole (misure(misure improbabili)improbabili)

Livelli di confidenzaLivelli di confidenza 22σσ 95.45%95.45%≅≅95.5% ~95%95.5% ~95%
33σσ 99.73%99.73%≅≅99.7%99.7%{
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{
e.g. P e.g. P [ ([ (μμxx--σσxx) ) ≤≤ x x ≤≤ ((μμxx++σσxx) ] ) ] ≅≅ 68.3%68.3%



Esempio di PDF gaussianaEsempio di PDF gaussianap gp g
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misura di corrente (di valore nominale 1 A e incertezza 0.1 A)misura di corrente (di valore nominale 1 A e incertezza 0.1 A)



Incertezza standardIncertezza standard
Per qualsiasi misura si definisce:Per qualsiasi misura si definisce:

incertezza standardincertezza standard o scarto tipo, con o scarto tipo, con 
simbolo “simbolo “uu” dall’inglese ” dall’inglese uncertaintyuncertainty   simbolo “simbolo “uu” dall’inglese ” dall’inglese uncertaintyuncertainty,,
una una stima della deviazione standardstima della deviazione standard σσ, , 

22radice quadrata della varianza radice quadrata della varianza σσ 22, , 
prevista per il valore di misuraprevista per il valore di misurap pp p
A seconda del A seconda del metodo impiegato per la stimametodo impiegato per la stima
di di uu((⋅⋅) classificheremo questa incertezza come ) classificheremo questa incertezza come 
di di categoria A o Bcategoria A o B
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Media campionariaMedia campionaria
VariabileVariabile XX [misurando][misurando] notanota attraversoattraverso nn
determinazionideterminazioni [misure][misure] xx ((kk==11 22 nn))determinazionideterminazioni [misure][misure] xxkk ((kk==11,,22,,……,,nn))
ottenuteottenute inin condizionicondizioni didi ripetibilitàripetibilità::

STIMA del valor medio della (intera) STIMA del valor medio della (intera) 
popolazione, popolazione, μμ((xx), attraverso lo stimatore), attraverso lo stimatorepopolazione, popolazione, μμ((xx), attraverso lo stimatore), attraverso lo stimatore

MEDIA CAMPIONARIAMEDIA CAMPIONARIA
n1∑==
n

k
kk x

n
xx

1

1
=kn 1

( ) [ ] xxxEx ====
Δ S

μμ
S
=

uguale nel sensouguale nel senso
della Stimadella Stima
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( ) [ ] kx xxxEx ==== μμ = della Stimadella Stima



DimostrazioneDimostrazione
Dim.Dim. { } x

n
ExE

n

k
k =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∑
=

1
1

xE
n

n

k
k =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∑1
1

{ }xE

n
n

k

k

==

⎭⎩

∑
=

1
1

{ }

{ }xE

n
n

k
k

== ∑

∑
=

1
1

{ }

( )x

xE
n

n
k

μ∑

∑
=

1
1

( )

( ) ( )

x
n k

μ == ∑
=

1
1
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( ) ( )xxn
n

μμ ==
1



Dispersione della mediaDispersione della mediapp
PerPer misuremisure ripetuteripetute didi unauna grandezzagrandezza XX lala
migliormiglior stimastima deldel valorevalore didi misuramisura xx coincidecoincidemigliormiglior stimastima deldel valorevalore didi misuramisura xx coincidecoincide
concon ilil valorvalor mediomedio delledelle misuremisure ripetuteripetute::

kxxx == VALORE DI MISURAVALORE DI MISURA

PerPer determinaredeterminare lala dispersionedispersione (incertezza)(incertezza)
sulsul valorevalore didi misuramisura dovremodovremo valutarevalutare lalasulsul valorevalore didi misuramisura dovremodovremo valutarevalutare lala
dispersione,dispersione, almenoalmeno potenziale,potenziale, delladella
variabilevariabile casualecasuale (“valore(“valore didi misura”)misura”)xvariabilevariabile casualecasuale ( valore( valore didi misura )misura )..
DunqueDunque cercheremocercheremo σσ (( )) che,che, comecome vedremo,vedremo,
risultarisulta funzionefunzione didi σσ ((xx)) ee deldel numeronumero nn didi

x
x
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risultarisulta funzionefunzione didi σσ ((xx)) ee deldel numeronumero nn didi
misuremisure ripetuteripetute



Varianza campionariaVarianza campionariapp
STIMA della varianza della (intera) STIMA della varianza della (intera) 

popolazione  popolazione  σσ22((xx)  attraverso lo stimatore)  attraverso lo stimatorepopolazione, popolazione, σσ22((xx), attraverso lo stimatore), attraverso lo stimatore
VARIANZA CAMPIONARIAVARIANZA CAMPIONARIA

( ) ( ) ( )∑ −==
n

kk xxxsxs 222

1
1 ∑

=− kn 11

( ) ( )[ ] ( ) ( )22
S

222
Δ

( ) ( )[ ] ( ) ( )kx xsxsxEx 22222 ==−== μσσ

inoltre:inoltre: ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑ 222

1
1 xnx

n
xs

n

k
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Gradi di libertà della stimaGradi di libertà della stima
Nella varianza campionaria, il denominatore Nella varianza campionaria, il denominatore 
νν = = nn--1 è il numero di gradi di libertà1 è il numero di gradi di libertàgg
VediamoVediamo 33 validivalidi motivimotivi perper cuicui èè opportunoopportuno divideredividere lala
sommasomma deglidegli nn scartiscarti quadratici,quadratici, cheche comparecompare nell’espressionenell’espressionegg qq pp pp
delladella varianzavarianza campionaria,campionaria, perper nn--11 ee nonnon perper nn
11)) NonNon haha alcunalcun sensosenso calcolarecalcolare lala varianzavarianza perper unun campionecampione
cheche contengacontenga unun solosolo datodato ((nn==11)) InIn taletale casocaso dividendodividendo perpercheche contengacontenga unun solosolo datodato ((nn==11)).. InIn taletale caso,caso, dividendodividendo perper
nn--11,, otteniamootteniamo comecome ss22((xx)) unauna formaforma indefinitaindefinita deldel tipotipo 00//00
22)) NellaNella formulaformula didi ss22((xx)) calcoliamocalcoliamo didi fattofatto gligli scartiscarti22)) NellaNella formulaformula didi ss ((xx)) calcoliamocalcoliamo didi fattofatto gligli scartiscarti
quadraticiquadratici dalladalla mediamedia campionaria,campionaria, (nota),(nota), ee nonnon dalladalla
mediamedia delladella popolazione,popolazione, μμxx:: dunquedunque deglidegli nn scartiscarti sommatisommati
solamentesolamente nn 11 sonosono tratra loroloro indipendentiindipendenti

x

33)) SiSi dimostradimostra cheche ilil valorevalore attesoatteso delladella varianzavarianza campionariacampionaria,,
concon l’l’nn--11 alal denominatore,denominatore, èè lala varianzavarianza delladella popolazionepopolazione::

solamentesolamente nn--11 sonosono tratra loroloro indipendentiindipendenti

Incertezza di MisuraIncertezza di Misura 19

concon ll nn 11 alal denominatore,denominatore, èè lala varianzavarianza delladella popolazionepopolazione::
EE{{ ss22((xx) ) }} = = σσ 22(x)(x)



DimostrazioneDimostrazione
DIM:DIM: ( ){ } xnxxxE
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EE{{xxkkxxjj}=}=EE{{xxkk}}EE{{xxjj} } 
se se xxkk e e xxjj sono sono 
statisticamente statisticamente 

xx
n

x
n

xE
n jk

jk
k

k
k

k
22 11

1
1

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=

⎭⎩

∑∑∑
≠

statisticamente statisticamente 
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( ) ( ) ( ) ( )xxxx 2222 σμσμ =−+=
⎦⎣ ⎠⎝



Incertezza di cat. A (1/2)Incertezza di cat. A (1/2)( )( )
Per determinare l’incertezza sul valore di Per determinare l’incertezza sul valore di 
misura valutiamo la deviazione standard misura valutiamo la deviazione standard misura valutiamo la deviazione standard misura valutiamo la deviazione standard 
della variabile casuale   della variabile casuale   x

è  l  t i l t   i bil  l  i  t  il è  l  t i l t   i bil  l  i  t  il è, almeno potenzialmente, una variabile casuale in quanto il è, almeno potenzialmente, una variabile casuale in quanto il 
suo valore specifico dipende dal particolare campione di dati suo valore specifico dipende dal particolare campione di dati 
considerato. Se disponessimo di considerato. Se disponessimo di mm diversi insiemi di diversi insiemi di nn misure misure 

x

( ) ( ) ( ) ( )x2111 σ
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pp
ripetute e per ciascuno calcolassimo la    corrispondente, ripetute e per ciascuno calcolassimo la    corrispondente, 
otterremo otterremo mm valori di    valori di    differenti tra lorodifferenti tra loro, la cui varianza è:, la cui varianza è:

x
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La La miglior stima di miglior stima di σσ 22(   )(   ) si ottiene quindi come:si ottiene quindi come:x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xsxsxσ 2S2
2
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Incertezza di cat. A (2/2)Incertezza di cat. A (2/2)( )( )
Si definisce Si definisce incertezza di categoria Aincertezza di categoria A la la 
di i  d l l  di  d ll  idi i  d l l  di  d ll  idispersione del valor medio delle misuredispersione del valor medio delle misure
ripetute, calcolabile comeripetute, calcolabile come

( ) ( ) ( ) ( )∑ −===
n

xxxsxsxu 21( ) ( ) ( ) ( )∑
=−

===
k

k xx
nnn

xsxu
1

A 1

Nel caso di incertezza solo di categoria A, Nel caso di incertezza solo di categoria A, 
il risultato di misura è allorail risultato di misura è allora ( ) nxsxx /±=
con una con una qualità della misura che migliora qualità della misura che migliora 
(l’incertezza diminuisce) al crescere di (l’incertezza diminuisce) al crescere di nn

( ) nxsxx /±
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Incertezza relativaIncertezza relativa
ParleremoParleremo didi incertezzaincertezza relativarelativa quandoquando
normalizziamonormalizziamo ilil valorevalore didi incertezzaincertezza tipotipo alalnormalizziamonormalizziamo ilil valorevalore didi incertezzaincertezza tipotipo alal
valorevalore didi misuramisura

( )( ) ( )
y
yuyu =r [1]  numero puro![1]  numero puro!

y
IncertezzeIncertezze relativerelative ancheanche didi grandezzegrandezze diversediverse
(non(non omogenee)omogenee) possonopossono essereessere confrontateconfrontate(non(non omogenee)omogenee) possonopossono essereessere confrontateconfrontate
direttamentedirettamente frafra loroloro..
L'incL'inc relrel indicaindica indipendentementeindipendentemente daldal valorevaloreL incL inc.. relrel.. indica,indica, indipendentementeindipendentemente daldal valorevalore
ee tipotipo deldel misurando,misurando, ilil gradogrado didi conoscenzaconoscenza
cheche abbiamoabbiamo raggiuntoraggiunto sulsul valorevalore didi misuramisura
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cheche abbiamoabbiamo raggiuntoraggiunto sulsul valorevalore didi misuramisura



Incertezza estesaIncertezza estesa
QuandoQuando sisi vuolevuole definiredefinire unun intervallointervallo didi
valori,valori, attornoattorno alal valorevalore didi misuramisura ,,
“all’interno“all’interno deldel qualequale sisi ritieneritiene cheche ilil

yy =
qq

misurandomisurando debbadebba caderecadere concon unun certocerto livellolivello didi
confidenzaconfidenza (probabilità(probabilità PP)”,)”, sisi utilizzautilizzaconfidenzaconfidenza (probabilità(probabilità PP) ,) , sisi utilizzautilizza
l’l’incertezzaincertezza estesaestesa

( ) ( )yukyU =

kk fattore di coperturafattore di copertura
valori tipici valori tipici k k = 1; 2; 3= 1; 2; 3 ((6868%%;; 9595%%;; 9999 77%%))
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valori tipici valori tipici k k = 1; 2; 3= 1; 2; 3 ((6868%%;; 9595%%;; 9999..77%%))



Cifre significative per l’incertezzaCifre significative per l’incertezzag pg p

L’incertezzaL’incertezza sisi esprimeesprime concon unauna oo alal piùpiù duedueL incertezzaL incertezza sisi esprimeesprime concon unauna oo alal piùpiù duedue
cifrecifre significativesignificative:: esisteesiste infattiinfatti ancheanche
un’incertezzaun’incertezza dell’incertezzadell’incertezza ee didi normanorma nonnonun incertezzaun incertezza dell incertezzadell incertezza ee didi normanorma nonnon
haha sensosenso impiegareimpiegare piùpiù didi duedue cifrecifre
significativesignificative perper uu((xx))significativesignificative perper uu((xx))

NeiNei calcolicalcoli ee passaggipassaggi intermedi,intermedi, tuttavia,tuttavia,
convieneconviene conservareconservare ancheanche piùpiù didi duedue cifrecifreconvieneconviene conservareconservare ancheanche piùpiù didi duedue cifrecifre
significativesignificative
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Alternativa di calcolo per la varianzaAlternativa di calcolo per la varianza
LaLa varianzavarianza campionariacampionaria didi nn valorivalori xxkk sisi puòpuò
ancheanche calcolarecalcolare comecome sommasomma deidei singolisingoli valori,valori,
l il i ll dd ll ll didi d id i

gg
elevatielevati alal quadrato,quadrato, menomeno nn voltevolte lala mediamedia deidei
valori,valori, alal quadrato,quadrato, ilil tuttotutto divisodiviso perper nn--11::

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=−= ∑∑ 2222

1
1

1
1 xnxxxxs

n

k

n

k

( ) ( )=+−=− ∑∑ 222 2 xxxxxx

( ) ( ) ⎥
⎦

⎢
⎣ ⎠⎝−− ∑∑

== 11 11 nn kk

DIMDIM:: ( ) ( )=+−=− ∑∑ 2 xxxxxx kkk

( ) ( ) =+−= ∑∑ 22 2 xnxxx

DIMDIM::

( ) 22 xnx∑

( ) ( ) =+−= ∑∑ 2 xnxxx kk
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Esercizio: calcolo inc. cat. A (1/5)Esercizio: calcolo inc. cat. A (1/5)

Si dispone di Si dispone di nn = 10 misure ripetute = 10 misure ripetute VVkk di di 
 t i  i it   t i  i it  VVuna tensione incognita una tensione incognita VV ..

Calcolare Calcolare VV e e uuAA((VV))Calcolare Calcolare VV e e uuAA((VV))

kk [1][1] 11 22 33 44 55 66 77 88 99 1010kk [1][1] 11 22 33 44 55 66 77 88 99 1010
VVkk [V][V] 77 99 88 66 77 55 77 88 66 77VVkk [V][V] 77 99 88 66 77 55 77 88 66 77
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Esercizio: calcolo inc. cat. A (2/5)Esercizio: calcolo inc. cat. A (2/5)( )( )

VV ∑
n

V V7V7011
==VV ∑

=
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kV
n 1

V7V70
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Esercizio: calcolo inc. cat. A (3/5)Esercizio: calcolo inc. cat. A (3/5)( )( )
22aa espressione per espressione per uuAA((VV))

( )
( )∑ −=

2

1
1 N

k VVp pp p AA(( ))

Calcoliamo prima gli scartiCalcoliamo prima gli scarti ( )VVk −

( )
( )

− =11 k
knn

Ca co a o p a g  sca tCa co a o p a g  sca t ( )k

00 22 11 --11 00 --22 00 11 --11 00( ) [ ]VVVk −

per poi ricavareper poi ricavare

( ) ( ) =+++++++++
×

= 2V0110401140
910

1VuA ×910

V37.0V12 2 ≅=
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Esercizio: calcolo inc. cat. A (4/5)Esercizio: calcolo inc. cat. A (4/5)( )( )
33aa espressione per espressione per uuAA((VV))

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑= 22

1
1 VnV

N
kp pp p AA(( ))

si calcola                          e si calcola                          e 22 502 V=∑
N

kV V7=V

( ) ⎥⎦⎢⎣ ⎠⎝− =11nn k
k

si calcola                          e si calcola                          e 
1

502 V∑
=k

kV V7V

1( ) [ ] =×−
×

= 22 V4910V502
910

1VuA ×910

V370V12 2 V37.0V
90

2 ≅=
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Esercizio: calcolo inc. cat. A (5/5)Esercizio: calcolo inc. cat. A (5/5)( )( )
11aa espressione per espressione per uuAA((VV) =) =

( )Vs
p pp p AA(( ))

dobbiamo prima conoscere o calcolare la dobbiamo prima conoscere o calcolare la 
n

pp
radice della varianza campionariaradice della varianza campionaria

(( ) d d) d dss((VV) = 1.1547 V   e poi dividere per  ) = 1.1547 V   e poi dividere per  n

( ) V370V1547.1
≅=Vu ( ) V37.0

10
≅=VuA
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Cifre significative nel risultato Cifre significative nel risultato 
di  idi  idi una misuradi una misura

Con i numeri dell’esercizio precedente:Con i numeri dell’esercizio precedente:Con i numeri dell esercizio precedente:Con i numeri dell esercizio precedente:
VV = 7.00 V = 7.00 V ±±0.37 V  0.37 V  oppureoppure VV = 7.00(37) V= 7.00(37) V
o anche  in modo più approssimatoo anche  in modo più approssimatoo anche, in modo più approssimato,o anche, in modo più approssimato,
VV = 7.0 V = 7.0 V ±±0.4 V 0.4 V 

Altro esempio:    =5289 V e Altro esempio:    =5289 V e uu((VV)=300 V=3.0)=300 V=3.0××101022 VV
VV = 5290 V = 5290 V ±±300 V =529(30)300 V =529(30)××101011 VV

V
VV  5290 V  5290 V ±±300 V 529(30)300 V 529(30) 1010 VV
o anche, in modo più approssimato,o anche, in modo più approssimato,
VV = (5 3 = (5 3 ±±0 3) kV0 3) kVVV = (5.3 = (5.3 ±±0.3) kV0.3) kV
e se fosse e se fosse uu((VV)=0.37 V come nel caso precedente:)=0.37 V come nel caso precedente:

289 00289 00 0 30 3 289 00(3 )289 00(3 )
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VV = 5289.00 V = 5289.00 V ±±0.37 V  0.37 V  oppureoppure VV = 5289.00(37) V= 5289.00(37) V



Incertezza di categoria BIncertezza di categoria Bgg
SiSi basabasa sullasulla definizionedefinizione “a“a priori”priori” didi unun
opportunoopportuno intervallointervallo didi valorivalori entroentro ilil qualequale sisiopportunoopportuno intervallointervallo didi valorivalori entroentro ilil qualequale sisi
supponesuppone debbanodebbano caderecadere ii valorivalori deldel

i di d (( d td t b bilità)b bilità)misurandomisurando (con(con unauna datadata probabilità)probabilità)
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Parametri dell’intervalloParametri dell’intervallo
L’intervallo fissato è tipicamente centrato L’intervallo fissato è tipicamente centrato 

( ) ( )00 aaaa −++
attorno al attorno al valor mediovalor medio

( ) ( )
2

00
0ax ==

e ha una piena larghezzae ha una piena larghezzae ha una piena larghezzae ha una piena larghezza
( ) ( ) aaaaax 200 =−−+=Δ

AllAll l hl h llAlla Alla larghezza larghezza ΔΔxx sarà legata sarà legata 
l’l’incertezza della misuraincertezza della misura
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Stima dell’incertezza di categoria BStima dell’incertezza di categoria Bgg
3 PASSI:3 PASSI:

(1) (2) (3)(1) (2) (3)(1) (2) (3)(1) (2) (3)

1) definito un 1) definito un intervallointervallo di categoria Bdi categoria B
2) si associa una densità di probabilità (2) si associa una densità di probabilità (PDFPDF))2) si associa una densità di probabilità (2) si associa una densità di probabilità (PDFPDF))
3) di questa si calcolano 3) di questa si calcolano mediamedia, varianza, varianza

e e deviazione standarddeviazione standard
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e e deviazione standarddeviazione standard



Esempi di PDF comuniEsempi di PDF comunipp
uniforme             triangolareuniforme             triangolare
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a “U”                gaussianaa “U”                gaussiana



Scelta di intervallo e PDFScelta di intervallo e PDF
TantoTanto lala larghezzalarghezza dell’intervallodell’intervallo quantoquanto lala

dd ll llll bb ddPDFPDF adad essoesso associataassociata sisi scelgonoscelgono sullasulla basebase didi::

d ti d ti   d ti di i  d ti di i•• precedenti precedenti conoscenze o dati di misuraconoscenze o dati di misura
•• esperienza sul esperienza sul comportamento del misurandocomportamento del misurandopp pp
•• specifichespecifiche dai costruttori di dai costruttori di materialimateriali ee

strumentistrumenti coinvolti nella misuracoinvolti nella misura
•• dati di dati di calibrazionicalibrazioni
•• informazioni da informazioni da articoliarticoli scientifici/tecniciscientifici/tecnici•• informazioni da informazioni da articoliarticoli scientifici/tecniciscientifici/tecnici
•• incertezza sui incertezza sui parametri di riferimentoparametri di riferimento

(  d i li  d  lt  f ti)(  d i li  d  lt  f ti)
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(presa dai manuali o da altre fonti)(presa dai manuali o da altre fonti)



Stima di Stima di uuBB((xx))(( ))

QuandoQuando sisi disponedispone didi unauna PDFPDF perper lalaQuandoQuando sisi disponedispone didi unauna PDFPDF perper lala
grandezzagrandezza xx,, èè possibilepossibile calcolarecalcolare µµ((xx)) ee σσ((xx))
hh dd ll ll ddcheche danno,danno, rispettivamente,rispettivamente, ilil valorevalore didi

misuramisura ee lala suasua incertezzaincertezza::

( )xxx μ== MIS ( )xxx μMIS

( ) ( ) ( )INC( ) ( ) ( )xxxu σ== BB INC
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PDF più comuniPDF più comunipp
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PDF normalePDF normale

d dd d (( )) (( ) d ll) d llGià si dispone di Già si dispone di µµ((xx) e ) e σσ ((xx), dalla espressione ), dalla espressione 
della PDF. Occorre ricordare, o calcolare, che:della PDF. Occorre ricordare, o calcolare, che:

11σσ levellevel: : PP[ [ µµ--σσ ≤≤ xx ≤≤ µµ++σσ ] ≈ ] ≈ 68.3%68.3%[[ µµ µµ ]]

22σσ levellevel: : PP[ [ µµ--22σσ ≤≤ xx ≤≤ µµ+2+2σσ ] ≈ 95 5%] ≈ 95 5%22σσ levellevel: : PP[ [ µµ 22σσ ≤≤ xx ≤≤ µµ+2+2σσ ]  95.5%]  95.5%

33σσ levellevel: : PP[[µ µ 33σσ ≤≤ xx ≤≤ µµ+3+3σσ ] ≈ 99 7%] ≈ 99 7%33σσ levellevel: : PP[[µ µ --33σσ ≤≤ xx ≤≤ µµ+3+3σσ ] ≈ 99.7%] ≈ 99.7%
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PDF uniforme (1/2)PDF uniforme (1/2)( )( )

0          0          xx < < aa00 –– aa

pp((xx)) ==
00

1/21/2a    aa    a00 –– aa ≤ ≤ xx ≤ ≤ aa00 + + aa

0          0          xx > > aa00 + + aaΔΔxx = 2= 2aa

E’ immediato verificare che:E’ immediato verificare che:
+∞

( ) [ ] ( ) 0d axxpxxEx === ∫
+∞

μ
∞−

( ) xx Δ=σ
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PDF uniforme (2/2)PDF uniforme (2/2)( )( )
( ) ( ) xxxxpxx

aa

d
2
1d

0

∫∫
++∞

==μ
aaa 2

0

∫∫
−∞−

00
2 2211 0

aaaaax
aa

+
⎥
⎤

⎢
⎡

+

0
00

2222
0

a
aa aa

==⎥
⎦

⎢
⎣

=
−

( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) xxpxxxxEx d∫ −=−=
∞+

∞−

222 μμσ
+∞

( ) ( )
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −=∫ −=
++ aaaa

aa

ax
a

x
a

ax
0

0

32
1

2
1 3

02
0 d

⎦⎣ −− aaaa aa
00

322

( )1 2233 xaaa Δ
==⎥

⎤
⎢
⎡

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛
−−= ( ) Δ

UNI
xx =σ
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PDF triangolarePDF triangolaregg
( ) 0ax =μ

( ) ( )22
2 xax Δ

==σ ( )
246

x ==σ

xΔ( )
24
xx Δ=σ

A pari larghezza A pari larghezza ΔΔxx, , si ha naturalmente chesi ha naturalmente che
ΔΔuuB,triangolareB,triangolare((xx)=         )=         << uuB,uniformeB,uniforme((xx)=)=
12
Δx

24
Δx
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infatti infatti la PDFla PDFTriTri è "meno dispersa" della PDFè "meno dispersa" della PDFUniUni



Altri metodi di stima di Altri metodi di stima di uuBB((xx) (1/2)) (1/2)

•• SiSi calcolacalcola uuBB((xx)) partendopartendo dalladalla conoscenzaconoscenza didi ununBB(( )) pp
intervallointervallo didi confidenzaconfidenza concon probabilitàprobabilità PP::
sisi usausa PDFPDF normalenormale concon confidenzaconfidenza PP centratacentratasisi usausa PDFPDF normalenormale concon confidenzaconfidenza PP,, centratacentrata
sulsul valorevalore centralecentrale dell'intervallo,dell'intervallo, ee sisi stimastima

(( )) (( ))uuBB((xx)) == σσ ((xx)=)=σσxx EsEs.. VVreterete

•• SiSi calcolacalcola uuBB((xx)) partendopartendo dada conoscenzaconoscenza didi unauna
INCERTEZZAINCERTEZZA ESTESAESTESA ((UUBB == kk uuBB))::(( BB BB))
giàgià sisi conosceconosce ilil fattorefattore didi coperturacopertura kk
ee quindiquindi sisi ricavaricava uu ((xx)=)=UU ((xx)/)/kk
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ee quindiquindi sisi ricavaricava uuBB((xx)=)=UUBB((xx)/)/kk EsEs.. ……



Altri metodi di stima di Altri metodi di stima di uuBB((xx) (2/2)) (2/2)
..
IntervalloIntervallo concon
ProbabilitàProbabilità
preassegnatapreassegnata
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Misure dirette e indirette Misure dirette e indirette 
MISURE MISURE DIRETTEDIRETTE::

yy = = xx e.g.e.g.: : misura di misura di VV con un voltmetrocon un voltmetro
uu22

CC = = uu22
AA + + uu22

BB Incertezza CompostaIncertezza Composta

MISURE MISURE INDIRETTEINDIRETTE:: INC = ???INC = ???

yy = = f f ((xx11, , xx22, …, , …, xxNN))

PP = = RRII2  2  misura ottenuta da R e I (misura ottenuta da R e I (no wattmetrono wattmetro))

PP   RR [1 + [1 + ((T T TT )])]II22   ff ((II   RR     TT))
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PP = = RR00[1 + [1 + αα ((T T -- TT00)])]II22 = = ff ((II, , RR00, , αα, , TT))



Misure indirette (definizioni)Misure indirette (definizioni)( )( )
MisurandoMisurando YY = = f f ((XX11, , XX22, …, , …, XXNN)) ricavatoricavato
"indirettamente""indirettamente" dalla conoscenza didalla conoscenza di N N altre altre 
grandezze (grandezze (parametri di ingressoparametri di ingresso))
La funzione La funzione f f ((XXii)) prende il nome di prende il nome di ff (( ii)) pp
relazione funzionalerelazione funzionale (equazione della misura)(equazione della misura)
YY e e XXii sono lesono le variabili variabili mentre mentre yy e e xxii ii valorivalori
NaturalmenteNaturalmente dadalla conoscenza dei lla conoscenza dei valori valori 
d li i id li i i è ibil  iè ibil  i il il l  l  

YY e e XXii sono lesono le variabili variabili mentre mentre yy e e xxii ii valorivalori

degli ingressidegli ingressi è possibile ricavareè possibile ricavare il il valorevalore
dell'uscitadell'uscita: : yy==ff((xxii))
Saranno invece leSaranno invece le incertezze degli ingressiincertezze degli ingressi, , 
opportunamente "combinate"opportunamente "combinate", a fornire, a fornire
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pppp ,,
l'l'incertezza dell'uscitaincertezza dell'uscita: : uuCC((yy)=)=ΦΦ[[uu((xxii););ff((⋅⋅)])]



INC composta INC composta uC in misure ind.
Valori della relazione funz.Valori della relazione funz. ((equazione della misuraequazione della misura))

  ff ( (       ) ) 

In unIn un intorno del valore di misuraintorno del valore di misura (( t  di lt  di l ) ) 

yy = = ff ( ( xx11, , xx22, …, , …, xxNN ) ) 

In unIn un intorno del valore di misuraintorno del valore di misura ((punto di lavoropunto di lavoro) ) 
( )Nxxxfy ,...,, 21=

è possibile è possibile sviluppare in sviluppare in serie di Taylorserie di Taylor (1(1°° ordine)ordine)
la relazione funzionale la relazione funzionale ff ::la relazione funzionale la relazione funzionale ff ::

ff ⎞⎛ ∂⎞⎛ ∂( ) ( ) ( )NN
yNy

xx
x
fxx

x
fyy −⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

++−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

≅− ...11
1
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yy

ScartoScarto dell’uscitadell’uscita daldal suosuo valorvalor mediomedio



INC composta uC in misure ind.

Definiamo Definiamo coefficienti di sensibilitàcoefficienti di sensibilità

i
fc ⎟
⎞

⎜
⎛ ∂

=
Δ coeff. "costante"coeff. "costante"

una volta stabilitouna volta stabilito
yi

i x
c ⎟

⎠
⎜
⎝ ∂

=

l  l  d i  i  i li d ll  l id i  i  i li d ll  l i

una volta stabilitouna volta stabilito
il punto di lavoroil punto di lavoro

le le derivate prime parziali della relazionederivate prime parziali della relazione
funzionale rispetto alla variabile funzionale rispetto alla variabile xxii

ccii indica indica come varia il misurando come varia il misurando YY ininccii d ca d ca co e a a  su a do co e a a  su a do   
corrispondenza di una corrispondenza di una variazione del variazione del 
parametro parametro XX di dipendenzadi dipendenza
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parametro parametro XXii di dipendenzadi dipendenza



INC composta INC composta uC in misure ind. 
(misure ind. (3/5)
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INC composta INC composta uC in misure ind. 
( ( espressione con le covarianzeespressione con le covarianze ))

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
−

⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛ ∂
⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛ ∂

+⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛ ∂

=
1

2
2

2
C 2

N NN

xxuffxufyu ( ) ( ) ( )∑ ∑∑
= +==

⎟
⎟
⎠

⎜
⎜
⎝ ∂
⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂

+⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂ 1 11

C ,2
i ij

ji
ji

i
i i

xxu
xx

xu
x

yu

SommaSomma pesata,pesata, concon pesipesi ccii
22,, delledelle incertezzeincertezze

(varianze)(varianze) deglidegli ingressiingressi xxii piùpiù lala sommasomma deidei( a a e)( a a e) degdeg g essg ess xxii p ùp ù aa so aso a dede
terminitermini didi covarianzacovarianza,, sempresempre pesatipesati concon lele
derivatederivate primeprime delladella relazionerelazione funzionalefunzionale
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derivatederivate primeprime delladella relazionerelazione funzionalefunzionale



Risultato della misuraRisultato della misura
Il Il valore di misuravalore di misura della grandezza della grandezza YY è:è:

( )Nxxxfyy ,...,, 21==
    i t  ti t  t

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
−

+
1

22 2
N NN

xxuccxucyu

con una con una incertezza compostaincertezza composta::

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
= +==

+=
1 11

C ,2
i ij

jijii
i

i xxuccxucyu

( ) ( ) ( ) ( ) ( )++ xuxsxuxuxu 2222

In generale ciascuna In generale ciascuna incertezza incertezza uu((xxii)) è:è:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+=+= iiiii xuxsxuxuxu BBAC

( ) ( )ixs 2
2

Incertezza di MisuraIncertezza di Misura 52
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Coefficienti di correlazioneCoefficienti di correlazione

[ ]),(Δ
ji xxu

ij
ijr

σσ
σ 2Δ

=
[ ]1,1

)()(
),(

),( +−∈=
ji

ji
jiij xuxu

xxu
xxr jiσσ

STAT.STAT.

⇐= 0ijr xxii e e xxjj statisticamente statisticamente 
i di d tii di d tiindipendentiindipendenti

Utilizzando la definizione di Utilizzando la definizione di rrijij, si può scrivere:, si può scrivere:Utilizzando la definizione di Utilizzando la definizione di rrijij, si può scrivere:, si può scrivere:

−1N NN

( ( espressione con i coefficienti di correlazioneespressione con i coefficienti di correlazione ))

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑
−

= +==

+=
1

1 1

2

1

2
C 2

N

i

N

ij
jiijjii

N

i
i xuxurccxucyu

Incertezza di MisuraIncertezza di Misura 53

+1 11 i iji

L'INC dell'uscita si ricava dalle INC degli ingressi (con L'INC dell'uscita si ricava dalle INC degli ingressi (con ccii e e rrijij))



Variabili statisticamente indipendentiVariabili statisticamente indipendenti
NelNel casocaso didi variabilivariabili d’ingressod’ingresso statisticamentestatisticamente
indipendentiindipendenti tuttitutti ii terminitermini didi covarianzacovarianza ee iiindipendentiindipendenti tuttitutti ii terminitermini didi covarianzacovarianza ee ii
coefficienticoefficienti didi correlazionecorrelazione sonosono nullinulli ((rrijij≡≡00 tratra
ll i bilii bili ≠≠ )) t tt tlele variabilivariabili xxii ee xxjj concon xxii ≠≠ xxjj)) ee pertantopertanto::

N f
2
⎞⎛ ∂( ) ( )i

N

i i

xu
x
fyu 2

1
C ∑

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=

( ) ( )
N

222 ∑( ) ( )i
i

i xucyu 2

1

22
C ∑

=

=

combinazione di varianzecombinazione di varianze
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combinazione di varianzecombinazione di varianze
sommasomma pesatapesata



Casi particolari di rel. funzionali (1/2)Casi particolari di rel. funzionali (1/2)
CasiCasi particolariparticolari didi relazionirelazioni funzionalifunzionali perper
variabilivariabili d’ingressod’ingresso XXii statisticamentestatisticamente
indipendentiindipendenti::pp

•• Misurando come Misurando come sommasomma o o differenzadifferenza delle delle xxi i ::

NNii xnxnxny ±±±±= ......11
N

( ) ( )∑
=

=
N

i
ii xunyu

1

222
C

( ) ( )∑
N

2

Se inoltre Se inoltre nnii = 1 per ogni = 1 per ogni ii, cioè la relazione funzionale , cioè la relazione funzionale 
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( ) ( )∑
=

=
i

ixuyu
1

2
Cè una è una somma semplicesomma semplice, si ottiene:, si ottiene:



Casi particolari di rel. funzionali (2/2)Casi particolari di rel. funzionali (2/2)
•• Misurando Misurando prodottoprodotto o o rapportorapporto delle delle xxi i ::

⎤⎡Ni n
N

n
i

n xxxy ××××= ......1
1 ( ) ( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

∂
∂ −

i
i

n
i

n
ii

n
i

i x
nxxnx

x
iii 11

( ) ( ) ( ) ( )∑∑ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

N
i

i

N

ii
n
N

nn

x
xunyxu

x
nxxxyu N

2

2
222

2
22

21
2
C

1
21 K ∑∑

== ⎦⎣ i ii i xx 11

( ) ( )∑
N

xunyu 22dunquee

Se inoltre Se inoltre nnii = = ±± 1 per ogni 1 per ogni ii  cioè se la relazione  cioè se la relazione 

( ) ( )∑
=

=
i

ii xunyu
1

rCr,dunque e

Se inoltre Se inoltre nnii   ±± 1 per ogni 1 per ogni ii, cioè se la relazione , cioè se la relazione 
funzionale è espressa dafunzionale è espressa da
prodotti e rapportiprodotti e rapporti ( ) ( )∑=

N

xuyu 22
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prodotti e rapportiprodotti e rapporti
semplicisemplici, si ottiene, si ottiene::

( ) ( )∑
=

=
i

irCr xuyu
1

,



Esercizio: legge dei gas perfetti (1/4)Esercizio: legge dei gas perfetti (1/4)

( )VTRnfRTnp R l i  f i lR l i  f i l

( )3

( )VTRnf
V

np ,,,== Relazione funzionaleRelazione funzionale

( )Kmol/mPa. ⋅⋅= 3318R uu((RR) “=“ 0   () “=“ 0   (≅≅0!!!)0!!!)

nn = 2 mol                               = 2 mol                               uu ((nn) = 10) = 10--66nn = 2 mol                               = 2 mol                               uurr((nn) = 10) = 10 66

TT = 300 K                               = 300 K                               uu((TT) = 0 1 K) = 0 1 KTT  300 K                                300 K                               uu((TT)  0.1 K)  0.1 K

VV = 1 m= 1 m33 da da VV = = LL33 e  e  LL = 1 m = 1 m ±± 1 1 
mmmm
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Esercizio: legge dei gas perfetti (2/4)Esercizio: legge dei gas perfetti (2/4)

[ ][ ] [ ] [ ]
[ ] kPa5Pa4986

K300Kmol
mPa31.8mol2

3

≅=
×⋅

⋅×
=p

2

[ ]m1 3
p

3LV =
( ) ( ) [ ] [ ] =×=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∂
∂

= − 23222
2

103 mmLu
L
VVu

LV =

⎦⎣

3366 103109 mm −− ×=×=

ConoscendoConoscendo oraora tuttetutte lele variabili/grandezzevariabili/grandezze
d'ingressod'ingresso (valore(valore ee incertezza)incertezza) possiamopossiamo calcolarecalcolare
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d ingressod ingresso (valore(valore ee incertezza)incertezza) possiamopossiamo calcolarecalcolare
l'INCl'INC delladella grandezzagrandezza misuratamisurata indirettamenteindirettamente



Esercizio: legge dei gas perfetti (3/4)Esercizio: legge dei gas perfetti (3/4)

( ) ( ) ( ) ( )⎤⎡ ∂⎤⎡ ∂⎤⎡∂ VpTpp 2
2

2
2

2
2

( ) ( ) ( ) ( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
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⎢⎣
⎡
∂

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂

= Vu
V
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T
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n
ppu 222

RTnp =

( ) ( ) ( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= Vu

V
nRTTu

V
nRnu

V
RT 2

2

2
2

2
2

2V
np

⎥⎦⎢⎣−⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣ VVV 2

( ) ( ) ( )222222 VunRTTunRTnunRT ⎤⎡⎤⎡⎤⎡ ( ) ( ) ( )
222 V
Vu

V
nRT

T
Tu

V
nRT

n
nu

V
nRT

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

( ) ( ) ( ) ( )VuTunupu rrrr
222 ++=
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Esercizio: legge dei gas perfetti (4/4)Esercizio: legge dei gas perfetti (4/4)
( ) =nur

2 1210−

( ) =Tur
2 ( )

( )
7

2

2
1011

300
10 −×≅ .

K
K.

( )300 K

( )Vu2 ( ) 6
23

109103 −
−

×≅
× 3m( ) =Vur

( )
( )

6
2 109

1
×≅

3m

( ) =pur ( ) ( )[ ]!!!103911.01010 r
366 Vu=×≅++ −−−

( ) =pu ( ) Pa15Pa9.14 ≅=× ppur
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pp = 4986= 4986±±15 Pa = 15 Pa = 4986(15) Pa4986(15) Pa



Esercizio: circuito elettrico (1/11)Esercizio: circuito elettrico (1/11)( )( )
Calcolo dell’incertezza composta in una Calcolo dell’incertezza composta in una 
misura indiretta su un circuito elettricomisura indiretta su un circuito elettricomisura indiretta su un circuito elettricomisura indiretta su un circuito elettrico
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Esercizio: circuito elettrico (2/11)Esercizio: circuito elettrico (2/11)

•• VVGG è data pari a +12 V e è data pari a +12 V e UU((VVGG) = 10 mV  ) = 10 mV  kk = 2= 2VVGG è data pari a 12 V e è data pari a 12 V e UU((VVGG)  10 mV  )  10 mV  kk  2 2

•• RR è nota attraverso 10 letture ripetute è nota attraverso 10 letture ripetute RR
ΩG 50=R ( ) Ω.,G 6512=kRs

•• RRGG è nota attraverso 10 letture ripetute è nota attraverso 10 letture ripetute RRG,G,k k ,,

Ω5kΩ11 ±=R••

•• VV = 7.77 V letta con un voltmetro a 3 = 7.77 V letta con un voltmetro a 3 ½ cifre,½ cifre,
d d “ d l ” ( ld d “ d l ” ( lcon con ±± 19.99 V di dinamica, e “ideale” (solo19.99 V di dinamica, e “ideale” (solo

errore di quantizzazione)errore di quantizzazione)
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q )q )



Esercizio: circuito elettrico (3/11)Esercizio: circuito elettrico (3/11)

1)1) Calcolare l’incertezza assoluta e relativaCalcolare l’incertezza assoluta e relativa1)1) Calcolare l incertezza assoluta e relativaCalcolare l incertezza assoluta e relativa
di tutti i parametri coinvolti nella misuradi tutti i parametri coinvolti nella misura

22)) CalcolareCalcolare RR22,, lala suasua incertezzaincertezza ee lala suasua
incertezzaincertezza relativarelativa (( uu((RR22)) ee uurr((RR22)) ))

33)) QualiQuali parametriparametri sonosono determinantideterminanti ee qualiquali
sonosono trascurabilitrascurabili perper ilil calcolocalcolo didi uu((RR )) ??sonosono trascurabilitrascurabili perper ilil calcolocalcolo didi uu((RR22)) ??
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Esercizio: circuito elettrico (4/11)Esercizio: circuito elettrico (4/11)( )( )

VVG
descrizione analiticadescrizione analitica

221 R
V

RRR
VI

G

G =
++

= del fenomeno fisico del fenomeno fisico 
in esamein esame

( ) VRRRVR GG ⋅++=⋅ 212

in esamein esame

( )GG 212

( ) ( )VRRVVR GG 12 +=−

( ) ( ) ( )112 RRVVfRRVR GGG =+= ( ) ( ) ( )112 ,,, RRVVfRR
VV

R GGG
G

+
−

relazione funzionalerelazione funzionale
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relazione funzionalerelazione funzionale



Esercizio: circuito elettrico (5/11)Esercizio: circuito elettrico (5/11)( )( )

⎤⎡ ∂⎤⎡ ∂ ff 22
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RfRf ⎤⎡ ∂⎤⎡ ∂ ( ) ( )1
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1

2 Ru
R
fRu

R
f

G
G

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+

ix
f

∂
∂

coeff. di sensibilità coeff. di sensibilità dice come dice come ff, ossia , ossia 
ix∂

RR22 , varia al variare di un parametri di, varia al variare di un parametri di
di ddi d
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dipendenzadipendenza



Esercizio: circuito elettrico (6/11)Esercizio: circuito elettrico (6/11)

( ) V/ 3105 −×=kVU( ) =Vu1)1) ( ) V/ 105×=kVU G( ) =GVu

( ) 4
3 V105 −×Vu( )

1)1)

( ) 4102.4
V12

V105 −×=
×

=
G

G

V
Vu( ) =GVur

V..Δ 31092
12
010

12
−×==

V( ) =Vu
1212

( ) 4
3

1073V109.2 −×Vu( )Vu ( ) 4107.3
V77.7

−×==
V

u( ) =Vur
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Esercizio: circuito elettrico (7/11)Esercizio: circuito elettrico (7/11)( )( )
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Esercizio: circuito elettrico (8/11)Esercizio: circuito elettrico (8/11)( )( )

( )Ru Ω5( ) =1Ru Ω5

( ) ( ) 31 Ω5Ru( ) =1r Ru ( ) 3

1

1 105
Ω1000

Ω5 −×==
R
Ru

( ) ( ) == GG RuRu ( )
Ω

10
Ω., 46512
==

n
Rs kG

10n

( )Ru ( ) 21084 −×
ΩGRu( ) =GRur

( ) 108
50

×==
ΩG

G
R
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Esercizio: circuito elettrico (9/11)Esercizio: circuito elettrico (9/11)( )( )

( ) V777V
2)2)

== 22 RR ( ) ( ) Ω7.1928Ω1050
V23.4
V77.7

1 ==+
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⎡ +
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Esercizio: circuito elettrico (10/11)Esercizio: circuito elettrico (10/11)( )( )
+×××= − 25

2

2
5 V1050.2

V
Ω1008.2
V

+×××+ − 2V.Ω. 6
2

2
5 1041810964 +×××+ V.

V
. 2 1041810964

=×+ 241373 Ω.+ 41373 Ω.

( ) 22 Ω54.147Ω17.13817.42.5 =++= ( )
( ) =2Ru ( ) Ω12Ω15.122

2 ≅=Ru

( ) =2r Ru ( ) 32 102.6 −×=
Ru
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Esercizio: circuito elettrico (11/11)Esercizio: circuito elettrico (11/11)( )( )

3)3) LeLe incertezzeincertezze associateassociate aa RRGG ee RR11 dannodanno ilil
maggiormaggior contributocontributo all’incertezzaall’incertezza didi RR22maggiormaggior contributocontributo all incertezzaall incertezza didi RR22
(circa(circa inin partiparti uguali)uguali)

InveceInvece l’incertezzal’incertezza uu((VV)) sullasulla tensionetensione
lettaletta daldal voltmetrovoltmetro ee cosìcosì purepure l’incertezzal’incertezzalettaletta daldal voltmetrovoltmetro ee cosìcosì purepure l incertezzal incertezza
uu((VVGG)) sullasulla tensionetensione deldel generatoregeneratore

ntribui nntribui n inin m dm d ua iua i tra urabiltra urabilcontribuisconocontribuiscono inin modomodo quasiquasi trascurabiletrascurabile
(circa(circa 11//3535 ee circacirca 11//3030,, rispettivamente,rispettivamente,
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dell’incertezzadell’incertezza totale)totale)



Compatibilità tra due misure Compatibilità tra due misure xx11 e e xx22pp
distanza tra i distanza tra i 
d  i l id  i l i

“combinazione” delle “combinazione” delle 
incertezze associateincertezze associate≤due risultatidue risultati incertezze associateincertezze associate
alle due misurealle due misure

≤

( ) ( ) ( ) ( )21122
2

1
2

21 2 xuxurxuxukxxd −+≤−=
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