ESERCIZI DI ANALISI MATEMATICA 2

SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

a) Stabilire la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di funzioni:

1 1 1

(1) 1 x € R; (2) xn, x € [0,1]; (3) 2 x € R;

4) % x € R; (5) \/% x € R; (6) x™ —x"*2, x € [0, 1];

(7) H—#’ xe[=1,1;  (8) logxx—nx““) x € [1,4+00[; (9) Wﬁ’ x € [0, +ool;
10 e

b) Studiare la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di funzioni al variare
del parametro o € R:

(1) n*e ™, xe[0,1; (2) VI+x2+n%, xeR, (3) n®(1—x3)", xe 0,1

c) Determinare per quali valori di o € R vale
! 2 ! 2
limJ n%xe ™ dx :J lim (n"‘xe_“" ) dx.

Osservare che per alcuni valori di « € R vale il passaggio al limite sotto il segno di integrale ma
la convergenza della successione integranda e solo puntuale.

d) Determinare l'insieme di convergenza e studiare la convergenza totale delle seguenti serie:

+o00 XZ—I—TL +o00 X2+T1 400
My @) Y T 3 Y
n=1 n=I n=0
+o00 +o00 +00
log(1+nx) arctanx™ X
4 =, X > 5 — —e ™
();n3x+n2’x 0 ()n; — (6);ne

Zznsm— (8) f(z—logo—kz)), x > 0.

n=1

e) Determinare l'insieme di convergenza e studiare la convergenza uniforme delle seguenti serie

di potenze:
+oo 2 +o . /n +00
n e n
1 —x" (2) 3 —x" 4 —5x"
M — mx Z nlog n (3) ; n . @ = enZX
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“+00 5 +00 _on
(5) Z n "t (6) o
n=1 n=1

f) Se una serie di potenze di centro xo = 0 non converge nel punto 2, cosa si puod dire nel punto

—3? Cosa si puo dire nel punto —17?

g) Se una serie di potenze di centro x¢

= 2 converge nel punto 5 si pud affermare che nel punto 3

essa converge? Cosa succede nel punto —7?

+o00

h) La serie di potenze Z an(x+1)" converge in —2 e non converge in 0. Cosa si pud dire sul suo

n=1
raggio di convergenza?

i) Sia x > 0; dalla serie geometrica si ha

“+o00
Zx“:x+x2+x3+...: X
1T—x
n=1
e anche
Z“; LA PO N
i xz x3 7T 1—-1/x  x—1

Sommando si ottiene la seguente formula:

1 1
Dov’e l'errore?
+o0o
j) (1) Verificare che Z (—1)™x2" =

n=0

+0oo ( ])n
s - 2n+41
(2) Verificare che nE_O mx n

(3) Dedurre che T_ +ZOO —D" _
4 7n:02n+1 N

1
+;+1+x+x2+x3+...:

1
14+x27

= arctanx, Vx € [—1,1].

k) Determinare l'insieme di convergenza e studiare la convergenza totale delle seguenti serie:

+o0 n +o0 ) +o00
) ;%(xz)“ DICE 3) ;nm(arcsinx)“;
+00 1 n +O 202 1yn T _ n?
@y (c’i“) (log x)™; 5) Y W; 6 Y <nn1) nx;

n=1

eTlX

(7) T; n+ logn;

) Dimostrare che

an )2,X€]

1,1]

+oo n+2

Z m+1)n+2)

8 >

=(1—x)log(1—x)+x, x¢€

n=0

2 Mogn\™ .
( & > x™.
— n

+00 n

2) Y

n=1

_xz +2x + 2log(1 —x)
2x2

i , x € [-1,1]



m) Determinare 1'insieme di convergenza e studiare la convergenza uniforme delle seguenti serie:

+o00

le +1 n too (ZXZ)ZTL +o00 .
- _ . 2 _ T\,i. B ni n.
1 ) pmoqylosx=1" (@) ) (D" 3= (3) Y (1"~ (logx)™;
& 2 n Ix 4 +00
ns+1 n. (—1)"3nx n (1) TL(X—S)TL‘
(4) Z( > > X" 5) Y S © Y S
n=1 n=0 _
“+o00 +o0 oo
n (2n—1)%" ) 1
7 R -2 n. 8 —1 n\="~+ J 1 n 9 .
( )n; (nzlogn) (x=2)" );( " D )n; CES PRI
n) Determinare l'insieme di convergenza e calcolare la somma delle seguenti serie di funzioni:
“+o00 in +00 5 +00 in +oo ,
; n. iy~ . —nx
(1) Z(M, (2) > n:™ Y (-1 T2 3 x2

1

. . —x2 . e _
0) Calcolare un valore approssimato di J e * dx a meno di un errore inferiore a 103.
0



TOPOLOGIA DEL PIANO

a) Rappresentare graficamente gli insiemi dei punti di R? elencati. Stabilire se sono aperti, chiusi
e determinare la frontiera, la chiusura, la parte interna; stabilire se hanno punti isolati.

S1={(xy): x> +(y—172 <4 So={xy):x*+y—17%<9 x>0}
S3={xy): T<x|<2, 0< Yyl <T} Sa={(xy): 2 < x <4U{(1,3)}
Ss ={(xy): x*+y? <1,y #0} Se ={(xy): 2x—1)2+(y+2)> <1,y > -2}
S; ={(x,y): x> +y? =1,x >0} Sg = n,l),ne]N}
s9={<2, (_”n),neN} S10={(xx), x &l —1,1)
n n
S11 ={(xy): y > x*} S12 ={(x,y): x # 0,y # 0}
S13 ={(xy): x> +y* <1} S14={(xy):ix<y<1-—x}
S15 ={(%y): x* <y < V) S16 ={(xy): x> <y <8—x7}
3172{(X»U)3X€Q} 518: (X>U)3 <COS7ZTT1,:L>,TLEN}
S19 ={(x,x"), x € [0,1], n € N} S20 ={(xy): 2 <x* +(y—2)* < 4}
2
So1 = ﬂ I%(0,0) Soy = m {(X,y)i (X_T]L) +y2<T22}
nelN nelN

b) Determinare tra i precedenti insiemi gli aperti connessi, i domini connessi, gli insiemi limitati, i
compatti.

¢) Sia P un punto di frontiera per Iinsieme S C R? che non appartiene ad S. Dimostrare che esiste
una successione di punti distinti P1,P2,...,Pn,...in S che ha limite P.

d) Dato un insieme non vuoto S C R2,siaP €S, Q ¢ S. Dimostrare che m contiene un punto
sulla frontiera di S.

e) Sia S C R? l'insieme dei punti (x,y) per cui [x| <1, y| < % epercuiy <0sex= % S contiene
solo punti interni? Provarlo.



STUDIO DI FUNZIONI DI PIU VARIABILI

a) Determinare il campo di esistenza delle seguenti funzioni e rappresentarlo graficamente.

f1(x,y) = xlog(xyz) f2(x,y) = arcsin(x® +y?)  f3(x,y) = cos% +sin%
fa(x,y) = log(x —v/x+y) f5(x,y) =log(1 —x* +y?) fs(x,y) =log(x* —y?)v/4 — x| — Iyl
1— 2 : 2 2_]
f7(x,y) = log(9x? +4y? —36) fs(x,y) =log 5 folx,y) = \/ arcsin(x” +y° — 1)
1—y xy
log(x? +y?% —2) 1
f]o(x)y): m f]](x)y)zxz_yz le(X»U): \/1_Xy

b) (1) Provare che la funzione

x2

4 __x=
flxyy) = &e v sey #0
y) =
0 sey =0
ha derivata direzionale nulla in (0,0) qualunque sia la direzione scelta.
(2) Provare che la funzione f non e continua in (0,0). Dedurre che f non e differenziabile in

0,0).

c) Esempio di non scambio delle derivate seconde miste. Sia

xy (x2—y?)
f(x)y):{w se (x,y) #(0,0)
0 se (x,y) = (0,0)

(1) Provare che f & derivabile in R? e
U(X4 +4X2y2 —y4)
fr(x,y) = 2 +y2)2 se (x,y) # (0,0)

0 se (ny) = (0)0)3

—X(y4 4 4X2y2 o X4)
fy(x,y) = (x2 +y2)2 se (x,y) # (0,0)

0 se (x,y) = (0,0).

In particolare, f«(0,y) = —y, fy(x,0) =x.
(2) Provare che esistono le derivate miste fyy(0,0), fyx(0,0) e calcolarne il valore. Osservare
che non sono uguali.

(3) Provare che f, fy, f; sono continue in (0, 0).

d) Determinare 1'equazione del piano tangente al grafico delle seguenti funzioni nei punti di
coordinate (xo,Yo, f(x0,Yo)):

f] (X) =e*Y _XZ) (XO)yO) = (1>O); fZ(X) = XCOS(XH) _USinX) (XO)UO) = (7[>])}
2.2

f3(x) =log(x—y?), (xo,y0) = (2,1); falx)=e X"V (x0,Y0) = (0,0).

e) Esiste una funzione differenziabile f in un punto (xp,yo) di un aperto A del piano tale che

of

a(meO) > O)

qualunque sia la direzione v? Giustificare la risposta.



f) Sia f differenziabile in (0,0). Si assuma che le derivate direzionali in (0, 0) rispetto a due direzio-
ni distinte sono nulle. Provare che € nulla la derivata direzionale di f in (0, 0) rispetto ad ogni

altra direzione.
g) Provare che f(x,y) = [xy| e differenziabile in (0,0), ma non in (1,0).

h) Verificare che il seguente limite non esiste:

lim T log (12 + ]2> .
(x,y)—(0,0) XYy x Y
i) Classificare gli eventuali punti stazionari della funzione:
fx,y) = (x+y)xy;
determinare inoltre gli estremi assoluti della funzione nell’insieme:

D={xy eR*:=1<x<L;,-1<y <1}

j) Classificare gli eventuali punti stazionari della seguente funzione:
f(x,y) = Y (x* —2y?)
e determinarne gli estremi assoluti nell’insieme

T={(x,y) E]Rz:x20,y >0x+y <1}

k) Classificare gli eventuali punti stazionari della funzione:
fx,y) =x* +y? +xy%;
determinare inoltre gli estremi assoluti della funzione nell’insieme:
D ={(x,y) e R?: x| < 1]yl <1},
I) Classificare gli eventuali punti stazionari della seguente funzione:
f(x,y) = x> +2xy —y°
e determinare 'equazione del piano tangente al grafico di f nel punto di coordinate (0,1, —1).
m) Determinare gli estremi assoluti della seguente funzione
flx,y) =e V9 —x2—y2
nel suo insieme di definizione.
n) Determinare gli estremi assoluti della funzione
flx,y) = 2xy —x* —y*

nel quadrato Q = [0, 1] x [0, 1].

0) Determinare le coordinate del punto appartenente al grafico della funzione f(x,y) = x? +y? — 1
il cui piano tangente & parallelo al piano di equazione x +y—z = 1.



p) Classificare gli eventuali punti stazionari delle seguenti funzioni:

(1) flx,y) =x*log(x +y); (2) f(x,y) =x*yly—2—x);

(3) flx,y) =x*y? —x2y%; (4) f(x,y) =x*y(x* —y—2);

(5) f(x,y) = (<" —1)x%y; (6) f(x,y) =x*y* —y> —3y>.

(7) f(x,y) = eV (y? —2x2); (8) f(x,y) = (y*+1)V3—x2;

(9) flx,y) = (dxy +x2)eV’; (10) f(x,y) =x2 [(x+1)2 —y?]
2

(1) floy) =x* +y* —2x—y); (12) fhoy) = 55

(13) f(x,y) =3y* —3x*y* —y>; (14) f(x,y) =y>+ (e =Ny +1.

q) Sia assegnata la seguente funzione:

f(x,y) = x*(y? —e?).

a) Classificare gli eventuali punti stazionari di f.

b) Rappresentare graficamente I'insieme di livello I' = {(x,y) € R?: f(x,y) = 0}. E possibile
scrivere I' come grafico di funzione in un intorno del punto (0, 1)?

¢) Determinare il versore normale v alla linea di livello {(x,y) € R?: f(x,y) = 0} nel punto

(T,e) in modo che v punti verso il basso.

r) Verificare, usando la definizione, che la seguente funzione

oy (B s 0 £ 00
0 se(xy)=(0,0

e differenziabile in (0,0). Ottenere lo stesso risultato dimostrando che le derivate parziali fy e
fy sono continue in (0,0). Infine, provare ancora lo stesso risultato applicando i teoremi sulle
funzioni positivamente omogenee.

s) Determinare un punto (xo,Yo) € R? in modo che il piano tangente al grafico della funzione
f(x,y) = x? 4 3xy —y? nel punto (xo, Yo, f(x0,Yo)) sia ortogonale al vettore (1,0, 1).



FUNZIONI IMPLICITE - ESTREMI VINCOLATI

a) Determinare i punti di minima distanza dall’origine sulla curva
X% + xy =1.
b) Determinare i punti stazionari di
fx,y) =x* +y?
sul vincolo x® +y3 = 1. Ci sono minimi o massimi assoluti sul vincolo?
c) Determinare gli estremi assoluti di
f(x,y) =x+ 3y
sul vincolo "72 + %2 =1
d) Trovare i punti di minima e massima distanza dall’origine della circonferenza di equazione
(x—22+(y—-12=1
e) Determinare gli estremi vincolati della funzione f(x,y) = V2x2 +y2 —xy lungo la retta x +y =
Z.

f) Sia y = f(x) l'equazione di una curva regolare, e sia P = (x,Yo) un punto non appartenente ad
essa. Detto Q = (x, f(x)), provare che se la lunghezza PQ ¢ minima o massima, la retta per Pe
Q e ortogonale alla curva.

g) Determinare il punto Q sulla retta y = mx + q alla minima distanza dal punto P = (x0,yo).
Mostrare inoltre che

W: ‘mXO+q_yO|
VitmZ

N

= 1, trovare quello di perimetro

s

h) Tra tutti i rettangoli inscritti nell’ellisse di equazione z—i +
massimo.

i) Tra tutte le ellissi di semiassi x,y tali che x? +y? = 5, trovare quella di area massima (ricordare
che l'area A di un’ellisse di semiassi x,y e mxy).

j) Tra tutti i rettangoli inscritti in una circonferenza di raggio unitario, determinare quello di area
massima.

k) Determinare gli estremi vincolati di
f(x,y) =2x+ 3y
sul vincolo x* +y*% = 1.

I) Determinare i punti di minima distanza dal punto (1,0) sulla curva di equazione

y=[xx, xe€R.



m) Nelle ipotesi del teorema del Dini se esistono continue le derivate Fyy, Fxy, Fyy si verifichi che
la derivata seconda della funzione implicita f(x) & espressa da

PPy — 2Ry Py + FyyFx

f/l(x) —
3
Fy

n) Considerata la funzione f(x,y) = 2x%y —x* + 3y? — 4y,
a) dimostrare che il livello f(x,y) = 0 € una curva regolare;
b) scrivere I'’equazione della retta tangente a tale curva nell’origine;
c) detta g(x) la funzione implicitamente definita dall’equazione f(x,y) = 0 in un intorno

dell’origine, calcolare g’(0) e g”(0).

0) Scrivere la formula di Taylor di punto iniziale 0 e ordine 3 della funzione implicitamente definita
dalla seguente equazione

P Ty = =0
in un intorno dell’origine.

p) Verificare che 'equazione x? +log(1 +xy) +ye?Y = 0 definisce implicitamente una funzione g(x)
in un intorno dell’origine. Dimostrare che o € punto di estremo relativo per g e determinarne la
natura.

g) Dimostrare che esiste un intorno I del punto 0 in cui & definita una e una sola soluzione del
seguente problema di Cauchy:

eV =T L (14 y2(x)y'(x) —y(x) —2=0, xel
{y(O) =0
e scrivere la formula di Taylor di punto iniziale 0 e ordine 2 della soluzione.
r) Disegnare linsieme A = {(x,y) € R?: xeY +y = 1}. Dire in quali punti (x,y) € A si pud

esprimere localmente la y in funzione della x. Si provi che in (0, 1) cid e possibile e si verifichi
che lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di y(x) &

y(x) =1 —ex+e*x? +o(x?).
s) Sia assegnato l'insieme A = {(x,y) € R?: g(x,y) = 0} con
glxy) = (x—1)° —y?.
a) Si disegni I'insieme A.

b) Si determini il minimo di f(x,y) = x* +y? su A e si verifichi che esso non puo essere
ricavato col metodo dei moltiplicatori di Lagrange; giustificare questo fatto.

c) Si concluda che i punti di massimo e di minimo per una funzione f soggetti al vincolo
g(x,y) = 0 vanno cercati tra i punti (x,y) per cui esiste A tale che
fx(X7y) —?\gx(XﬂJ) = 0»
fy (X)y) - 7\99 (X>y) = 0)
9(X>9) = O)

e tra quelli per cui



1 1 P P
t) Provare chesep,q>1e I—) + a =1, allora posto f(x,y) = % + y? risulta

f(x,y) = 1su{(x,y) € R?: x > 0, y>0,xy=1}L
Dedurre che per x,y > 0

P q
xy<X—+y—.
P q

10



CURVE E INTEGRALI CURVILINEI DI FUNZIONI

a) Calcolare i seguenti integrali curvilinei:

(1) P sin” x arctan x ds, v curva il cui sostegno ¢ il grafico della funzione y = sinx, x €
vy y2(1+x2)V1 +cos2x & 8 Y ’
[0,1];

[ ylogx 2 V112

(2) ﬁds,y:aD,D:{(x,y)elR:xGH,e],Ogyg 1+ x4}
Jy
( 24 eV —et

3) x“+e ds, v: { ;(7; t € [0,1log 2].

IV (x +2)24/x2 + 9log* x

r

1
U B

ds, v e la curva di equazione x — (y — 1)2 =0 ed ha estremi (1,0), (0, 1).

r 2y
arctan® £ . . ) . . . .
(5) ds, v e la curva il cui sostegno ha equazione, in coordinate polari, p =9,

Jv /1 + arctan? ¥
9 e [0,1].

=R(t—sint
b) Calcolare la lunghezza dell’arco di cicloide y: x (t=sint), ,t € [0,m].
y =R(1 —cost)

¢) Calcolare il baricentro dell’arco di curvay = £5¢—~, x €] — 1, 1.
d) Calcolare le coordinate del baricentro della curva y = (7%/3 —x2/3)3/2,0 <x < 7.

e) Studiare la regolarita della curva
y(t) = (t—cost,1+sin2t), te[—mmnl.

Scrivere le equazioni della retta tangente e della retta normale a y nel punto (—1,1).

(N



INTEGRALI MULTIPLI

a) Calcolare il seguente integrale doppio:

x—1
”T (x—=1)%2+y? ey
dove T={(x,y) e R?: (x—1)2+1y2>1;, 0<y <V3(x—1); 1 <x <2

b) Calcolare il seguente integrale doppio:

” ye¥ ™ dx dy,
-
dove T ={(x,y): 0 <x < 2y%,0 <y < 1.
c) Calcolare il seguente integrale doppio:
” (2y —x)e* ¥ dx dy,
-

dove T={(x,y): =1 <y <Ly’ —2<x<y*+2}

d) Calcolare il seguente integrale doppio:

” xeY¥” dx dy,
T

dove T ={(x,y) : x* <y <x¥3,-1<x <1}

e) Calcolare il seguente integrale doppio:

” ilog(x2 +yz) dx dy,
TY
dove T ={(x,y) : 0 <x* +y? <40 <x < 7y}

f) Calcolare il seguente integrale doppio:
x*y
||, oy e
dove il dominio T & espresso in coordinate polari
3
T={(p,0):0<p<B,0K£0< 27’(}.
g) Calcolare il seguente integrale doppio

” ﬁ dx dy
T Y?

dove T ={(x,y) : 1 <x* +y? < 2yk
h) Determinare il volume dell’insieme

D ={(x,y,z) e R®:x*> +y? <2, 2x* + 2y*> + 2> < 8}.

12



i) Calcolare il seguente integrale triplo:
J” VX2 +y2dxdydz
-

dove T ¢ il solido giacente all'interno del cilindro x? +y2 =y, sotto il piano z = 4 e sopra il
paraboloide z = 1 —x? —y?.

j) Calcolare il flusso uscente del campo del campo vettoriale F(x,y,z) = (—y,x, 3z) attraverso la

semisfera z = /16 — x2 —y?2.

k) Calcolare il flusso del campo F = (xy, xy, z) attraverso la superficie z =1 —x
modo che la terza componente del versore normale sia non negativa.

2 —y? orientata in

I) Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale F(x,y,z) = (y, x, zy/x? +y?) attraverso la super-
ficie che delimita il cilindro x? + yz —2x<0,0<2z«<1.

m) Calcolare il volume del solido:
{(xy,2) e R3 X2 +y? <4y—z+1>0z> 4}
n) Calcolare l'integrale di superficie

2
z
do
L 1—x2

dove L & la superficie definita dalle equazioni parametriche:

X = sinv
y=u—v

Z = COs V.

dove (u,v) eD ={(u,v) e RZ: 0 <v<u,0<u< 1}

0) Sia Q il quadrato di vertici (0,0), (0,1),(1,1),(0,1) esia f € C'(R?) nulla su 8Q. Dimostrare che

of
” —dxdy =0
an

p) Sia Q ={(x,y): 0 <x < 1,0 <y < f(x)}, conf e C'(0,1) tale che f(0) =0 e f(1) = 1. Verificare
che

”Q yf'(x)dxdy = %

q) Esprimere

Jj (Jj f(x,y) dy> dx

scambiando 1’ordine di integrazione.
r) Sia S la superficie di equazioni parametriche
x(u,v) = u2> U(uav) = \/ZLL\), Z(U,V) =V, (LL,\)) €D,

dove D = {(u,v): 1 < u? +v? < 2,u < v}. Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x,y,z) =
(1,0, 1) attraverso la superficie S orientata in modo che il vettore normale abbia terza componen-
te positiva.

13



s) Calcolare I'area della superficie di equazioni parametriche

x(u,v) =e“cosv, y(u,v)=-e sinv, z(u,v)=-e" v, (u,v)e0,1]x[0,1].

t) Calcolare la circuitazione del campo vettoriale F(x,y,z) = (x,y?,xz) lungo la curva y che &
il bordo della porzione di superficie sferica di centro 1’origine e raggio 1 contenuta nel primo
ottante, con orientamento indotto dalla normale esterna.

u) Calcolare il volume del solido ottenuto facendo ruotare 'arco di asteroide y(t) = (cos> t, sin® t),
t € [0, 7] attorno all’asse delle ascisse.

v) Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x,y,z) = (z,0,x?) uscente dalla porzione di superficie
di equazione z = x? +y? che si proietta nel quadrato [—1,1] x [—1,1]. Calcolare inoltre il flusso
dello stesso campo F uscente dalla superficie sferica centrata nell’origine e raggio 1.

w) Calcolare I'area dell'insieme

D={(xy) €ER?*: x>0, y=0(x*+y?)?® <ax?y?}.
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FORME DIFFERENZIALI

a) Studiare la forma differenziale:

X y
w=|lo (1+x2 +—— | dx+ [log(1+y?) + —2— ] d
( 8 ) fﬂﬂ) ( s(1+y7) Tﬁﬁ) y

e, se possibile, calcolarne una primitiva.

b) Studiare la forma differenziale:

2y 2x
= T M na gy

7 dy
e, se possibile, calcolarne una primitiva.

¢) Studiare la forma differenziale:

— X Y
w—< 1—(x2+yz)2> dx+< 1—(x2+yz)2> Y

e, se possibile, calcolarne una primitiva.

d) Studiare la forma differenziale:

(T [T+y 1 1 X
w-(z ~ )dx+<y+z 1+y> dy

e, se possibile, calcolare la primitiva che si annulla in (1,1).

e) Studiare la forma differenziale:

xy? X%y

w = dx —
x*+y? x*+y

74y
e, se possibile, calcolarne la primitiva che si annulla in (1,0).
f) Studiare la forma differenziale:

2xy

——d
x2+y2 Y

w = <log(x2 +y?) + 22x22> dx +
x“+y
e, se possibile, calcolarne una primitiva.
g) Studiare la forma differenziale
w = leog(x2 +y?)dx+ (2y log(x2 +y?)+eY)dy
e, se possibile, calcolarne la primitiva che si annulli in (1, 2).

h) Studiare la forma differenziale:

2
w = ( (xz—l—yz)—i—X) dx+Ldy

/XZ +y2 /XZ _|_y2

e, se possibile, calcolarne una primitiva.
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i) Studiare la forma differenziale

Y
4—x?

w=— dx + arccos % dy,

e calcolarne l'integrale di linea lungo la semicirconferenza I' = {(x,y) € R?:x>0,x2+y?> =1},
orientata nel verso positivo delle ordinate.
j) Studiare la forma differenziale:
w =ylog(1 —xy) dx +xlog(1 —xy) dy
e, se possibile, calcolarne una primitiva che si annulli in (0, 0).
k) Studiare la forma differenziale
2( 2 2) 3

x“ —3y 2yx
(x2 —y2)2 dx + (x2 —y2)2

w = dy

e, se possibile, determinare la primitiva che si annulli in (T, 0).

) Studiare la forma differenziale

_ y X B T y
w_<(x—1)2+1+x2+y2> a (x—l 1—|—x2—|—y2) dy

e, se possibile, calcolarne una primitiva.

m) Studiare la seguente forma differenziale:

o x N 3y2+x2 4+ 2y
X +y? (x2+y2)y+1)

w

e, se possibile, calcolare la primitiva nulla in (0, 1).

n) Studiare la seguente forma differenziale:

2x3 x—1 y 3y?
- — d —
<X4+y2 (X—1)2+y3> X+<X4+y2 2(x—1)2+2y3) ¥,
e, se possibile, calcolarne una primitiva.

0) Studiare la forma differenziale

" (xsin (\/m) N x—1 ) (sin <\/m> 1 ) dy

+
VX2 +y2 (x—1)2+y? Vx2+y? Vix—1)2+y?

e, se possibile, calcolarne la primitiva che vale T nel punto di coordinate (7, 0).

p) Studiare la forma differenziale

w :xy%dx—i-xy log x dy

2

e calcolarne l'integrale curvilineo esteso all’arco y = x“, 1 < x < 2 orientato nel verso delle x

crescenti.
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q) Determinare una funzione g(y) in modo che risulti esatta la forma differenziale:
w = g(y) dx + xe9Y) dy

e, se possibile, calcolarne una primitiva.

r) Calcolare
| eyt ol ayay
+aD

dove D = {(x,y) e R? : 1 <x* +y% < 9}.
s) Studiare la seguente forma differenziale

w = 2 dx — 5
- 2x—3y 2x —3y

dy + 32%dz

e, se possibile, determinarne la primitiva che si annulla nel punto (2,1,0).

t) Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale
w=(y—z)dx+ (z—x)dy+ (x —y)dz

lungo la curva y(t) = (acost,asint,bt), t € [0,2n1] (a,b > 0), orientata nel verso delle t
crescenti.

u) Determinare una funzionee f € C'([0, +oo[) in modo che la forma differenziale

X y
=————f(Vx2 +y?)dx + —=——=d
w Tl yz( X y4)dx Zrul yz Yy

sia localmente esatta in R? \ {(0,0)}. Per tale scelta di f, determinare una primitiva locale di w.

v) Determinare per quali funzioni u(x,y) € C'(R?) la seguente forma differenzale
X
w = de‘i‘U(X,H)d}J

risulta esatta in IRZ.
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI

a) Determinare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

(@) y"+3y" +2y =2 +3e; (b) y’ =2+
1+y3
2 / _ i ; / ———5 T — O
(c) 2y ﬁ+\/§ (d)y +xy2(1+xz) ’
(e) y"+6y"+10y = e*(8sinx +16cosx); () y"+2y’ +y=x*+cosx.
(g) y'+ycotx = 2sinx nell'int. ]0, 7t/2[; (h) y” —y’' =e*+x%
(1) y” +y =log(cosx) () y"=2y"+5y =e*(4x—1);
1
k) y”+y = 6sin2x. "—y=
(k) y"+y =6sin2x Ly —y eX +1

(m) y'+ —2— = Vx+1.
x2 —1

b) Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

(a) Y = = e, y —|—y —2y—cosx,
y0) =1, = =0;

(© y” —y’ = 2tet, y”+2x =0,
y(0) =1,y'(0) = -2; y(0 =1;
(e eX Yy’ +x =0, y’ X2y+x,
y(0) =0; y(0
I _e¥P2 "y4 1
(9) Yy Xy = X241 Y Y= 1+sm2x’
y(0) =1; y(0) =y’(0) =0.

c) Dato il problema di Cauchy

_ 1
y' = J—2
y(O) = a,
provare che, se a # 0, esso ammette un’unica soluzione y(x) in un intorno del punto x = 0.
Calcolare y’(0) e y”(0).

d) Assegnato il problema di Cauchy

{y/: V1+x2+y?

y(0) =1

si puo dire che la soluzione ¢ definita in tutto R?
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