TRAVATURE IPERSTATICHE - Calcolo di componenti di spostamento

Esempio 1

)

Figura 1

Calcolare la componente orizzontale f dello spostamento del punto K dovuta al carico q
uniformemente distribuito sul traverso (figura 1).
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Il calcolo di una componente di spostamento di una travatura mediante il metodo dei
lavori virtuali richiede la conoscenza delle deformazioni generalizzate della stessa; nel
caso di una travatura iperstatica per determinare tali deformazioni generalizzate €
necessario conoscere preliminarmente le incognite iperstatiche.

Si mette in evidenza l'incognita iperstatica (figura 2).

3
Figura 2

Si calcolano, a meno del valore incognito dell'iperstatica, le deformazioni generalizzate
della travatura data (nel caso specifico ci si limita alle deformazioni generalizzate

flessionali de ed estensionali de).
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Preliminarmente si determinano, per effetto del solo carico esterno g distribuito
uniformemente sul traverso, le reazioni vincolari (figura 3), il diagramma del momento
flettente My (riportato dalla parte delle fibre tese in figura 4) ed il diagramma dell'azione
assiale Ny (figura 5).
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Figure 3,4e 5

Successivamente si determinano, per effetto della sola incognita iperstatica X posta
eguale ad 1(figura 6), le reazioni vincolari (figura 7), il diagramma del momento flettente
M’ (riportato dalla parte delle fibre tese in figura 8) ed il diagramma dell’azione assiale N’
(figura 9).
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Le azioni interne totali risultano dunque:
M=Mg+ XM, N=Ng+XN’.
Le deformazioni generalizzate sono:
; /
d g = " da = it da Ci&:“—-lj—-—-d&: N°+XNO%
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Al fini del calcolo del valore dell’incognita iperstatica lo scorrimento del carrello S (figura
2) dovuto al carico esterno distribuito g ed alla incognita iperstatica X deve essere nullo.
Per determinare lo scorrimento del carrello S col metodo dei lavori virtuali si adotta la
situazione equilibrata di figura 6 e 7, con le relative azioni interne M’ ed N'.

Si calcola il lavoro virtuale esterno L, compiuto dalle forze in equilibrio della figura 7 per
gli spostamenti della struttura data (figura 1 e 2); si ha:

Llc=1x0+1x0+1x0+1xD0.
Il lavoro virtuale interno L;, eguale al lavoro virtuale esterno L., € compiuto dal momento
flettente M’ della condizione equilibrata (figura 8) per le deformazioni generalizzate

flessionali do della struttura data e dall’azione assiale N’ della condizione equilibrata
(figura 9) per le deformazioni generalizzate estensionali de della struttura data. Si ha:

L;[(H’o\{w N de )

Sostituendo le espressioni di do e di dg, | due termini che costituiscono il lavoro interno,
nell’ipotesi che El ed EA siano costanti lungo la linea d’asse, diventano:
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L’equazione che fornisce I'incognita iperstatica diventa:
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Si sviluppano in dettaglio i coefficienti del’equazione, avendo cura di mettere in evidenza
Il segno dei momenti flettenti e dell’azione assiale.
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Si ottiene dunque:

0=-———+
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Si riconosce che, detto p il raggio giratore della sezione (I = A p?), quando le travi sono
snelle, ossia | / p > 10, i termini che dipendono dalla deformabilita estensionale sono tra-

scurabili rispetto a quelli che dipendono dalla deformabilita flessionale.
L’equazione che fornisce I'incognita iperstatica si riduce a:

90t 4 b

+ Y ——

&EL & Ed

i = =

Da qui si ottiene:

= 3
X 5 s G
12&%

Per la determinazione della componente di spostamento cercata si adotta la condizione
di carico indicata in figura 10. In figura 11 sono riportate le reazioni vincolari e nelle figure
12 e 13 sono rappresentati i diagrammi del momento flettente M” e dell’azone assiale N”.
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Figure 10, 11, 12 e 13

Si calcola il lavoro virtuale esterno L, compiuto dalle forze in equilibrio della figura 11 per
gli spostamenti della struttura data (figura 1 e 2); si ha:

Le=1X0+1xXx0+1x0+1xf.

Il lavoro virtuale interno L;, eguale al lavoro virtuale esterno L., € compiuto dal momento
flettente M” della condizione equilibrata (figura 12) per le deformazioni generalizzate
flessionali de della struttura data e dall’azione assiale N” della condizione equilibrata
(figura 13) per le deformazioni generalizzate estensionali de della struttura data:
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e forssonia).
Ricordando che a questo punto e noto il valore dell'incognita iperstatica:

= 3
K s e Gl
12&cﬂ

si sviluppano i vari termini, sostituendo le espressioni di do e di de, sempre nell’ipotesi
che El ed EA siano costanti lungo la linea d’'asse.
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In dettaglio si ha allora quanto segue.
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| vari termini che qui compaiono sono ottenuti nel seguito:
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Sempre nell’ipotesi che le travi sono snelle, ossia | / p > 10, i termini che dipendono dalla

deformabilita estensionale sono tra scurabili rispetto a quelli che dipendono dalla defor-
mabilita flessionale.
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Introducendo i valori sopra riportati si ottiene finalmente:

1 (qtt, 3 q@(—@g)}: 7 q£
%"'E"}L"g%, 128 384 ETL
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Esempio 2
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Figura 14

Calcolare la componente orizzontale f dello spostamento del punto K per effetto dei
cedimenti a e b delle cerniere S ed R.

Il calcolo di una componente di spostamento di una travatura mediante il metodo dei
lavori virtuali richiede la conoscenza delle deformazioni generalizzate della stessa; nel
caso di una travatura iperstatica per determinare tali deformazioni generalizzate e
necessario conoscere preliminarmente le incognite iperstatiche.

Si mette in evidenza l'incognita iperstatica (figura 15).
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Figura 15

Si calcolano, a meno del valore incognito dell'iperstatica, le deformazioni generalizzate
della travatura data (nel caso specifico ci si limita alle deformazioni generalizzate
flessionali de ed estensionali de).

A questo scopo si determinano, per effetto della sola incognita iperstatica X posta eguale
ad 1(figura 16), le reazioni vincolari (figura 17), il diagramma del momento flettente M’
(riportato dalla parte delle fibre tese in figura 18) ed il diagramma dell’azione assiale N’
(figura 19).
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Figure 16, 17, 18 e 19
Le azioni interne totali risultano dunque: M=XM", N=XN’,

Le deformazioni generalizzate sono:
7

e R de o N4 o XN

alcfa-
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Al fini del calcolo del valore dell’incognita iperstatica lo scorrimento del carrello S (figura
15) dovuto alla incognita iperstatica X ed al cedimento b della cerniera R deve essere
diretto verso destra ed assumere il valore a. Per determinare lo scorrimento del carrello S
col metodo dei lavori virtuali si adotta la situazione equilibrata delle figure 16 e 17, con le
relative azioni interne M’ ed N’.

Si calcola il lavoro virtuale esterno L, compiuto dalle forze in equilibrio della figura 17 per
gli spostamenti della struttura data (figure 14 e 15); si ha:

Le=-1xb+1x0+1x0-1xa.
Il lavoro virtuale interno L;, eguale al lavoro virtuale esterno L., € compiuto dal momento
flettente M’ della condizione equilibrata (figura 18) per le deformazioni generalizzate

flessionali de della struttura data e dall’azione assiale N’ della condizione equilibrata
(figura 19) per le deformazioni generalizzate estensionali de della struttura data. Si ha:

L;[(H’o\{w N de )
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Sostituendo le espressioni di do e di de, | due termini che costituiscono il lavoro interno,
nell'ipotesi che El ed EA siano costanti lungo la linea d’asse, diventano:

flordg - | X% X foera

J‘Nda =J>;(:) ~§-f(w’f&s

Eguagliando lavoro esterno L. e lavoro interno L; si ottiene I'equazione che fornisce
I'incognita iperstatica:

_qi(Oqu 5)= X {Ei{jCHDZ"k*EjZf{N')“LS}

Dall’esempio precedente si ha:

[(yan . 2 ﬂN)ou 44
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e I'equazione assume la forma:

__iL&Jrg):__E&(ia, an )

.3 (ﬂif+4
EaA \ 3 §°

Per le travi snelle il rapporto I/ p >10 ; pertanto si puo trascurare il termine

-------- rispetto al termine  ---------- .

L’incognita iperstatica risulta dunque:

*-—-—<6L+ E)E—_
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Per la determinazione della componente di spostamento cercata si adotta la condizione
di carico indicata in figura 20. In figura 21 sono riportate le reazioni vincolari e nelle figure
22 e 23 sono rappresentati i diagrammi del momento flettente M” e dell’'azone assiale N”.
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Figure 20, 21, 22 e 23

Si calcola il lavoro virtuale esterno L, compiuto dalle forze in equilibrio della figura 21 per
gli spostamenti della struttura data (figura 14 e 15); si ha:

Le=1X0+1x0-1xb+1xf.

Il lavoro virtuale interno L;, eguale al lavoro virtuale esterno L., € compiuto dal momento
flettente M” della condizione equilibrata (figura 22) per le deformazioni generalizzate
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flessionali do della struttura data e dall’azione assiale N” della condizione equilibrata
(figura 23) per le deformazioni generalizzate estensionali de della struttura data:

b= Ly

A (=

e, = J(M”cltp - N”cla) = 1 'F -4k
Ricordando che a questo punto e noto il valore dell'incognita iperstatica:

X nome ET
P ¥y <6L+ L))ﬁ_@?

si sviluppano i vari termini, sostituendo le espressioni di do e di de, sempre nell'ipotesi
che El ed EA siano costanti lungo la linea d'asse.
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In dettaglio si ha allora quanto segue.

@=L>+“>2[Ef‘£—fm”m’ab5+ : jN”w’ou]

EA

| vari termini che qui compaiono sono ottenuti nel seguito:
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Sempre nell’ipotesi che le travi sono snelle, ossia | / p > 10, i termini che dipendono dalla

deformabilita estensionale sono tra scurabili rispetto a quelli che dipendono dalla defor-
mabilita flessionale.
$=v
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Introducendo i valori sopra riportati si ottiene finalmente:

f=b+L (ms) (-23)
L~-~>

It

1t
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Esempio 3
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Figura 24

Calcolare la componente orizzontale f dello spostamento del punto K per effetto della
variazione termica uniforme AT sul solo traverso HK.

Il calcolo di una componente di spostamento di una travatura mediante il metodo dei
lavori virtuali richiede la conoscenza delle deformazioni generalizzate della stessa; nel
caso di una travatura iperstatica per determinare tali deformazioni generalizzate €
necessario conoscere preliminarmente le incognite iperstatiche.

Si mette in evidenza l'incognita iperstatica (figura 25).
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Si calcolano, a meno del valore incognito dell'iperstatica, le deformazioni generalizzate
della travatura data, somma di quelle elastiche (dovute alle azioni interne) e di quelle
termiche (nel caso specifico ci si limita alle deformazioni generalizzate flessionali de ed
estensionali dg).

A questo scopo si determinano, per effetto della sola incognita iperstatica X posta eguale
ad 1(figura 26), le reazioni vincolari (figura 27), il diagramma del momento flettente M’
(riportato dalla parte delle fibre tese in figura 28) ed il diagramma dell'azione assiale N’
(figura 29).
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Figure 26, 27, 28 e 29
Le azioni interne totali risultano dunque: M=XM", N=XN’,

Le deformazioni generalizzate sono:
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e = d_é. + d.é‘. _.__EJ___d/Q+ XATAA = < +C><A'T'> dd
EA EA

Si osserva che, nel caso specifico, le variazioni termiche influenzano le sole deformazioni
generalizzate estensionali de.

Al fini del calcolo del valore dell'incognita iperstatica lo scorrimento del carrello S (figura
25) dovuto alla incognita iperstatica X ed alla variazione termica uniforme AT sul traverso
HK deve essere nullo.

Per determinare lo scorrimento del carrello S col metodo dei lavori virtuali si adotta la
situazione equilibrata delle figure 26 e 27, con le relative azioni interne M’ ed N'.

Si calcola il lavoro virtuale esterno L, compiuto dalle forze in equilibrio della figura 27 per
gli spostamenti della struttura data (figure 24 e 25); si ha:

Le=1x0+1x0+1x0-1x0.

Il lavoro virtuale interno L;, eguale al lavoro virtuale esterno L., € compiuto dal momento
flettente M’ della condizione equilibrata (figura 28) per le deformazioni generalizzate
flessionali do della struttura data e dall’azione assiale N’ della condizione equilibrata
(figura 29) per le deformazioni generalizzate estensionali de della struttura data. Si ha:
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Sostituendo le espressioni di do e di dg, | due termini che costituiscono il lavoro interno,
nell'ipotesi che El ed EA siano costanti lungo la linea d’asse, diventano:

S ”'d“ﬁjxw'ﬁd’&h—iﬁ ()" oo

BT BT

jN’da aj!\l‘(ﬁ’-& X AT ) dos = E%;J(N'JZO% -‘rj N AT ca
el

Eguagliando lavoro esterno L. e lavoro interno L; si ottiene I'equazione che fornisce
I'incognita iperstatica:

S X{E%ﬂ“ Ol’H“WJ(N) o“é} 4 JN’ML\TO\&
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Dall’esempio 1 precedente si ha:
JOoFan- e f(nyae 4t

Inoltre:

J N AT M = - AT L
e I'equazione assume la forma:

.éfl__( 46 +i>uo<m*£ _o
E 3 A

F"il?of\)

xb (iéz.lf_M): o AT 4
EA \ 3 §°

Per le travi snelle il rapporto | / p >10 ; pertanto si puo trascurare il termine

-------- rispetto al termine = ----------
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L’incognita iperstatica risulta dunque:

Y- 8 AT ET
42 P>

Per la determinazione della componente di spostamento cercata si adotta la condizione
di carico indicata in figura 30. In figura 31 sono riportate le reazioni vincolari e nelle figure
32 e 33 sono rappresentati | diagrammi del momento flettente M” e dell'azone assiale N”.
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Figure 30, 31, 32 e 33
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Si calcola il lavoro virtuale esterno L, compiuto dalle forze in equilibrio della figura 31 per
gli spostamenti della struttura data (figura 24 e 25); si ha:

Le=1X0+1x0+1x0+1xf.

Il lavoro virtuale interno L;, eguale al lavoro virtuale esterno L., € compiuto dal momento
flettente M” della condizione equilibrata (figura 32) per le deformazioni generalizzate
flessionali do della struttura data e dall’azione assiale N” della condizione equilibrata
(figura 33) per le deformazioni generalizzate estensionali de della struttura data:

S I

e [

| =J(M”CJLP+ J\l"da)= 19

Ricordando che a questo punto € noto il valore dell'incognita iperstatica:

- 8 AT EI
16 p?
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si sviluppano i vari termini, sostituendo le espressioni di do e di de, sempre nell'ipotesi
che El ed EA siano costanti lungo la linea d’'asse.

’ » XM
Mdes|M e
j ey [
‘(N”d&:jl\!o(—&+«&_ ds
B A
In dettaglio si ha allora quanto segue.

f= X g._:‘_,,.jm”m’al@ i _LJN"N'dA}+JN"MAToLS
ET |

EA

| vari termini che qui compaiono sono ottenuti nel seguito:

Applicazioni dei Lavori Virtuali — 2 Pag. 35 di 37



¢

¢ . ,
[ o[- (e e

o

%
sell
20

0 L
JNXZM,AA rji dlj "«"f(;i)dk,+ 1w =04

©

Q
jN”MATdA-_ﬁfﬁ X AT olh = X ATL

Sempre nell’ipotesi che le travi sono snelle, ossia | / p > 10, i termini che dipendono dalla

deformabilita estensionale elastica sono tra scurabili rispetto a quelli che dipendono dalla
deformabilita flessionale.
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Introducendo i valori sopra riportati si ottiene finalmente:
- &)
_3 ATEI <___L>+ o ATE =¥

4L 02 BT

3 - A3 JATD =
(qu+ 1) AT ¥ X &TE, {
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