Dinamica del sistemi



SISTEMI DI PUNTI



Centro di Massa (CM)

o Dati n corpi approssimabili come punti materiali, il CM
e identificato dal seguente vettore :

2.mr
om = Zm
mei =Zin Zmzi

Aem =~ Yem =
2.m 2m R TS




Velocita del CM

 Velocita del CM e la derivata del vettore
che ne individua la posmone
R, Zm va p

o T - Zm > m M

« La OM di un sistema e uguale alla QM
del CM, considerato come un punto
materiale di massa M e velocita vew

—_

P = MV, ‘




Forze Iinterne ed esterne

* Per ogni punto | del sistema diciamo Fi la
forza totale agente sul punto

 Questa e la somma di due termini, uno
dovuto alle forze interne al sistema e uno
dovuto a quelle esterne

=R

« Sia le forze interne che esterne possono
essere conservative o dissipative



Risultante delle forze interne

La risultante di tutte le forze interne di un sistema e nulla
= |
2 F =0
i

Infatti, ad una forza agente sul punto i e dovuta al punto |

f !

1]

corrisponde la forza uguale e opposta

N
La risultante della coppia e zero e quindi la somma delle
risultanti e O



Accelerazione del CM
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o 22]egge della dinamica per il punto |
ma =F =F +F"

e e quindi
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Prima equazione della
dinamica dei sistemid

—

dv,_ dpp d . dP
Zma Zm dt Zdt_dtzp‘_ﬁ
dP
Ma., =— =FF
CM dt

I CM si muove come un punto materiale in
Cul sia concentrata tutta la massa del sistema
e a cul sia applicata la risultante delle forze

esterne
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Conservazione della QM

e Se Il sistema e isolato, o le forze esterne
hanno risultante nulla (urti)

FE=0 %:o P = const.
L
e CM si muove di moto retiilineo uniforme
. P
You =

o Attenzione: la QM dei singoli punti puo
cambiare nel tempo, e la loro somma che
rimane costante




CM di due corpi puntiformi
« Siano M e m le masse M

 Prendiamo come origine la posizione di uno dei due
corpi (I'1 p.e.) allora r,,=0

. _ Mn, i, om .
M M+m M+m

m

* Quindi il CM giace sulla congiungente dei due punti e
la sua distanza da essi e inversamente proporzionale
alle loro masse
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CM di due corpi puntiformi

e |ntroduciamo

r=r,—r,
o Allora, I vettori posizione del due corpi

rispetto al CM si possono scrivere

. m _ _ M
r=- r I, =
M +m M+m
1‘% ¥.

CM o2

r
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GRANDEZZE MECCANICHE
DEI SISTEMI
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Vettorl momento

Il momento di una grandezza vettoriale w
e definito come il prodotto vettoriale

M=r XW

* Il punto rispetto al quale si pone l'origine
del vettore r e detto polo
e Tale punto non necessariamente

dev’essere fermo
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Momento angolare

 E il momento del vettore quantita™ di moto
del punto materiale:

—_
—

Bm| Lo=rxp

. Dimensioni fisiche: [L]=L[p]=LTM
e Unita di misura: g’ /s=NIns




Momento di forza

 E il momento del vettore forza agente sul punto
materiale:

To

I, =T xF

“braccio”

. Dimensioni fisiche: [7]=L[F]=LT?M
 Unita’ di misura: kg [n” / s* = N [n 15



Momento risultante

o Se la forza complessiva R e la risultante di piu
forze applicate tutte allo stesso punto
materiale:

T:Zfl :Z(F'xlfl)zf'xZﬁl = xR

I I

I momento risultante (cioe’ la somma dei
momenti di tutte le forze) e uguale al momento
della risultante (cioe” al momento della somma
di tutte le forze)
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Teorema del momento angolare (o0 seconda
equazione della dinamica dei sistemi)

 Dato che esiste una relazione tra quantita di moto di un
punto materiale e forza risultante ad essi applicata,
esistera necessariamente una relazione anche tra i loro

momenti

d, d dp

~ QP = T (FxB) = x D+ x—

t dt( p) dt P dt
dl. 7 dL
—Q——Xp+r><F O+rQ Q - T

d m T_\ dt Q

Prodotto di vettori//
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Conservazione del Momento
Angolare

« Se il momento di forza e nullo (rispetto al
polo scelto) allora il momento angolare si
conserva (rispetto allo stesso polo) e
viceversa

dLQ _0o |:

= const.
dt Q

7o =0
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Pendolo semplice con L

OP = (—| sind,—-| co¥ ,() Dimostrazione
R lunga! Si puo §
V = (Vx1V , ()) fare anche piu §
Y brevemente! S
OPv=0= -sinév, - cogv, = v, =-v, tad ¥
mg
V=V, (1,_ tand : () — t piano di
oscillazione

M=y, /(1+tarf 8) =v, \/{ ,

V=10=v, 016 v=(v
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Pendolo semplice con L

L, = OPx mv

OP =(Isind,| cod ,0

L, = (I siné
mlé

| cos@
0

(16.0,0)
piano di
\oscillazione
K
Q= —(I coﬁmlé’)lz 0 -ml26k




Pendolo semplice con L

r, =0OPxmg

OP =(-Isind,-| cog , 0

g =(0,-9g,0)
piano di
oscillazione
| j K
I, =|-1sind -lcosd Q= (mgl sird)k O(mgld)k
0 -mg 0




Pendolo semplice con L

%z

i, _d ( mlzé’)IZ:—mI 26k
gt dt
T, =(mgl6)k

piano di
] oscillazione

—mi2d =Imgsind= 6 = —Igsiné’ .y
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Legqgi di Keplero con L

- 4

dLo - . = ,.. .
O:TO:erg(r):rx

dt \
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M M
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* || moto avviene sempre sullo stesso piano

>
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|
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© L\_r))_lf/—>

piano del moto

«—— direzione costante
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Leggi di Keplero con L

dA(t) ds
r (t+dt)

ds sinp

dA(t) = 1r(t)dssinqﬁ (1)

d/;(:t) _r(t)—Sin¢(t)— _r t)v({t)sing ¢)

L, = r)mv(t)sing () dA(t) _ Lo _y
ot 2m ”




APPROFONDIMENTI
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Centro di massa in un corpo

continuo
* Riprendiamo la definizione di CM
Zm
rCI\/I Zm

e Per un corpo con dlstrlbuzione continua
di materia

j rdm

— __ corpo
oy = Y j rdm
jdm Corpo

CcOorpo
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Centro di massa in un corpo
continuo

e Ove abbiamo indicato con M la massa totale
del corpo M= [dm

,COorpo

 Le masse infinitesime sono contenute Iin
volumi infinitesimi dm= odV
* Se la densita e uniforme, gli integrali si
riducono a integrall puramente geometrici
[rdm  [ra&v o [rdv  [rav
Po=Om  _om o  _wom Y
fam  [av S [dv  [dv Vg,

corpo corpo corpo corpo
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TEOREMI DEI SISTEMI A PIU
PARTICELLE
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Momento angolare sistemi a piu
particelle

* Abbiamo visto nel caso di un solo punto

materiale, che, se il polo e fisso e Il sistema di
riferimento e inerziale, il teorema del
momento angolare e

dl, .
=17
dt °
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Teorema del momento angolare

 Generalizziamo guesto teorema al caso di un
sistema di piu_particelle e polo fisso

« Deriviamo rispetto al tempo I'espressione:

Eo:ZfTXF)i

o Otteniamo
d, dw—. . dar . _dp
= r Xp = —XMmyV. + [ X— =
dt dtZ" P Z‘dt ik Z dt
=)V xmy +Y fxF =0+7,
« Cioé vale ancora dL,

:fo

at %0



Teorema del momento angolare

* Generalizziamo ora al caso di un sistema di piu
particelle e di un polo mobile

« Deriviamo rispetto al tempo I'equazione che lega il
MA calcolato rispetto ad un polo fisso O e un polo

mobile Q
L. =L.-1r-xP
o Otteniamo Q O Q

dl, di, d( - dr, dP
Q — O = —_ 7 Q = —
= —— o XP|=Tg———XP-TyX—=

dt ot dt(Q ) ° °

=7y Vo xP-iyxE =(f, 7, xF )-v,xP
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Teorema del momento angolare

* Ricordando che I'espressione tra parentesi e
Il momento rispetto al polo mobile Q,
otteniamo -

o _z g xpP
e Espressione che differisce per la presenza

del secondo termine da quella trovata per Il
polo fisso

e Ovviamente si ritrova quella equazione se
anche Q e fisso: in tal caso il secondo
termine e nullo 32




Teorema del momento angolare

» Esistono pero altri casi in cui le equazioni per
Il polo mobile e per il polo fisso sono uguali

|l caso piu importante e quello in cui il polo
coincide con il CM del sistema, In tal caso

di,, _ -

dt =Ty —Vew XP
* E poiché v, e P sono proporzionali, segue
dlg,

_ TCM

at 33



Teorema del momento angolare

 Quando il polo coincide con il punto di contatto C
tra una ruota che si muove (slittando o rotolando)
e una superficie di appoggio

d. . . =
—==T. V. XP
dt C C
» Poicheé v e P sono paralleli, segue C e
d. _.
de _;

dt ¢ "



Teorema del momento angolare

 Abblamo dimostrato il notevole teorema: la
derivata del momento angolare e uguale al

momento delle forze (esterne) se come polo
usiamo

— un punto fisso in un sistema inerziale

— oppure Il CM del sistema (indipendentemente
dal fatto che questo sia fisso o0 sia mobile e
gualungue sia il suo moto)

AL,
dt

— Z-CM 35



Seconda equazione della
dinamica del sistemi

e Seilpoloefissooeil CM

 Questa e la seconda equazione della
dinamica del sistemi

O seconda equazione cardinale della
meccanica
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Conservazione di L

« Se vale I'equazione 7 E

:fO:TO

dt

e e se il momento delle forze esterne e nullo,
allora i momento angolare si conserva

dL -
Is=0 (—> dtO:O (—> L, =condt.

e Sinota che:

— La conservazione puo valere anche solo in alcune direzioni (quelle
in cui la componente di re nulla)

— A seconda della situazione fisica, rpuo” annullarsi qualunque sia il

polo, oppure solo per poli scelti opportunamente a7



Approfondimento

TEOREMI DI KOENIG E

SULL'ENERGIA DEI SISTEMI DI
PARTICELLE
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Caratteristiche del sistema di riferimento del
CM

e Ha origine nel CM

e Gli assi sono sempre paralleli agli assi di un
sistema inerziale

* In generale non e inerziale

e La posizione di un punto e:

S A Y

e Derivando questa relazione
troviamo la velocita’

* —

Vi =Vi T Vewm
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Sistema di riferimento del CM

e La posizione e la velocita' del CM nel SCM sono,
ovviamente,
fem =Tew —Tom =0 Vg =V —Vou =0
* Ricordando la definizione di CM, valida in ogni
SdR, abbiamo anche

> mr =Mrg, =0 > my =My, =0
e La seconda equazmne stabilisce che la QM totale

del sistema e nulla se misurata nel SCM

P =MV, =0
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Teoremi di Koenig

e 1°teorema: fornisce una relazione tra ll
valore del momento angolare in un sistema
Inerziale e nel sistema del CM

e 20 teorema:; fornisce una relazione tra il
valore dell’energia cinetica in un sistema
Inerziale e nel sistema del CM
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1° teorema di Koenig

e Confrontiamo L calcolato
— nel SCM con polo nel CM
— nel SdR inerziale con polo nell’origine O

I:*(CM) :Zﬁ XMV, :Z(T _FCM)Xm(vi _vCM) =

:Zﬁ Xm\ _ZFEZM Xmv, _Zﬁ XMV +ZFCM XMy =
| l ! !

- Ij(o) ~Tewm sz\? _[Zmﬁj XV oy XMV,
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1° teorema di Koenig

o || 2° e 4° termine sono uguali e opposti; il 3°
termine e il MA del CM nel SdR inerziale

L(CM) = I—(o) - MF;M x\_iCM = I—(o) - r>c:|v| X M\_iCM = I—(o) - I—(

O)CcM

 Larelazione puo essere letta anche

Lio) = Lioyom + Lo
e L diuncorpoinun SdR inerziale e uguale a

_del sistema rispetto al CM, calcolato nel SCM
oiu L del CM nel sistema inerziale
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2° teorema di Koenig

e Calcoliamo ora I'energia cinetica
2

. | 1 L
K :ZEmViZZZEm(Vi _VCM) =
1 . . 1 .
:Zam\ﬁz—zm\ﬁ EVCM +Z§mV§M =
. 1 .
:K_(vaijwcm +§(ij\/§m =
1 1

=K - MV, g, +§|\/|\7§M =K —EMng
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2° teorema di Koenig

il 2° termine e I'’energia cinetica del CM nel
SdR Inerziale

K =K - Keum

* Larelazione puo essere letta anche
K=K, +K

e L’energia cinetica di un corpo in un SdR

Inerziale e uguale all’ EC del sistema calcolata
nel SCM, piu 'EC del CM nel sistema inerziale
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Teoremi sull’energia

Teorema di conservazione dell’energia meccanica E
per un corpo esteso

NK+U)=0E=0

A(K _|_U) :AE :Wc Forze non

conservative
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