0.1 Complessi di catene

Sia K un complesso simpliciale orientato di dimensione n. Indichiamo con
C,(K) il gruppo abeliano libero! generato dai simplessi di K di dimensione
p e poniamo, per ogni p < 0 e per ogni p > n, C,(K) = {0}.

Il gruppo C,(K) prende il nome di gruppo delle catene di dimensione p e un
P i

i=1 m;o

suo elemento, che e del tipo »

detto p-catena di K.

i . . . . N
, con o, simplesso di dimensione p, ¢

Definiamo ora, per ogni p, 'omomorfismo di bordo 9, : C, = C,_; e, dato
che i gruppi sono liberi, sara sufficiente definirlo sui generatori e poi procedere
con 'estensione lineare.

Sia quindi 0, un simplesso orientato di dimensione p e poniamo:

a(p—1)

Op(op) = Z PU;—l

=1

dove «(j) denota il numero di simplessi di dimensione j e
0  se 0,1 non e faccia del simplesso di dimensione p,

p=19q 1 seop; ¢ faccia del simplesso di dimensione p con orientazione indotta,
—1 se 0,1 ¢ faccia del simplesso di dimensione p con orientazione discorde.

Per estensione lineare, data una qualunque catena ¢, = » 5, mia; di dimen-

sione p, si ha:
a(p)

Dp(cp) = Z m;Op(o,,).
i=1
Proviamo ora che I'omomorfismo di bordo ¢ a quadrato nullo. In questo

modo abbiamo associato ad ogni complesso simpliciale un complesso di catene

libero? {(C,, 9,) }pez.-

LOvvero l'insieme delle combinazioni lineari formali a coefficienti in Z.
2Si definisce complesso di catene una qualunque successione di gruppi abeliani G; e di

omomorfismi 0; : G; — G;_1 a quadrato nullo. In questo caso parliamo di complessi di

catene liberi perche i gruppi sono liberi.



Proposizione 0.1. L’omomorfismo di bordo é a quadrato nullo, ovvero

0p—1 00, =0, per ogni p.

Dimostrazione. Per linearita, sara sufficiente provare che d,-1(9,(0})) = 0
per ogni a; = (Vo,Vi,...,V,) simplesso di dimensione p di K. Per come ¢

stato definito I’omomorfismo di bordo si ha:

ap—l <8p(0;)) - ap—l (ap(‘/Oa Vvla sy V;?)) -
= Up-1 (Z(_l)l(‘/(b ‘/17 CICI) ‘Zia ‘/iJrl’ te %)) =

7

=Y (10, 1(Vo, Vi, .., Vi, Vigas .., V) = (1)

=Y (=1)"(=1Y(Vo,...,Vj,..., Vi, ..., Vi )+
2
Y (D=1 Vo, Vi VL),
i7j
dove con il ’cappelletto’ indichiamo che e stato tolto 1’i-esimo vertice. A
questo punto l'asserto e provato se si osserva che ¢ + j e ¢ + 5 — 1 hanno
parita diverse, per cui la somma e nulla. In altre parole si e utilizzato il fatto
che, una faccia di faccia, e faccia di due simplessi e riceve da quest’ultimi

orientazioni opposte. [

Questa prorpieta degli omomorfismi di bordo ci permette di dire che, per

ogni p, 'immagine di d,4, € contenuta nel nucleo di d,:
Im(0ps1) C Ker(0,).

Dunque, essendo Im(0,41) sottogruppo normale di Ker(d,), possiamo con-
siderare il quoziente Ker(0,)/Im(0p41) :== Z,/B, := H,.

Gli elementi di B, := Im(0,41) e Z, := Ker(0,) sono chiamati rispettiva-
mente bordi e cicli, quindi un ciclo € una catena a bordo nullo e diremo che
due cicli sono omologhi se stanno nella stessa classe di omologia, ovvero se

la loro differenza ¢ un bordo. Il gruppo quoziente H, ¢ detto p-esimo gruppo



di omologia del complesso di catene.
Proviamo ora un importante risultato che lega le proprieta, topologiche e

algebriche, di un poliedro di un complesso simpliciale.
Teorema 0.2. Sia K un complesso simpliciale e | K| il suo poliedro.
|K|connesso <= Hy(K) ~Z

Dimostrazione. Supponiamo che |K| ¢ connesso e proviamo che Hy(K) =
Zo(K)/Bo(K) e isomorfo a Z. A tal proposito consideriamo la seguente
funzione:

fiZo(K) = Z

che ad ogni catena ¢y di dimensione zero associa 'indice di Kronecker Zf:((i) m;.
Osserviamo che ogni 0-catena e uno 0-ciclo perche, se avesse bordo, quest’ul-
timo avrebbe dimensione —1. La funzione f cosi definita e chiaramente un
omomorfismo in quanto, la somma di due catene di dimensione zero ha in-
dice di Kronecker la somma degli indici di Kronecker. Osserviamo inoltre
che, l'ipotesi che | K| sia connesso implica che il complesso K & connesso cioe
e possibile congiungere due qualunque vertici mediante una spezzata fatta
di simplessi uno-dimensionali. Questo equivale a dire che V; — V4 € bordo
della spezzata che congiunge V; a Vj, per cui la catena ¢y = Z?:((i) m;V; e
omologa alla catena Z?:((P m;V,. Possiamo allora estendere la funzione f al
quoziente, scegliendo come rappresentante per ogni classe una catena del ti-
po Zf‘:(?) m;V,. Abbiamo quindi costruito un omomorfismo di Hy(K) in Z e
banalmente si prova che e un isomorfismo. Infatti, per ogni a appartenente
aZ, f~1(a) = [aV,] per cui f & suriettiva, I'iniettivita & ancor pilt banale.

Viceversa. Supponiamo che Hy(K) ~ Z e proviamo che |K| & connesso.
Se |K| non fosse connesso, poiche le operazioni di passaggio al bordo si

fanno sulle componenti connesse, Hy(K) sarebbe somma diretta di tante



copie di Z quante sono le componenti connesse di |K|. Dunque dire che
Hy(K) ~ Z significa che abbiamo una sola componente connessa e cioe, |K|

€ connesso. n

Vogliamo ora introdurre la nozione di applicazione di catene. Questo ci
permettera di considerare la categoria dei complessi di catene, che denotere-
mo con C, i cui oggetti sono i complessi di catene e i morfismi le applicazioni

di catene.

Definizione 0.3. Consideriamo due complessi di catene:

Op+1 Ip
oo > Cpp1 —— Cp — Cpy — ..

1

5] 17)
...—)Dp+1—>Dp—p>Dp_1—)...

Un’applicazione di catene e una famiglia di omomorfismi {y, : C;,, = D,},

tali che commutano con il 9, ovvero: ¢,_1 0 9, = 0, 0 @,.

By Op1

Op+1
oo = Cpp > Cp Cpo1 ——

l‘Perl l@p l‘/’?*l

(9+1 1o) 8—1
co.—Dpyy — D, —— Doy — ...

Osservazione 0.4. Un’applicazione di catene muta cicli in cicli e bordi in

bordi. Infatti, se 2, ¢ un ciclo di C,, allora:

ap(SOp(Zp)) = @p—1(6p<zp)) = ‘Pp—l(o) =0

per cui ¢,(z,) € ciclo di D,. Sia ora b, un bordo. Possiamo allora scrivere
by = Ops1(Cps1) cOn ¢pyq catena di dimensione p 4+ 1. Proviamo che ¢,(b,) €

bordo di una p + 1-catena. Si ha:

©p(by) = ¥y (3p+1(0p+1)) = 3p+1(90p+1(0p+1))

dunque ¢,(b,) € un bordo di D,.



0.2 Funtore omologia

Abbiamo visto che i complessi di catene costituiscono una categoria, C, i
cui morfismi sono le applicazioni di catene. Vogliamo ora costruire un fun-
tore dalla categoria C alla categoria G 45 dei gruppi abeliani graduati  che

chiameremo funtore omologia. Consideriamo la seguente legge:
H:C—¢G AB

che, ad ogni complesso di catene C,, associa il p-esimo gruppo di omologia
H, = Z,/B, ¢ ad ogni applicazione di catene ¢, : C, — D, il morfismo

indotto ¢, tra i corrispondenti gruppi abeliani graduati cosi definito:
Ppe + Hy(C) = Hp(D)

[2p] = [0p(2p)]

Osserviamo che ¢,, ¢ ben posta, poiche un’applicazione di catene muta cicli
in cicli per cui ¢,(z,) € un ciclo in D, e quindi ha senso parlare della classe
[©p(2p)]. Inoltre tale classe non dipende dal rappresentante z, scelto perche
¢p muta pure bordi in bordi per cui se z, e zz,, sono due cicli omologhi allora
lo saranno anche ¢,(z,) e gpp(z;) essendo la loro differenza bordo di una p+1-
catena.

La legge H cosi definita costituisce un funtore covariante dalla categoria dei

complessi di catene alla categoria dei gruppi abeliani graduati, infatti:
o (Lo)([z]) = [le(zp)] = |2

® (90;; © ?Z)p)*([zp]) = [@p(wp(zp))] = SOP*([@DP(Zp)D = (@p* 0o 7/’17*)([217])-

Vogliamo ora provare che il funtore omologia H & un funtore omotopico, cioe
si vuole far vedere che applicazioni di catene omotope inducono lo stesso

morfismo in omologia. Diamo quindi la seguente definizione:

3Un gruppo abeliano graduato ¢ una successione di gruppi abeliani.



Definizione 0.5. Siano {¢, : C;, = D,}, e {1, : C;, = D,}, due applicazioni
di catene. Definiamo una omotopia tra le due applicazioni come una famiglia

{¢p : Cp = D11}, di omomorfismi tali che, per ogni p:

Pp—10 0y + Opy1 0 Gp = p — .

In simboli ¢, ~ 1,,.
By 8
Cpt1 - Cyp — Cp1
e /
<Pp+1;¢p+1j D @plwp Pp—1 L<Pp1;¢p1
yd e

Dyyyv—>D,——D,_
rlg Py, Tpl

Teorema 0.6. H ¢ un funtore omotopico.

Dimostrazione. Siano {¢, : C, — D,}, e {¢, : C, = D,}, due applicazioni
di catene omotope e proviamo che i morfismi indotti ¢,. e 1. coincidono.
Per ogni [z,] in H,(C) si ha:

Ppe([20]) = Vpe([20]) = [0p(2p)] = [¥p(2p)] = [00(2) — Uu(2p)] = 0.

Dunque sara necessario provare che ¢, (z,) —,(z,) € bordo di una p+1-catena

di D. Si ha quindi, sfruttando 'omotopia tra le applicazioni di catene:

ep(2p) — ¥p(2p) = (90:0 - L/)p) (2p) = <¢p—1 00+ Opy10 ¢p) (2p) = Opta (¢p(zp))-

L’ultima uguaglianza la si ottiene osservando che 9,(z,) = 0, per cui si ha

I’asserto. O

Come conseguenza immediata si ha che, dati due complessi di catene
omotopi, i gruppi abeliani delle loro omologie sono isomorfi per ogni indice.

Diamo pero prima la definizione di omotopia tra complessi di catene.

Definizione 0.7. Diremo che due complessi di catene, C' e D, sono omotopi

se esistono due applicazioni di catene p : C' — D e ¢ : D — C tali che:

¢O¢N1D € l/JOQONlc.



Dunque se C' e D sono due complessi di catene omotopi, per quanto detto

precedentemente, si ha che:

(poi)u=(p) e (o) =/(lc)

e per le proprieta di funtorialita si ottiene:

Oy Oy = 1H(D) e Y0P, = 1H(C)-

Questo ci fa capire che i morfismi ¢, e 1, sono, nella categoria G 45, degli

isomorfismi in quanto I'uno l'inverso dell’altro.

0.3 Funtore omologia singolare

Nella sezione precedente abbiamo costruito il funtore omologia dalla cate-
goria dei complessi di catene alla categoria dei gruppi abeliani graduati e
abbiamo visto che applicazioni di catene omotope inducono lo stesso morfi-
smo in omologia. Nostro scopo ¢ costruire un funtore dalla categoria degli
spazi topologici alla categoria dei gruppi abeliani graduati e proveremo che,
se due spazi topologici sono omotopi, le loro omologie, intese come gruppi
abeliani graduati, sono isomorfe.

Introduciamo ora una nozione sufficentemente generale di simplesso in uno
spazio topologico, che generalizza in maniera naturale quella di simplesso
simpliciale e per far cio ci metteremo nello spazio di Hilbert R 4.

Indichiamo con:
e Ay =(0,0,...,0,...):= Uy il simplesso standard di dimensione 0;

o Ay =UyUy, con Uy = (1,0,...,0,...), il simplesso standard di dimen-

stone 1;

2Gli elementi di R® sono le successioni di numeri reali con un numero finito di elementi

diversi da zero.



o Ay = UgUiUs, con Uy = (0,1,...,0,...), il simplesso standard di

dimensione 2;

e A, =UyU;...Uy,, con U, = (0,0,...,1,0,...), il simplesso standard

di dimensione n.

I simplessi standard sono orientati e l'orientazione e quella individuata per

indice crescente. Sia ora X un qualunque spazio topologico.

Definizione 0.8. Chiamiamo p-simplesso singolare di X una qualunque

funzione continua o : A, = X.

Cosi come fatto per i simplessi simpliciali, vogliamo ora introdurre i con-
cetti di catena, bordo e ciclo.
Indichiamo con S,(X), il gruppo abeliano libero generato dai p-simplessi sin-
golari di X e chiamiamo p-catena, un qualunque elemento di S,(X) che sara
del tipo Y, m,0}, con o}, p-simplesso singolare di X.
Vogliamo ora definire 'omomorfismo di bordo 9, : S, — S,_1 in modo tale
che la successione {(S,,0,)}pez risulti un complesso di catene, detto com-
plesso delle catene singolari di X. Analogamente al caso simpliciale, sara
sufficiente definire il bordo di un simplesso singolare o, : A, — X. In realta
potremmo pensare di definire 9, facendo la restrizione di o, alle varie facce di
A, ma non possiamo farlo perche le facce non sono necessariamente simplessi
standard. Ci serviremo quindi dei cosi detti operatori faccia, F} : A,—1 — A,

per i =1,...,p; che mandano A,_; in ciascuna faccia di A, in questo modo:
Uj sej>i,
Uj+1 sej S 1.

L’omomorfismo di bordo d,(c,) € definito come la somma di o, composta

con gli operatori faccia:



e, con analoghe osservazioni fatte nel caso simpliciale, si prova che ¢ a qua-
drato nullo.

In questo modo, ad ogni spazio topologico X abbiamo associato il complesso
delle catene singolari {(S,,0,)}pez. Proveremo ora che, dati due spazi to-
pologici X, Y, una funzione continua f : X — Y induce per composizione
un’applicazione di catene e quindi un morfismo nella categoria C.

Proviamo allora la seguente:

Proposizione 0.9. Sia f : X — Y un morfismo in TOP. L’applicazione
Spf 1 Sp(X) = S,(Y), che ad ogni simplesso singolare o, : A, — X associa

il simplesso singolare foo,: A, =Y, é un morfismo nella categoria C.

Dimostrazione. Per comodita di scrittura indicheremo con f,, il morfismo
indotto da f. Proviamo dunque che f,, ¢ un’applicazione di catene, cio¢

commuta con il 9. Ovvero: f,—1). 09, = 0, 0 fps.

s S (X) —2 5, (X)) 2

J/fp* lf(p—l)*

s Sy s s () 2

Si ha:
* fp-1) (ap(ap)) = f(ap(gp)) = f( ?:o(_l)i(UpOFf)) =20 o(=1)'(fo
Op © Fip));
d ap(fp*(ap)) = ap(f OUp) = f:o(_l)i(f ©0poO Fz‘p))
]

In questo modo abbiamo costruito un funtore dalla categoria degli spa-
zi topologici alla categoria dei complessi di catene che chiameremo funtore
complesso singolare, S : Top — C.

Per le proprieta funtoriali, componendo il funtore complesso singolare con il
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funtore omologia si ottiene un nuovo funtore dalla categoria Top alla cate-
goria G4 che chiameremo funtore omologia singolare e lo denoteremo con

HS.

Top ——C
A jH

Il funtore HS ad ogni spazio topologico X associa il gruppo abeliano graduato
della sua omologia singolare, per semplicita di scrittura al posto di H,(S,(X))
scriveremo H,(X); e ad ogni funzione continua f : X — Y associa il morfismo
fe : H(X) — H(Y) tra i corrispondenti gruppi di omologia.

Proviamo ora che I’omologia singolare ¢ invariante per omotopia cioe, se due
spazi topologici sono omotopi, allora i gruppi abeliani graduati delle loro
omologie sono isomorfe. Per provare questo, ricordando che applicazioni di
catene omotope inducono lo stesso morfismo in omologia, sara sufficiente

provare il seguente:

Teorema 0.10. Siano f,g : X — Y due morfismi in Top omotopi. Allora
le applicazioni di catene indotte, fi,g. : Sp(X) — Sp(Y) sono pure loro

omotope.

Dimostrazione. Le funzioni f e g sono omotope per cui esiste F': X xI — Y,

funzione continua, tale che, per ogni x € X:
F(z,0) = f(z) ; F(z,1) = g(x).
Consideriamo ora le inclusioni di X nel cilindro X x [ a livello 0 e 1:
ip:x€e€X— (2,00 e X x1
h:rxeXm—(r,1)e X x1I

Possiamo allora scrivere f = F oig e g = F o1y, per cui le applicazioni di

catene indotte saranno (sfruttando le proprieta funtoriali):

f*:F*OiO*;g*:F*Oil*
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Dunque, per provare che le funzioni indotte da f e g sono omotope sara
sufficiente trovare un’omotopia tra le applicazioni di catene indotte da iy e
11. Per semplicita di scrittura, le applicazioni indotte da i e 7 le scriveremo

senza la *. Dobbiamo quindi costruire, per ogni indice ¢, un omomorfismo

Py Sy(X) = Sgi1(X)

tale che:

— ;5
Pq,106q+aq+1opq—21q—loq

che chiameremo operatore prisma. Come al solito sara sufficiente definirlo
per i generatori di S,(X). Sia quindi o, : A, — X un g¢-simplesso singolare
di X. Intuitivamente P,(o,) dovra essere una ¢ + 1 catena rappresentata
dalla funzione continua o, x Id : A; x I — X x I. Costruiamo quindi il

cilindro su A, e poniamo, per i =0,...,q:

che altro non sono che i vertici del cilindro A, x [. Triangoliamo ora il
cilindro con i (¢+ 1)-simplessi orientati (Ao, A1, ..., A;, B}, ..., B,), ciascuno
dei quali va pensato come un (¢ + 1)-simplesso singolare di A, x I mediante
I'unica applicazione affine che manda, ordinatamente, i vertici di Ay, in
Ao, Av,..., Ay, B;, ..., By

Indichiamo ora con d, : A, — A,. 9§, ¢ il simplesso standard A, pensato
come simplesso singolare, e poniamo:

q

Py(6) =Y (~1)Y(Ao, A1,..., A}, B;,.... By).

j=0
Per cui si ha:

Pylog) = (og x 1d)Py(d,)

che e una ¢ + 1 catena singolare di X x I. m

®le funzioni 41, e igq Sono in questo caso le applicazioni di catene indotte.
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Vogliamo ora calcolare I'omologia singolare nel caso particolare in cui lo
spazio topologico ¢ costituito da un solo punto. In questo modo, sfruttando
I'invarianza omotopica, saremo in grado di calcolare ’'omologia singolare di
un qualunque spazio contraibile. Sia quindi X = {P} uno spazio topologico.
Osserviamo che, per ogni ¢ > 0, esiste un’unica funzione continua o, : A, —
{P} per cui, il gruppo abeliano libero S,(X) & ciclico e quindi isomorfo a
Z. Calcoliamo ora il bordo di ¢, che ¢ somma delle ¢ + 1 facce orientate
coerentemente;

O4_1 S€ q e pari,
Og(0q) = Og-1 = 0g—1+ -+ (—1)%041 = !

J/

g+ 1volte 0 se ¢ e dispari.

Questo implica che, nel caso in cui g & pari, I'unico ciclo e la catena nulla cioe
Z, = {0} e di conseguenza anche il gruppo dei bordi B, = {0}, essendo suo
sottogruppo. Nel caso invece di ¢ dispari, si ha che il bordo di una qualunque
catena ¢ nullo e quindi Z, = S, inoltre, ogni catena ¢, ¢ bordo di una ¢4
perche ¢ + 1 ¢ pari e quindi B, = 5,. Ricapitolando:

0 se q e pari,
B,=27,=

S, se q e dispari.
Possiamo allora dire che, per ogni ¢ > 0, il gruppo di omologia singolare di
un punto ¢ sempre nullo. Vediamo ora cosa succede se ¢ = 0.
In questo caso, poiche una 0O-catena ¢ uno O-ciclo si ha Z; = Sj;. Inol-
tre, By = Im(0;) = 0, essendo 0y I'omomorfismo nullo per quanto detto

precedentemente. Abbiamo quindi che:
Hy~Sy~7ZF5.

Siamo ora in grado di dire che ["omologia singolare di uno spazio contraibile

¢ tutta nulla tranne che nella dimensione zero in cui vale Z.

60sserviamo che questo risultato lo si poteva ottenere come conseguenza del teorema

(0.2).



