ESERCIZI SU PARTI LIBERE, SPAZI E SOTTOSPAZI
VETTORIALI, MATRICI DEL CAMBIO DELLA BASE, SISTEMI
LINEARI

1. Verificare se i seguenti sistemi .S; sono linearmente indipendenti. Estrarre
da ognuno di essi una base per L(S;):

Sy =1(1,0,1,1),(1,1,0,0),(-1,1,1,-1),(1,2,2,0)] ;
Sy = [(1, -1, 2), (1, 1, 0), (—1, 1,0)] ;

S3 =1[(1,-1,1),(-2,2,-2), (3, -3, 3)];

Sy = [(17 )’ (172)];

S5 = [(17 -1,0,0, 1)7 (17 1,0,0, 1); (717 1,0,0, 1)} ;

Se = [(1707 _1)7 0,0, 0)7 (_27 0, 2)] )
Sr=1[(1,1,—1,-1),(0,1,0,0), (0,0,1,1), (0,0, 1,0)]

Sy =[(k+1,1,0),(=2,1,0),(0,1, k)] ;
Sy = [(k, k, k, k), (1,0,1,k),(1,1,1,1)];
Sy =[(1,k+2,1),(1,1,-1),(1,0,1)];
Sy = [(k,0),(1,k+1)]

i) vi =(5,3,7),va = (1,1,1) da S1 = [(1,2,3), (-2, 3,2)]
i)vy =(1,0,1),vy = (2,5,8) da S =[(2,4,6),(—1,-2,-3), (-4, —6, —8)]
iii)v, = (5,3,7),v2 = (1,1,1) da S; = [(1,2,3),(1,1,1),(0,0,1)]

4. Si comsideri S = [(1,1,-1,1),(0,1,0,2),(3,1,—3,—1)]. Detto H il sot-
tospazio vettoriale di R* generato da S, si determini la dimensione ed una base
di H. Che dimensione avra un sottospazio K tale che R* = H @ K?

Determinare un tale sottospazio K.

5. Per quali valori di ¢ la matrice
1 1 ¢t
A=10 1 0
2 ¢t 1
¢ invertibile? Posto ¢t = 0 determinare 'inversa della matrice A.

6. Consideriamo le seguenti basi di R?:



S= [e17e2] = [(170)7 (071)] e U= [ul,u2] = [(173)7 (174)]

determinare le matrici che permettono di passare dalla base S alla base U
e, viceversa, dalla base U alla base S. Sia poi v un vettore di R? che nella base
canonica S ha coordinate (5, —3); determinare le sue coordinate nella base U.

7. Estrarre una base dai seguenti sistemi:

Sy =1(1,-1,0),(1,0,-1),(1,1,1),(1,0,0)]; S2 = [(—2,—1,1),(0,0,-1),(2,1,0),(1,1,1)];
S3 = [(723 3)» (17 1)v (17 71)3 (27 1)]

8. Completare a basi i seguenti sistemi:
S;=1[(1,1,-1,0),(2,0,0,1)]; So = [(1,0,1)]; S5 = [(1,—1,—1),(1,0,1)]

9. Considerate le seguenti basi di R3:

determinare le matrici che permettono di passare dalla base S alla base U
e, viceversa, dalla base U alla base S. Sia poi v un vettore di R® che nella base
canonica S ha coordinate (5, —1,1); determinare le sue coordinate nella base

U.

10. Si consideri il sistema di vettori S = [(0,0,—-3,1),(—1,2,4,0),(1,—2,—10,4)]
in R%.

i) Per quali valori di k il vettore wy = (1,—2, -7,k 4+ 1) dipende da S?

ii) In relazione ad uno di questi valori esprimere wy, come combinazione dei
vettori di S.

11. Si consideri il sistema di vettori Sy, = [(—2,—1,2,3),(1,1,0,2),(-3,-2,2,k — 1)]
in R%, al variare del parametro k € R.

i) Per quali valori di k il vettore w = (—1,0,2,5) dipende da Si?

ii) Se possibile esprimere w come combinazione dei vettori di Sp.

12. Sia V = Ms 3 (R) lo spazio vettoriale reale delle matrici 2 x 3. Consid-
erato L; sottospazio di V:

L, =

ail a2 ais
M = |—a11+2a21—a23:a11—a21:au:agg:O
az1 a22 a3

determinare:



1) dimR L;
ii) una base di L;
iii) un sottospazio supplementare di L in V.

13. i) Per quali k¥ la somma dei sottospazi U = L((1,2,4)) e Wy, = ((k +
1,0,k),(0,k +1,1)) & un sottospazio proprio di R3?
ii) Se k = —1 determinare un sottospazio L tale che (U +W_;) @ L = R3.

14. Considerato il sistema

Sy ={u=(1,-1,0,1,1,1),v =(=1,1,0,2,1,—1) , w¢ = (3,—3,0,1,¢,t + 2)}

i) discutere la dimensione di L; = L(S;) al variare di ¢.;
ii) determinare Lied una sua base;
iii) determinare un sottospazio supplementare di L; in R®.

15. Sia V = M35 (R) lo spazio vettoriale reale delle matrici 3 x 2. Consid-
erato L sottospazio di V:

a+2b —b
L={ M= a—b 0 | a,b € R j determinare:
0 5a

1) dimR L;
ii) una base di L;
iii) un sottospazio supplementare di L in V.

16. Si consideri il sistema di vettori
Sk = [(_27 _1a 27 3) ) (17 1a 07 2) 5 (_3a _27 27 k)]

in R*, al variare del parametro k € R.

i) Posto Uy = L(Sk), discutere la dimensione di Uy, al variare di k;

ii) Per quali valori di k il sottospazio W = L((—1,0,2,5)) & contenuto in
U?

17. Sia V = My 3 (R) lo spazio vettoriale reale delle matrici 2 x 3. Con-
siderati Ly e Lo sottospazi di V:

_ _ a a+3b 0
Ll—{M— b 0 2a+2b)a,b€R}e

[ (2+d —c+4d O
L2_{M_< c=d 0 2c+4d>|c’d€R}



determinare:

1) dlmR Ll e dll’IlR LQ;

11) lel]R(Ll + LQ), dlmR(Ll N LQ),

iii) un sottospazio supplementare di L; in V.

18. Sia V = M; 3 (R) lo spazio vettoriale reale delle matrici 3 x 3. Con-
siderati L e Ly sottospazi di V:

Ly ={M €V | M ¢ triangolare alta} e Ly = {M € V | M ¢& triangolare bassa}

determinare:

1) dlm]R(Ll + Lg) (§ dlmR(Ll n Lz),

ii) una base di (L; N Ls);

ili) un sottospazio supplementare di (L; N Ly) in V.

19. Sia V lo spazio vettoriale reale delle matrici 2 x 2 e si consideri il
sottospazio

I— a b | a b\ 1 1 (0 0
o c d c d -1 -1 ) \0 o0
si determini:
i) dimg L;

ii) una base di L;
iii) un sottospazio supplementare di L in M3 3(R).

20. Si consideri il sistema di matrici

1 -1 1 1 0 1
efi=(4 ) me (4 )= (2400)

in My 2(R), al variare del parametro k € R.
i) Posto Uy = L(Sk), discutere la dimensione di Uy, al variare di k;

ii) Per quali valori di & il sottospazio W = L(( g g )) ¢ contenuto in U7

21. SiaV =Rj3[z] = {ao +a17 + agx® + azx® | a; € R} lo spazio vettoriale
reale dei polinomi di grado al piu 3. Considerati U e W sottospazi di V:

U=1L (1 +22 1+ m) eW =1L (x —22 1+ x3) determinare:

i) dimg U + W, dimg U N W
ii) una base di U + W
ili) un sottospazio supplementare di U N W in V.

22. Sia V =Ry [z] = {f(x) € Rlz] : gr(f(z)) < 4} lo spazio vettoriale reale
dei polinomi aventi grado al piu 4. Considerato

L:{f(a:)=a0+a1x+a2x2+a3m3+a4x4\a0+2a2—a4:a1:0}



sottospazio di V', determinare:

i) dimg L;

ii) una base di L;

iii) un sottospazio supplementare di L in Ry [z].

23. Sia V =Ry [z] = {f(x) € Rlz] : gr(f(z)) < 4} lo spazio vettoriale reale
dei polinomi aventi grado al piu 4. Considerati i sottospazi di V

L1:{f(x):a0+a1m+a2$2+a3w3+a4x4|a0—a4:5a120}e

Ly =
{f(x) =ap + a1z + axx? + a3z® + agx | 2a0 — az — ag = 3az = ap — as :O}
determinare:

i) dimg Ly e dimg Lo;
ll) dimR (L1 + Lg);

24. Considerato il sistema di vettori L:
L=(u =(2,1,0),us = (-1,0,1),us = (1,1, -1))

i) verificare che L & una base di R3.

ii) Se B = [e1 = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)] & la base canonica, de-
terminare la matrice che permette di passare dalla base B alla base L e quella
che determina il passaggio da L a B.

iii) Determinare in vettore coordinato rispetto alla base canonica del vettore
v che nella base L ha vettore coordinato (1,1,1)

25.i) Determinare H = Sol(X) con

I1+1‘37$4:0
> 31’1—1’2+31’3—4$4:0;
—2$2—2$4:O

ii) Che dimensione ha H? Scrivere una sua base;
iii) Se K ¢ un sottospazio supplementare di H, K che dimensione puo avere?

26. Si consideri il sistema lineare X:

1317£E2+2I4+l‘5:0
—$1+£C2+(E4+.’E5:0

3x1 —3x2+x3 — x5 =0
—2x14+ 215 — 24 =0

P

i) Determinare S = Sol(X), una sua base e la sua dimensione;
ii) determinare un sottospazio supplementare di S in R®.

27. Si consideri il sistema



x+22=0
y+z=2
r+y+tz=2

si discuta la compatibilita del sistema al variare del parametro t. Si trovino
poi le (eventuali) soluzioni nei casi in cui t=1 e t=3.

28. Considerato il sistema:

Ty 4+ 2r9 —3x3 +x4 =1t
201 —x9 +2x3 — x4 =1
—3x1 +4xo — Txz +txy =1

se ne studi la compatibilita al variare del parametro t e se ne determinino le
soluzioni, se possibile, nei casiincuit=1et = 3.

29. Discutere, al variare del parametro k, la compatibilitda del seguente
sistema:

kx4+y=0
r+y+kz=k
c+y+2z=k+1

Determinare poi, se possibile, I'insieme delle soluzioni di tale sistema nei casi
incuik=3ek=1.



