
 1 

1. Valore assoluto di un numero reale 
Definizione. Il valore assoluto di un numero reale x, denotato con , è definito dall’uguaglianza: 

x =
x se x ≥ 0
−x se x ≤ 0

$
%
&

'&

. 

Il valore assoluto di un numero è il numero stesso se esso è non negativo, è l’opposto del numero, 
in caso contrario. Dalla definizione segue che: 

     |x| ≥ 0  ∀ x ∈ R.    (1) 

  Esempio 1.   |5|= 5 (perché 5 >0),       |0|= 0 (perché 0 =0),     (perché < 0) 

Proprietà del valore assoluto: Il valore assoluto di un numero verifica la proprietà (1) e le 
seguenti: 

1. −x = x ; 
2. x = 0⇔x=0; 
3. xy = x y ; 

4. x
y
=
x
y

  per y ≠ 0; 

5. x + y ≤ x + y ; 
6. x − y ≤ x − y ≤ x + y . 
 
   L’equazione |x| = a  e l’insieme delle sue soluzioni S = {x ∈  R: |x|=a}.   
  1°. Sia a < 0. Per la (1) il valore assoluto non può essere negativo, perciò |x| = a non ha 
soluzioni; l’insieme delle soluzioni è l’insieme vuoto: S = {x ∈  R: |x|=a}=∅ . 
   2°. Sia a =0. Per la proprietà 2. , |x| = 0 ha la sola soluzione 0,  quindi   S = {x ∈  R: |x|=0} ={0}. 
  3°. Sia a > 0. Per definizione di valore assoluto si ha una soluzione positiva ponendo x=|x|=a,  
che è ovviamente a, e l’altra negativa,  che per la proprietà 1 (per cui |-a| = |a|),  è  –a;  perciò: 

            (2) 
e    S = {x ∈  R: |x|=a} ={- a , a }.  
 Esempi 2 
Risolviamo |x|=2, troviamo cioè l’insieme S = {x ∈  R: |x|=2}. 
Siamo nel caso 3°. L’insieme delle soluzioni è allora S ={-2, 2} 

Risolviamo |x| =-3, troviamo cioè l’insieme S = {x ∈  R: |x|=-3}. 
Siamo nel  il caso 1°. L’equazione non ha soluzioni reali perché |x| ≥ 0  ∀x ∈  R. Allora S =∅ . 

Risolviamo |x-2| = 0, troviamo cioè l’insieme S = {x ∈  R: |x-2|=0}. 
Per la proprietà 2. è  |x-2|=0 se e solo se  è x-2 = 0, cioè  se e solo se è x = 2. Allora S ={2}. 
Risolviamo |x-2| = 4, troviamo cioè l’insieme S = {x ∈  R: |x-2|=4}. 
Siamo nel caso 3°con x-2 al posto di x. Allora 

|x-2| = 4 ⇔(x-2= -4    o   x-2= 4)⇔(x=-2   o   x=6).   Quindi S={-2, 6} 
Risolviamo |x-2| = |2x -4|, troviamo cioè l’insieme S ={x ∈  R: |x-2|=|2x-4|}. 
Due numeri hanno lo stesso valore assoluto se e solo se coincidono o (per la proprietà 1,) sono 
opposti, perciò: 

|x-2| = |2x -4| ⇔(x-2= 2x -4    o   x-2= -2x +4)⇔(x=2   o   x=2/3).          Allora  S={2/3, 2}. 

Risolviamo 3− x
2

= 2…………………… 
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1.1 Alcune disequazioni con il valore assoluto  e l’insieme S delle soluzioni. 
 Sia k > 0.  Nella tabella sottostante  indichiamo  a sinistra le soluzioni  delle disequazioni   
|x| < k, |x| ≤ k, |x| > k, |x| ≥ k e a destra le soluzioni delle disequazioni che si ottengono dalle 
precedenti sostituendo x con x-a. 
  
   k > 0 

 
|x| < k ⇔  -k < x < k ⇔x∈  ] –k, k [ 
 
 S = ] –k, k [  ins. delle soluzioni 

 
|x-a| < k ⇔   -k < x-a < k ⇔   a -k < x < a+k  ⇔    x∈  ] a –k, a +k [ 
 
            S = ] a –k, a +k [ insieme delle soluzioni 

 
|x| ≤ k ⇔   -k ≤ x ≤ k ⇔x∈  [ –k, k ] 
 
S =[ –k, k ]  ins. delle soluzioni 

 
|x-a| ≤ k ⇔   -k ≤ x-a ≤ k ⇔   a -k ≤ x ≤ a+k ⇔     x∈  [a –k, a +k ] 

S = [a –k, a +k ] insieme delle soluzioni 

 
|x| > k ⇔  x < -k  o  x > k  
 
S =] -∝ , –k[ ∪  ]k , +∝[  
ins. delle soluzioni 

 
|x- a| > k ⇔( x-a < -k   o  x -a > k )⇔  ( x < a -k  o  x > a+k ) ⇔      

                                                               x∈  ] -∝ , a –k[ ∪  ] a +k , +∝[ 

      
                                  S =] -∝ , a –k[ ∪  ] a +k , +∝[  ins. delle soluzioni 
 

 
|x| ≥ k ⇔  x ≤ -k  o  x ≥ k 
 S = ] -∝ , –k] ∪  [k , +∝[  
ins. delle soluzioni 

 
|x-a| ≥ k ⇔( x-a ≤ -k   o  x -a ≥ k )⇔  ( x ≤ a -k  o  x ≥ a+k)  ⇔      

                                                            x∈  ] -∝ , a –k] ∪  [ a +k , +∝[ 
S =  ] -∝ , a –k] ∪  [ a +k , +∝[ ins. delle soluzioni 

 
  Mostriamo come giungere a determinare le soluzioni della disequazione |x| < k.   
 Il numero 0 è ovviamente una soluzione della disequazione  |x| < k e, per la proprietà 1. del valore  
assoluto,  x≠0 è una soluzione  della disequazione se e solo se anche –x lo è: pertanto, per aver e 
tutte le soluzioni, è sufficiente determinare le soluzioni positive della disequazione ed aggiungere 
ad esse i valori opposti e lo 0.  
 Le soluzioni  positive  di |x| < k  si ottengono ponendo  x=|x| < k  e sono tutti  i numeri  positivi 
minori di k, cioè gli x compresi tra 0 e k: le soluzioni  negative sono i numeri opposti  delle 
soluzioni positive , cioè i numeri compresi  tra – k e 0;   aggiungendo lo 0 possiamo dire che sono 
soluzioni tutti i numeri compresi tra – k e k. 
 

____________k___________ 0_____________k_______________ 
 
S ={ x ∈  R: |x| < k} =] –k, k [   
 
  Mostriamo come giungere a determinare le soluzioni della disequazione |x| > k.   
Il numero 0  non  è ovviamente una soluzione della disequazione; cerchiamo le soluzioni positive 
cioè quelle per cui è  x=|x|>k: queste sono ovviamente costituite dai numeri  x maggiori di k; tutte 
le altra soluzioni sono date dai numeri opposti che sono ovviamente  minori di -k 
 
                                      _____________k________0__________k_______________ 
 
 
 
S ={ x ∈  R: |x| >k} =]-∝ , –k[∪] k, +∝  [   
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Appendix F: Absolute Value F3

In the special case where a1, a2, . . . , an have the same value, a, it follows from (1) that

|an| = |a|n (2)

GEOMETRIC INTERPRETATION OF ABSOLUTE VALUE
The notion of absolute value arises naturally in distance problems. For example, suppose
that A and B are points on a coordinate line that have coordinates a and b, respectively.
Depending on the relative positions of the points, the distance d between them will be b − a

or a − b (Figure F.1). In either case, the distance can be written as d = |b − a|, so we have
the following result.

a b

A B

(a)

b − a

b a

B A

(b)

a − b

Figure F.1

F.4 theorem (Distance Formula) If A and B are points on a coordinate line with
coordinates a and b, respectively, then the distance d between A and B is d = |b − a|.

This theorem provides useful geometric interpretations of some common mathematical
expressions:

expression geometric interpretation on a coordinate line

|x  − a |
|x  + a |
|x |

The distance between x and a
The distance between x and −a (since |x  + a | = |x − (−a)|)
The distance between x and the origin (since |x | =  |x  − 0 |)

INEQUALITIES WITH ABSOLUTE VALUES
Inequalities of the form |x − a| < k and |x − a| > k arise so often that we have summarized
the key facts about them in Table F.1.

Table F.1

inequality
(k > 0)

geometric
interpretation figure

alternative forms
of the inequality

|x − a | < k −k < x  − a < k
a − k < x < a + k

x  is within k
units of a.

a − k a a + k

k units k units

x

|x − a | > k x  – a < −k or x − a > k
x < a − k or x > a + k

x  is more than
k units away
from a. a − k a a + k

k units k units

x

The statements in Table F.1 remain true
if < is replaced by ≤ and > by ≥, and
if the open dots are replaced by closed
dots in the illustrations.

Example 4 Solve

(a) |x − 3| < 4 (b) |x + 4| ≥ 2 (c)
1

|2x − 3| > 5

Solution (a). The inequality |x − 3| < 4 can be rewritten as

−4 < x − 3 < 4

Adding 3 throughout yields −1 < x < 7
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0 <x=|x| <k 0 -k <-|x| <0 
0 

x=|x| > k -|x| < k 
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In modo analogo, cioè determinando le soluzioni positive dapprima, si giunge all’insieme della 
soluzioni delle altre disequazioni 
  
 
 
Esempi 3. 
Risolviamo |x-2| < 4, troviamo cioè l’insieme S = {x∈R: |x-2| < 4}. 

 |x-2| < 4 ⇔  -4 < x-2 < 4⇔2-4< x< 2+4 ⇔    x∈  ] -2, 6 [ .     Allora     S =] -2, 6 [. 

       _ _ _ _ _ _  -2°_________6°_ _ _ _ _ 

Risolviamo |x-2| ≤ 4 troviamo cioè l’insieme S = {x∈R: |x-2| ≤ 4}.  

 |x-2| ≤ 4 ⇔-4 ≤ x-2 ≤ 4⇔2-4≤ x≤ 2+4 ⇔     x∈  [ 2-4, 2+4 ].      Allora S = [ -2, 6 ]. 

         _ _ _ _ _ _  -2•_________6•_ _ _ _ _ 

Risolviamo |x-2| > 4, troviamo cioè l’insieme S={x∈R: |x-2|>4}.  

 |x-2| > 4 ⇔( x - 2 <-4  o  x -2> 4) ⇔( x < 4 -2  o  x > 4+2) ⇔  x∈  ] -∝ , 2 –4[ ∪  ] 2 +4 , +∝[. 
  
Allora S=] -∝ , -2[ ∪  ] 6 , +∝[                _________ -2°_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 6°_________ 

Risolviamo |x-2| ≥ 4, troviamo cioè l’insieme S={x∈R: |x-2|≥4}.  

|x-2| ≥ 4 ⇔  x∈  ] -∝ , 2 –4] ∪  [ 2 +4 , +∝[.   Allora S=] -∝ , -2[ ∪  ] 6 , +∝[.   

__________•-2_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 6•_________ 
 

Risolviamo |2x-3| ≤ 4, troviamo cioè l’insieme S={x∈R: |2x-3| ≤ 4}. 

|2x-3| ≤ 4⇔-4 ≤ 2x-3 ≤ 4⇔3-4≤ 2x≤ 3+4⇔-1≤ 2x≤ 7⇔-1/2 ≤ x ≤ 7/2 

Allora     S =[ -1/2, 7/2 ].   _ _ _ _ _ _  -1/2•_________7/2•_ _ _ _ 
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2. Significato geometrico del valore assoluto e distanza di due punti sulla retta.    
  
Sia r un asse cartesiano (retta sulla quale è stato fissato un riferimento cartesiano (O, U)) e siano A 
e B punti  distinti di r;  conveniamo di indicare: 

• con  o, indifferentemente,  con   il segmento di estremi A e B; 
• con AB il segmento di estremi A e B orientato da A a B: allora BA, segmento orientato da 

B ad A è detto opposto di AB  e si scrive BA = -AB 
• con |AB| o | | la  lunghezza del segmento  rispetto a u =OU . 
•  con  (AB) a misura relativa del segmento orientato AB rispetto al segmento orientato OU  

definita nel modo seguente: 

(AB) = misura relativa di AB= | AB | se AB è orientato concordemente ad OU
− | AB | se AB è orientato inmodo discorde ad OU

"
#
$

%$
 

 
       O     U      A       B  
        ____________________________.______._______.__________________.____________    
                                                                                                                AB 
 
       O     U      A       B  
        ____________________________.______._______.__________________.____________    
                                                                                                                BA=-AB 

 
Sappiamo che ogni numero reale x individua un punto P sull’asse cartesiano e viceversa: x  è 

detto ascissa di P nel riferimento (O,U). Il legame tra P e la sua ascissa x,  è il seguente: 

 x = 
0 se P =O
|OP | (> 0) se OP è orientato concordemente ad OU

− |OP | (< 0) se OP è orientato inmodo discorde ad OU

"

#
$

%
$ .

 

  
       O     U            P       
        ____________________________.______.___________ •__________________________    
  
             x>0 
                      P                         O      U 
         ____________.________________.______•_________________ 
           x<0  
 
Perciò:  se P≠O è un punto dell’asse r e x è la sua ascissa: 

- x è la misura relativa del segmento orientato OP rispetto a segmento orientato  OU  (e 
quindi  relativa al verso fissato sulla retta),  

- |x|  è la lunghezza |OP| di .                    ( significato geometrico di |x|) 

  
Esempio 4. Sia  A di ascissa -2   e B di ascissa 5:  

________ A_____O___U_____________B____ 
                                                              -2        0       1                           5 
  
Allora:   |AB| = |AO| +|OB| = 2+5 = 7         (AB) = 7      e       (BA) =-7 
  
Nota: (AB) =7 = 5 - (-2) (ascissa di B – ascissa di A)   (BA) =-7 = -2 - (5) (ascissa di A – ascissa di B)  
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 Distanza di due punti A e B. 
Siano a e b rispettivamente l’ascissa del punto A e  l’ascissa del punto B dell’asse r : 

- la differenza b-a (positiva se B segue A nel verso dell’asse, negativa se B precede A) 
              è la misura relativa del segmento orientato AB:        

(AB) = b-a; 
- Il valore assoluto |b-a| è la lunghezza del segmento   o distanza tra A e B, indicata   

              con d (A, B):  
d (A, B) = |b-a| = |a -b| 

 
  O     U         A                 B      
   ____._____._____ •__________ •______  
    a     →      b 

                                     
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

In particolare è: 
    d(A, O) = | a-0 | = | a |        (distanza di A dall’origine O) 

 

3. Struttura metrica di R 
Definizione di distanza i due numeri. La distanza tra numeri reali è suggerita dalla distanza di 
due punti sulla retta, ma prescinde dalla rappresentazione dei numeri sulla retta e quindi da 
un’unità di misura. 
 Definizione.  Se a e b sono numeri reali, distanza di a e b è il valore assoluto |b-a | = |a-b|.  
Poniamo  cioè: 

d(a, b) =| b-a |=| a-b | (distanza dei numeri a e b) 
 In particolare:      

d = d(a, 0) =| a |            (distanza di  a da 0) 
 
Esempio 4: d(-5, 3) = | -5 -3| = 8=  3-(-5)   ; d(-5, -3) = | -5 +3| = 2 = -3-(-5)  
 
Proprietà della distanza di due numeri.  
1. d(a, b) ≥ 0      

2. d(a, b) = 0⇔  a = b 
3. d(a, b) = d(b, a)  ( prop. di simmetria)  
4. d(a, b) ≤ d(a, c) +d(a, c) (disuguaglianza triangolare) 

L’insieme dei numeri reali R considerato insieme all’applicazione distanza o metrica 

d: (a, b)∈R2→  d(a, b) = |b-a| ∈[0, +∞[ 
 assume il nome di spazio metrico dei numeri reali.   
  

 
 O     U         B                 A         
   ____._____ ._____ •__________ •_____  
    b     ←          a 
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F.4 theorem (Distance Formula) If A and B are points on a coordinate line with
coordinates a and b, respectively, then the distance d between A and B is d = |b − a|.

This theorem provides useful geometric interpretations of some common mathematical
expressions:

expression geometric interpretation on a coordinate line

|x − a |
|x  + a |
|x |

The distance between x and a
The distance between x and −a (since |x + a | =  |x − (−a)|)
The distance between x and the origin (since |x | = |x − 0 |)

INEQUALITIES WITH ABSOLUTE VALUES
Inequalities of the form |x − a| < k and |x − a| > k arise so often that we have summarized
the key facts about them in Table F.1.

Table F.1

inequality
(k > 0)

geometric
interpretation figure

alternative forms
of the inequality

|x − a | < k −k < x  − a < k
a − k < x < a + k

x is within k
units of a.

a − k a a + k

k units k units

x

|x − a | > k x  – a < −k or x − a > k
x < a − k or x > a + k

x  is more than
k units away
from a. a − k a a + k

k units k units

x

The statements in Table F.1 remain true
if < is replaced by ≤ and > by ≥, and
if the open dots are replaced by closed
dots in the illustrations.

Example 4 Solve

(a) |x − 3| < 4 (b) |x + 4| ≥ 2 (c)
1

|2x − 3| > 5

Solution (a). The inequality |x − 3| < 4 can be rewritten as

−4 < x − 3 < 4

Adding 3 throughout yields −1 < x < 7

 A        O            B         U         
   ____•________•_____  • _____ .__  
  a          →             b 

                    
 

        B         A         O               U         
   ____•_______ •_____. _____ .__  
  b  ←       a 
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4. Intorno di un numero reale definito attraverso il concetto di distanza 
 

Abbiamo definito intorno di raggio ∂  di un numero reale c l’intervallo aperto ]c–∂ , c+∂[. 
Utilizzando il concetto di distanza possiamo ridefinire il concetto di intorno di un numero reale c: 
intorno di c di raggio ∂  > 0 è  l’ insieme dei numeri reali  x che hanno da c  distanza minore di ∂  

I(c, ∂) = Ic∂ = {x∈R: |x-c| < ∂}   intorno di c di raggio ∂  
  

Infatti,  dall’equivalenza  |x-c| < ∂  ⇔   c-∂  < x<c+ ∂   ottenuta studiando le disuguaglianze  con il 
valore assoluto, deduciamo la seguente  uguaglianza tra insiemi:  

 

{x∈R: |x-c| < ∂} ={x∈R: c-∂  < x < c +∂}=]c –∂ , c +∂  [ = I (c; ∂)      (3) 

-------- ________.________- ----------------- 
 c-∂   c      c+∂  

perciò l’insieme considerato, definito in termini di distanza,  è l’intervallo aperto di centro c e 
raggio o semidimensione  ∂  , che nel fascicolo sui numeri reali abbiamo chiamato intorno di c di 
raggio ∂ . 
Relazione tra gli intorni di uno stesso punto c:  

 se ∂’ < ∂’’  allora   I (c, ∂’) ⊂  I (c, ∂’’) 
Esempi.  L’intorno di 3 di raggio 4 è l’intervallo ]3-4, 3+4[ = ]-1, 7[; l’intorno di 0 di raggio 4 è 
l’intervallo ]-4, 4[ ; l’intorno di -3 di raggio 4 è l’intervallo …. 
 
Intorno destro  e intorno sinistro di c ∈R 
 
Un intorno destro  di c di raggio  ∂  >0 è l’insieme 

I (c, ∂) + = { x∈R : x≥ c  e |x-c| < ∂}= { x∈R : c ≤ x  < c+ ∂}= [c, c+ ∂  [ 
 

_______________________._______________________ 
c- ∂                c                c+ ∂  

 
Un intorno sinistro  di c di raggio  r >0 è l’insieme 

I (c, ∂) - = { x∈R : x≤ c  e |x-c| < ∂  }= { x∈R : c - ∂  < x  ≤ c }= ]c - ∂ ,  c]  
 

______________________._______________________ 
       c- ∂                c                c+ ∂  

 
 

Pertanto un intorno ]c –∂ , c +∂  [di c è unione di un intorno sinistro e di un intorno destro di c 
con lo stesso raggio: ]c –∂ , c +∂  [=]c - ∂ ,  c]∪  [c, c+ ∂  [. 
 
]c –∂ , c +∂  [ è detto intorno completo di c. 
 


