MOTI RIGIDI PIANI

Un moto di un sistema rigid® si dice “piano” quando le velocita dei punti 8i si mantengono

sempre parallele ad un piano fisgo:

(N e la normale comune ai
piani p e 1)

Una definizione equivalente, e utile, &: quandstesin pianop solidale aS che si muove
rimanendo sovrapposto (0 sottoposto?) al piano fiss

Studiamo I'atto di moto nei moti rigidi piani. Dalbefinizione risulta ovviamente
Vpe N =0 OPOS;

d’altra parte, dall'atto di moto rigido generale = v + W x (£ —Q), moltiplicando scalarmente &
2° membro perN, si ottiene:

(Ve —Vo)*N=wx(P-Q)*N=0 0OP,QUS.
Cio comporta che (in un istartgualsiasi) 0 =0 o e w# 0, e allora necessariamente
|| M. Inognicaso, d, =0.
1) se w(t) =0, [latto di moto e traslatorim quelt : vp=Vvqo OP,Q
len =@ -V, =0
D asse di Mazi A| ||| N :
ve=wx(P-A) OPOS AOMA);

2)se wit) 20, w||N = {

I'atto di moto é quindi rotatorian quel t .
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Riassumendo, nel moto rigido piano I'atto di moto taslatorio o rotatorio. In quest’ultimo casbo, s

definisce il “centro istantaneo di rotazidn€ come l'intersezione dell’asse di Mozzi coi piani

(sovrapposti)Ttep:

C=Ct)=.4(t) n Tp.

Dall'atto di moto rotatorio pelP, Q 0 p (punti di S giacenti su pian@), v =wx (P -C) e
Vo = wX (Q —C), sideduce che
C-POwvw, (€C-Q Uw

donde il Teorem&Hasles“il centro

C istantanedC appartiene alle perpendicolari alle
velocita dei punti diS su p, tali perpendicolari

passanti per i punti stessi”.

P,QOS n p (wperpendicolare al foglio)
p scorre sul foglio, che &
Immaginiamo ora di far allontana@ all'infinito: I'angolo 0 tende a zero, cioé i vetto@ —P e

C —Q tendono a diventare paralleli (e concordi), e cesi ancheve e vq.

vl _le][P-c| _[P-Ql+]e-c|  |P-q|
noltre: (k) = < =1+ ,
vo| [w]|Q-c] [Q-C]| [Q-C]|
e quindi_al limite perC 0> o
[ Ve | -
=1, = .
‘VQ‘ ossia| Vp | ‘VQ‘

Allora, al limite per C 0> o :

Vp = Vg OP,QUS
che é proprio 'atto di moto traslatorio!
Cio giustifica I'interpretazione dell’atto di motwaslatorio come il caso limite dell’atto di moto
rotatorio quando il centro istantaneo va all’intini
In conclusione, possiamo dire che nel moto rigidm I'atto di moto pud sempre considerarsi
rotatorio, con centro istantaneo al finito (quatidtio di moto é “genuinamente” rotatorio) o
eventualmente all'infinito (quando I'atto di motarerealta traslatorio).

N.B. Il teorema di Chasles continua a valere neglhisia cui I'atto di moto é traslatorio: in tal aas
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infatti, le velocita dei punti sono tutte parallessieme alle loro perpendicolari, le quali allereome
suol dirsi — si incontrano all’infinito.
BASE e RULLETTA (nel moto rigido piano)

C =C(t) : C come centro istantaneo occupa nel tempo posidivaise, sia rispetto al piano fisgo
sia rispetto al piano solidale (mobil@) (occorre convincersi ch€ é visto muoversi sia da sia da
pl).

Ebbene, il luogo delle posizioni occupate @asul piano fisso dicesi “base” del moto piano éatha
curva tracciata sut), mentre il luogo delle posizioni occupate @asul piano mobile dicesi “rulletta”
del moto piano (ed é una curva py.

Base e rulletta sono le cosiddette “traiettorieapbldel moto rigido piano. Vogliamo ora dimostrare

che, durante tale moto, la rulletta rotola sendacsire sulla base

Vediamo prima cosa si intende per “rotolamento aetdsciamento” (ossia “puro”) di una curva (del

piano) mobile su una curva (del piano) fissa/ockano cioe un po’ di teoria dei profili coniugati

(“profilo” € sinonimo di curva).

Sia y una curva fissa g/ (t) una curva mobile: s§ ey (t) hanno ad ogni istante in comune un

punto e la tangente nel punto (geometricament@nviluppa” y' (t) ) , si dice chey rotola suy .

H(t)

Y (®)

g <t<ty)

Denotiamo conH il punto di contatto delle due curve istante ip@nte: esso € visto muoversi sia
rispetto ay che rispetto ay', percorrendo la curvy rispetto ad un osservatore fisso, e la curva
y' rispetto ad un osservatore mobile cyn
Con quale velocita si muove, ossia cambia posizidnéispetto ay e y' ? Per il principio dei
moti relativi:

Va (H) =v; (H) +v; (H) ,
ove V, (H) é lavelocita diH rispetto ay, v, (H) la velocita diH rispetto a/, e v; (H) éla
velocita di trascinamento di, ossia la velocita rispetto a di quel punto (o celletta) della curva
mobile che nell'istante considerato si trova sopagio adH (ad esempio: nell'istanté, v; (H) € la
velocita rispetto ay del punto “3” di y'; nell'istante t, v; (H) & la velocita rispetto & del punto
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“4"di y';nellistantet,, vy (H) € la velocita rispetto & del punto “5” di y'). v; (H), se c’é

diversa da zero, dicesi “velocita di strisciamerdd”y’ suy ; essa in ogni caso ha la direzione della
tangente comune § e Y in H, perché tale direzione hanng(H) e v;(H) e allora anche la loro
differenza vy(H) - v;(H) = v(H).

Se v¢(H) =0 si dice chey rotola senza strisciare su

Applichiamo tali concetti alle traiettorie polakigse e rulletta nel moto rigido piano):

Base e rulletta hanno in ogni istante il centrarisaneoC in comune (per come sono definite: luoghi

delle posizioni assunte d@ suy e Y); inoltre, dal principio dei moti relativi, si tehe

v.(C) = v() + v
velocitaconcuiC ...suy’ velocita(risp.y) del
simuovesuy puntodi y' chesi trova

sovrapposbaC

Ma, per 'atto di moto rotatorio della rullettg (U p) sulla basey (O 1), e
vi(C)=v4a(C=C)=wx(C'-C)=0,
e quindi
$,(C) thaseic = $ (C) truttettainc -
Base e rulletta hanno allora anche la tangentermuae inC, e la velocita di strisciamento € nulla:
la rulletta rotola senza strisciare sulla base!

N.B. I movimento della rulletta rispetto alla base éfaito relativo: un osservatore solidale al piano
mobile direbbe legittimamente che € la base aaotaenza strisciare sulla rulletta.

Esempi
1) Rotolamento puro di disco su guida rettilinea {Bati moto é rotatorio attorno & punto di
contatto).
Sia Xg = Xg(t) la legge oraria con cus Si
ty muove sulla rettay = R (raggio del disco);
anche 6 = 6(t).

J x
o ¢ >
SN,
Nel piano fisso Oxy:
= = t
CE{XC X XG() = labase é I'assg
Ye =
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Nel piano mobile G xX'y’:

_ Xc = RCOﬁe(t) N la rulletta & la circonferenza di centfd e
Yo = Rserﬁ(t) raggio R (la linea di contorno del disco).

Effettivamente, la rulletta rotola senza striscisutta base!

N.B. La velocita del punto del disco che istantaneamsntrova a contatto con I'asse (quindi
sovrapposto & in quellistante) & nulla! (base = retta, rultett circonferenza:oto cicloidal€”)

2) AstarigidaAB lungal con gli estremi mobili sugli assi e y (I'atto di moto €& rotatorio attorno

a C, la cui posizione e data dal teorema Chasles).

Sia 6 = 0(t) lalegge oraria del movimento.

Xpa=0
A =
Yy, = | cosd

_{XB: | serf
Yg = 0

Nel piano fissoOxy:

{xc = xg = serb(t)
C=
Yo =Ya =| COSﬂ(t)

= (quadrando e sommando)x:+YyZ =1° = labaseéla

circonferenza di centr® e raggiol.

Nel piano mobile A X"y”:

[
' =] serf@=—-—co20
Xe 2 2

2 2
C = (quadrando e sommandcéx’C —IEJ +y2 = (l_) N

Y =I serbcod = IE sen20 2

la rulletta & la circonferenza di cent® e raggid/2 (tangente internamente alla base nel punto

comuneC). Durante il movimento dell’asta con gli estreAisuy e B su X, larulletta rotola
senza strisciare all'interno della base (la basatteggiata, la rulletta e a tratto pieno).
(qui base e rulletta = circonferenze, e rullettaleoall'interno di base: “motgo-cicloidale’; se

invece la rulletta rotolasse all’esterno di baksmato rigido piano si direbbegbi-cicloidale’)
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3) Astarigida di lunghezzd con estremoA mobile su circonferenza di centfd e raggio
R (<) ed estremdB mobile su semiassg >R (modello del motore alternativB: € il pistone,

l'asta € la biella, la circonferenza € il contod® volano).

(Rsend=1 senp)

Sia 0 = 0(t) la legge oraria del moto circolare & attorno adO ( ‘ 6'?‘ e la velocita angolare del

volano), e siaP un punto qualsiasi dell'ast@#\B .

Se s= AP, vale:

2
Xp(S)= Rcod) + scosh = Rcod) + s,/l—Rl—serFG

P=
yo(s)=(I- s)serb = l_l—s'RserO
2/12
%, (s)=—Rbserd - s RY/I* ser cos 6
o Vs J1-R?/1% serfo

Vo () :I—l_s ROco9)
Ve =Vp (s=1). E’ sempre rotatorio I'atto di moto (co@ al finito come nella figura)? Per
rispondere, vediamo se esistono istanti in cuid’dt moto e traslatorio: in questi istanti; non deve
dipendere daP, cioé das, ed essi quindi sono quelli in cui
coHt)=0 = O0=742,3n/2,51/2,....
Allora, I'atto di moto é traslatorio (co& all'infinito) quando A tocca I'assey, e in quell'istante si

have =Va =-Réserd g . Le equazioni parametriche della base si ottengamendo:

Xe () = Xg (t) = RcosA(t) ++/¢% - R? sin® 6(t)
ye (1) = X (t) tand(t) = Rsind(t) + \/52 - R?sin” 4(t) tané(t)

da cui si evince che quandb- 7n1/2, 311/2 , la base ha un asintoto verticale neII’asciéﬁé— R*,

cui il centro si avvicina quando l'atto di moto gier diventare traslatorio.
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