SECONDA UNIVERSITA DEGLI STUDI DI NAPOLI
SCUOLA POLITECNICA E DELLE SCIENZE DI BASE

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA E FISICA
CORSO DI LAUREA IN MATEMATICA

APPUNTI DEL CORSO DI GEOMETRIA 3

(Topologia Generale - Omotopia e Gruppo Fondamentale)

FRANCESCO MAZZOCCA

Anno Accademico 2015/16



Disegno di copertina:
Il nastro di Mébius,
di Maurits Cornelis Escher, 1963



Indice

Prefazione 1
1 Elementi di Topologia Generale 3
1.1 Notazioni, richiami e preliminari . . ... ... ... ......... 3
1.2 Spazi metrici e funzioni continue . . . . ... .. ... ... ... .. 5
121 Complementiedesempi . . . .. ... ............. 12

1.2.2 Isometrie e proprieta metriche . . ... ... ... .. .. .. 14

1.3  Spazi topologici: prime proprietaedesempi. . . . . ... ... ... 17
14 Complementi . ... ... ... ... .. ... . ... . .. .. 29
141 LatopologiadiZariski . .. ... ... ............. 29

142 Alcuni assiomi di separazione . ... ............. 31

143 Successioni . . ........... . ... L 33

1.5 Funzioni continue e omeomorfismi . . . . . ... ... ... ... .. 34
1.5.1 Proprieta topologiche di uno spazio metrico . .. ... ... 38

152 Complementiedesempi . . . . ... ... ... ........ 39

1.6 Spaziconnessi . . . ... .... ... ... 45
1.6.1 Connessione in R e R" e connessione per poligonali . . . . . 48

1.6.2 Componenticonnesse . .. ................... 51

1.7 Spazicompatti. . . . ... ... ... oo 52
1.8 Prodotti. ... ... ... ... 58
1.81 CompattezzainReR" . . . .. ... .............. 65

19 Complementi . ... ............ ... ... ... ... .. 67



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 3

19.1 Compattificazione di Alexandrov . . . ... ... ... ... 67
1.9.2 Prodotti di famigliedispazi . . . . ... ... ......... 69
1.10 Quozienti. . . . . . . . . .. e 71
1101 Esempi . . .. .. ... 78
1.11 Superfici topologiche . . . .. ... .. ... ... ... .. ... 84
1.11.1 Classificazione delle superfici compatte . . . . ... ... .. 87
INDICEDELLEFIGURE.. . . . . . . . . . . . . . ... ... 92

RIFERIMENTI BIBLIOGRAFICI . . . . ... ... ... ... ... ..... 94



Prefazione

Questi appunti raccolgono buona parte degli argomenti delle lezioni del corso di
Geometria 3 per gli studenti del Corso di Laurea in Matematica della Seconda
Universita degli Studi di Napoli, a Caserta. Essi si presentano spesso schematici
e mancano molti dei commenti e delle dimostrazioni indispensabili per una pre-
sentazione completa degli argomenti trattati. E pertanto consigliabile integrare la
loro lettura con quella di un buon libro di testo, per esempio [8].

Avvertiamo che nella preparazione del corso, e quindi nella stesura di queste
note, abbiamo tenuto conto delle conoscenze gia acquisite dagli studenti nei pre-
cedenti corsi di Algebra, Analisi matematica e Geometria.

Nel concludere, desideriamo ringraziare in anticipo quanti vorranno segnalarci
eventuali errori e/o omissioni.

Caserta, dicembre 2015.

Francesco Mazzocca
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Capitolo 1

Elementi di Topologia Generale

“ Per comprendere la matematica occorre far funzionare il cervello,
e questo costa sempre un certo sforzo. Non é possibile fare la ma-
tematica "a fumetti", non e possibile trasformare la sua storia in una
novellina. Chi é pigro di mente, chi non prova gioia nel far lavora-
re il suo cervello, e meglio che non cominci neppure a leggere. Chi
invece non si spaventa per le fatiche della mente, non si scoraggi se
qua e la, a prima vista, non capisce, e non pretenda di leggere tutto di
seguito; ma legga attentamente, un poco per volta, saltando le cose
piu ditficili, o facendosele spiegare da chi ha studiato pit di lui.”

Lucio Lombardo Radice
("La Matematica da Pitagora a Newton", Prefazione)

1.1 Notazioni, richiami e preliminari

Nel seguito useremo le seguenti notazioni standard:
e N = insieme dei numeri naturali.

e 7 = anello dei numeri interi.
e Q = campo dei numeri razionali.
e R = campo dei numeri reali.

N*, Z*, Q", R" = insiemi dei numeri naturali, interi, razionali e reali posi-
tivi, rispettivamente.

e C = campo dei numeri complessi.

R"™ = spazio euclideo n—dimensionale.

3
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e R™™ = spazio vettoriale delle matrici con n righe e m colonne a coefficienti
reali.

o [a,b] ={z € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R chiuso e limitato
di estremi a, b).

o [a,b) = {r € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R limitato, chiuso
a sinistra e aperto a destra di estremi a, b; un intervallo di questo tipo sara
detto intervallo c.a.).

e (a,b] = {xr € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R limitato, aperto a
sinistra e chiuso a destra di estremi a, b).

o (a,b) ={z € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R aperto e limitato
di estremi a, b).

e [a,+0) ={r € R : a <z < +oo} (intervallo chiuso semilimitato a sinistra,
o semiretta destra chiusa di estremo a).

o (a,+00) = {x € R : a <z < b} (intervallo aperto semilimitato a sinistra, o
semiretta destra aperta di estremo a).

e (—oo,al = {x € R : a <z < b} (intervallo chiuso semilimitato a destra, o
semiretta sinistra chiusa di estremo a).

o (—00,a) = {r € R : a <z < b} (intervallo aperto semilimitato a destra, o
semiretta sinistra aperta di estremo a).

e |a| = valore assoluto del numero reale a.

e |la| =+v/(a?+ a3+ - +a2,a=(ayay,...,a,) € R" (norma di a).

o |a+ib| =+Va?+b?,a+ib € C (modulo del numero complesso a + ib).

e GL(n,F) = Gruppo delle matrici quadrate invertibili sul campo F (gruppo
lineare di grado n su F).

o F[X]| =TF[X;,Xs,...,X,] = Anello dei polinomi sul campo F nelle variabili
Xy, Xy oo X (X = X1, Xo, o, X)),

Nel seguito, se a € un elemento di un insieme X, a volte per semplicita denote-
remo ancora con « il sottoinsieme {a} contenente il solo punto a (singleton di

a).
DEFINIZIONE 1.1.1. (Ricoprimenti e partizioni) Sia X un insieme non vuoto. Una
famiglia {A;};c; di sottoinsiemi di X prende il nome di ricoprimento di X se

X=J4.
jeJ
cioé se, per ogni x € X, esiste un indice ¢ € J tale che x € A;. Un ricoprimen-
to i cui elementi sono sottoinsiemi a due a due disgiunti & una partizione di X.
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Ricordiamo che le classi d’equivalenza di una relazione d’equivalenza su X sono
una partizione di X e, viceversa, gli elementi di una partizione di X sono le classi
d’equivalenza di un’unica relazione d’equivalenza su X. Pit in generale, un ri-
coprimento di un sottoinsieme Y di X & una famiglia {A;},c; di sottoinsiemi di

X tali che
yclJ4;.
jeJ -

Ricordiamo che, per un sottoinsieme Y di X, si definisce complemento o com-
plementare di Y in X, e si denota con €x(Y) l'insieme

x(Y)=X\Y={aeX : agY}

L'insieme €x(Y') si denota anche con %' (Y') se X e chiaro dal contesto. Se {Y; },c
¢ una famiglia di sottoinsiemi di X, risulta

c(Uv) =Nem) e g((1v)=Uem) (1.1)

Se X e T sono insiemi e f : X — Y una funzione tra X e 7T, detti A, B due
sottoinsiemi di X e B, C due sottoinsiemi di Y, risulta

FLANB) 2 f(A)\f(B) e ACB= f(A)C[f(B), (1.2)
fFACA\D)=fHONFH(D) e CCD=fHCO)Sf (D). (13

Inoltre, se
{Aitier . {Ci}jes
sono famiglie di sottoinsiemi di X e 7, rispettivamente, risulta

! (U Ai) =Jr) e f (ﬂ Ai) C (A, (1.4)

icl i€l i€l i€l

7 (U Cj) Uy e s (ﬂ Cj) C)fHey). @5

jeJ jeJ jeJ jeJ

1.2 Spazi metrici e funzioni continue

Gli elementi di R" saranno indifferentemente chiamati punti o vettori. Ricordia-
mo che si definisce distanza euclidea tra due punti a e b di R", e si denota con
d(a, b), il numero reale non negativo

d(a,b) = ||b—al| = /(b — a1)? + (by — az)? + -+ + (by — an)?. (1.6)
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Osserviamo che nel caso n = 1, 1a (1.6) si riduce a

d(a,b) = |b—al,

N

per ogni a, b € R. La distanza in R” ¢ dunque una funzioned : R” x R" — Red
e ben noto che verifica le seguenti proprieta fondamentali:

e d(a,b) >0,

e d(a,b) = 0se, esolose, a = b (proprieta di coincidenza),

e d(a,b) = d(b,a) (proprieta simmetrica),

e d(a,c) < d(a,b) + d(b, c) (proprieta triangolare),
perognia,b,c c R".

La distanza euclidea in R" permette di dare la classica definizione di funzione
continua, nota al Lettore dai corsi di analisi matematica.

DEFINIZIONE 1.2.1. (Funzioni continue tra R” e R ) Una funzione f : R" — R™
si dice continua in un punto a € R" se, per ogni numero reale positivo ¢, esiste
un numero reale positivo J. tale che

zeR" e d(x,a) <. = d(f(x), f(a)) <Ee. (1.7)

La funzione f : R® — R™ si dice continua in R" se € continua in ogni punto di
R™. O

OSSERVAZIONE 1.2.2. (Continuita delle funzioni polinomiali tra R"” e R) Posto X =
X1, X, ..., X, sia f(X) € R[X] un polinomio nelle variabili Xy, X,,..., X, a
coefficienti reali. La funzione

(ay,a9,...,a,) € R" = f(ay,as,...,a,) €R (1.8)

prende il nome di funzione polinomiale (associata ad f). E noto dai corsi di
analisi matematica che le funzioni polinomiali sono continue. O

I concetto di distanza euclidea in R, utilizzando le sue proprieta fondamentali,
si generalizza in modo naturale ad insiemi arbitrari nel seguente modo.

DEFINIZIONE 1.2.3. (Spazi metrici) Sia X un insieme non vuoto. Una funzione
d: XxX — R

prende il nome di distanza, o metrica su X, se, per ogni a,b,c € X, verifica le
seguenti proprieta (assiomi di spazio metrico):

(M1) d(a,b) >0,
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(M2) d(a,b) = 0se, esolo se, a = b (proprieta di coincidenza),
(M3) d(a,b) = d(b,a) (proprieta simmetrica),
(M4) d(a,b) <d(a,c)+ d(c,b) (proprieta triangolare).

Quando d € una metrica su X, il numero reale d(a, b) prende il nome di distanza
tra a e b, la coppia (X, d) si chiama spazio metrico e gli elementi di X si dicono
punti. Uno spazio metrico (X, d) si dice limitato se I'insieme

{d(a,b) : a,be X}

e limitato superiormente, cioé se ammette I'estremo superiore (diametro di X).
In questo caso anche la distanza d si dice limitata. Se (X, d) non e limitato si dice
illimitato o non limitato. O

DEFINIZIONE 1.2.4. (Sottospazi metrici) Siano (X, d) uno spazio metrico e Y un
sottoinsieme non vuoto di X. La funzione d), (restrizione did a Y x Y'), definita
da

dj, (a,b) = d(a,b), perogni a,be,

risulta una metrica su Y, detta metrica indottadad suY o restrizionedidaY . Lo
spazio metrico (Y, d|, ) si dice sottospazio (metrico) di (X, d) e, se non vi & luogo
ad equivoci, la metrica dj, si denota semplicemente con de (Y, d, ) semplicemente
con Y. Il sottoinsieme Y si dice limitato se & limitato come sottospazio metrico.

U

ESEMPIO 1.2.5. (Spazi euclidei) La distanza euclidea d in R", definita dalla (1.6), &
chiaramente una metrica (non limitata) su R™. Lo spazio metrico relativo (R", d) si
chiama spazio euclideo n-dimensionale e si denota con E”, o semplicemente con
R™. Per n = 1,2 si parla di retta euclidea e piano euclideo, rispettivamente. [

ESEMPIO 1.2.6. (Metrica euclidea su R™") Sia R™™ l'insieme delle matrici di tipo
n x m ad elementi in R. Posto

11 Q12 -+ Aim
Qp1 Ap2 - Gpm
e
a = (Cl1,1, A1,2,° " A1y 21,022, ;A2 m *** Gp 1,Ap 2, " " 7an,m) e R"™,

PN

la funzione f : A € R™™ — a € R™ e biunivoca e induce su R™™ una metrica
d, ponendo d(A, B) = d(f(A), f(B)). Tale metrica si dice metrica euclidea di
R™. O
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La nozione di continuita di cui alla Definizione 1.2.1 si generalizza agli spazi
metrici nel seguente modo.

DEFINIZIONE 1.2.7. (Funzioni continue tra spazi metrici) Siano (X, dx) e (Y, dy)
spazi metrici. Una funzione f : X — Y si dice continua in un punto a € X se,
per ogni numero reale positivo ¢, esiste un numero reale positivo J, tale che

reX e dx(v,a) <o = dy(f(x), f(a)) <e. (1.9)

La funzione f : X — Y si dice continua in X se e continua in ogni punto di
X. O

Nel seguito riterremo assegnato uno spazio metrico (X, d), che spesso denotere-
mo semplicemente con X, se non vi & luogo ad equivoci.

DEFINIZIONE 1.2.8. (Intorni sferici e sfere) Per ogni a € X e r > 0 numero reale,
si definiscono i seguenti sottoinsiemi di X:

e B.(a) ={re X :d(a,x)<r},
I'intorno sferico aperto di centro a e raggio 7;

e D.(a):={zre X :d(a,z) <r},
I'intorno sferico chiuso di centro a e raggio r;

o S.(a):=D,(a)\ B.(a) ={z €S : da,x) =71},
la supertficie sferica di centro a e raggio r. O

Gli intorni sferici aperti e chiusi, vengono anche chiamati sfere, palle o dischi
aperti e chiusi, rispettivamente. Essi sono evidentemente insiemi limitati.

Spesso parleremo semplicemente di intorni sferici, sfere, palle e dischi, ometten-
do gli aggettivi aperti e chiusi, se questi sono chiari dal contesto o non sono ne-
cessari. Per esempio, se diciamo “intorno sferico B, (a)”, € chiaro dalla notazione
che stiamo parlando di un intorno sferico aperto.

OSSERVAZIONE 1.2.9. Per ogni ¢ € X e r > 0 numero reale, gli intorni sferici
B,(a) e D,(a) contengono il punto a e quindi sono non vuoti, mentre la sfera
Sr(a) puo essere vuota. Se, generalizzando la Definizione 1.2.8, si assume che r
possa essere anche nullo, allora risulta By(a) = 0, Dy(a) = Sp(a) = {a}. O

OSSERVAZIONE 1.2.10. Nel caso della retta euclidea, gli intorni sferici aperti e
chiusi si riducono agli intervalli limitati rispettivamente aperti e chiusi; pit pre-
cisamente si ha:

B.(a)=(a—r,a+71) e Dy(a)=]a—r,a+7].
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Inoltre, la superficie sferica S,(a) si riduce all’insieme di due punti {a — r,a + r}.
Nel caso del piano euclideo, gli intorni sferici e le superfici sferiche si dicono
rispettivamente intorni circolari e circonferenze. [

OSSERVAZIONE 1.2.11. Nella Definizione 1.2.7 di funzione continua la (1.9) puo
riscriversi, usando gli intorni sferici, nel seguente modo:

z € Bs (a) = f(x) € Be(f(a)), (1.10)

ove, evidentemente, B;_(a) e B.(f(a)) sono intorni sferici negli spazi metrici (X, dy)
e (Y, dy), rispettivamente. O

ESERCIZIO 1.2.12. Provare che, per ogni a € X,

1. le famiglie { B, (a)}r~0, {Dr(a)},>0, {Sr(a)}r>0 sono ricoprimenti di X;
2. risulta
B,(a) N Bs(a) = By(a), D.(a) N Ds(a) = Dy(a), (1.11)

ove t = min{r, s} & il pit piccolo tra r e s. O

PROPOSIZIONE 1.2.13. Sia x un punto dell’intorno sferico B, (a). Allora esiste un
numero reale positivo s > 0 tale che B,(x) e contenuto in B, (a).

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo s tale che 0 < s < r — d(a, z). Allora, applicando
la disuguaglianza triangolare ad ogni punto y € B,(x), abbiamo

d(a,y) < d(a,z)+d(z,y) < d(a,z) + s < d(a,x) +r —d(a,z) =r

e l’asserto e provato. [

_________

..........

Figura 1.1: Proposizione 1.2.13

PROPOSIZIONE 1.2.14. Siano B, (a) e B(b) due intorni sferici ad intersezione non
vuota. Allora, per ogni c € B,(a) N By(b), esiste un numero reale positivo s tale
che

Bs(c) € By(a) N B(b).

Equivalentemente, I'intersezione di due intorni sferici aperti, se non é vuota, &
unione di intorni sferici aperti.
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DIMOSTRAZIONE. In forza della Proposizione 1.2.13 esistono due intorni sferici
By (c) e By(c) di centro ¢ contenuti rispettivamente in B, (a) e B;(b). Allora, se s &
un numero reale positivo minore di min{h, k}, risulta Bs(c) C B,.(a) N By(b). O

7 Bi(b)

_________

Figura 1.2: Proposizione 1.2.14

PROPOSIZIONE 1.2.15. (Proprieta di Hausdorff, o di separazione) Se a, b sono pun-
ti distinti di X, esistono due intorni sferici di centro rispettivamente a e b che
risultano ad intersezione vuota.

DIMOSTRAZIONE. Sia r un numero reale tale che 0 < r < id(a,b). Allora gli
intorni sferici B,(a) e B,(b) sono ad intersezione vuota. Infatti, se esistesse un
punto = € B,(a) N B,.(b), avremmo

d(a,b) d(a,b)
2 * 2

d(a,b) <d(a,z)+d(z,b) < = d(a,b),

il che & assurdo. O

Figura 1.3: Proprieta di Hausdorff

PROPOSIZIONE 1.2.16. Per ogni punto a di uno spazio metrico, risulta
() B:(a) = {a}. (1.12)
r>0

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo l'esistenza di un punto b # a in ()., B,(a) e
poniamo s = d(a, b). Allora b ¢ B;(a) e cio e assurdo. O

DEFINIZIONE 1.2.17. (Insiemi aperti e chiusi, intorni) Sia assegnato uno spazio me-
trico (X, d). Un insieme di punti A di X prende il nome di insieme aperto, o
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semplicemente aperto, se € unione di sfere aperte di (XX, d) o se € vuoto. Un insie-
me di punti C' di X prende il nome di insieme chiuso, o semplicemente chiuso,
se risulta il complementare di un aperto. Un insieme di punti U di X prende il
nome di intorno di un punto a € X se contiene un aperto contenente a. O

ESERCIZIO 1.2.18. Provare che in uno spazio metrico valgono le seguenti pro-
prieta:
e gli intorni sferici aperti sono aperti;
e un insieme A e aperto se, per ogni suo punto a, esiste un intorno sterico
aperto di centro a contenuto in A;
e gli intorni sferici chiusi e le superfici steriche sono chiusi;
e i punti sono chiusi;
e un punto é aperto se, e solo se, esiste un numero reale positivo k tale che
d(a,z) > k, per ogni punto z diverso da a;
e un insieme aperto é intorno di ogni suo punto. O

PROPOSIZIONE 1.2.19. (Proprieta degli aperti) L'insieme 7,(X) di tutti gli aperti di
uno spazio metrico (X, d) verifica le seguenti proprieta:

e l'insieme vuoto e X sono aperti;
e 'unione di un insieme di aperti & un aperto;
e l'intersezione di due (e quindi di un numero finito) aperti & un aperto.

DIMOSTRAZIONE. E una facile conseguenza dell’Esercizio 1.2.12 e della Propo-
sizione 1.2.14. O

ESEMPIO 1.2.20. (Intersezione di un insieme infinito di aperti) L'intersezione di tutti
gli intorni sferici aperti con centro un fissato punto @ € R™ & uguale ad {a},
che ovviamente non & unione di sfere aperte. Abbiamo cosi un esempio di un
insieme infinito di aperti la cui intersezione non e un aperto. Osserviamo che in
R™ esistono anche insiemi infiniti di aperti la cui intersezione € un aperto. Per
esempio, con r > 0, l'intersezione di tutti gli intorni sferici aperti di centro a e
contenenti B, (a) € uguale ad B, (a), che & un aperto. O

OSSERVAZIONE 1.2.21. L'insieme di tutti gli intorni sferici aperti con centro un
fissato punto di R", pur non contenendo tutti gli aperti di R", verifica le tre
proprieta degli aperti descritte nella Proposizione 1.2.19. Questo prova che ta-
li proprieta non sono caratteristiche dell’insieme di tutti gli aperti di uno spazio
metrico. O

PROPOSIZIONE 1.2.22. (Due proprieta equivalenti alla continuita in un punto) Siano
(X,dx) e (Y, dy) spazi metrici. Una funzione f : X — Y é continua in un punto
a € X se, e solo se, vale una delle seguenti proprieta:
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(i) per ogniaperto A’ di Y contenente f(a), esiste un aperto A di X contenente
a tale che f(A) C A’;
(ii) per ogni intorno U’ di f(a) in Y, esiste un intorno U di a in X tale che
f)cu.
DIMOSTRAZIONE. Sia f continuaina € X e, fissato un aperto A’ di Y contenente
a’ = f(a), consideriamo un intorno sferico B(a’) in Y contenuto in A’. Allora,
per la continuita di f in a, esiste un intorno sferico aperto B,(a) in X tale che
f(By(a)) € Bs(a’) € A'. Cosi, essendo B,(a) un aperto di X, abbiamo che la
continuita di f in a implica la (i).
Supponiamo ora che la f verifichi la (i), fissiamo un intorno U’ di f(a) in Y e
consideriamo un aperto A’ di Y contenente o’ e contenuto in U’. Allora esiste
un aperto U di X contenente « tale che f(U) C A’ C U’ e U € un intorno di a.
Abbiamo, cosi che (i) implica (ii).
Per finire, supponiamo che valga la (ii) e fissiamo un numero reale ¢ > 0. Allora
esiste un intorno U di a in X tale che f(U) C B.((f(a)) e, scelto . > 0 in modo
che B;_(a) C U, risulta

z € Bs(a) U = f(z) € B((f(a)).

Questo significa che f & continua in a (cfr. (1.10)) e I'asserto € completamente
provato. [

PROPOSIZIONE 1.2.23. (Due proprieta equivalenti alla continuita) Siano (X,dx) e
(Y, dy) spazi metrici. Una funzione f : X — Y e continua in X se, e solo se, vale
una delle seguenti proprieta:
(i) per ogniaperto A’ diY, f~'(A’) é un aperto di X;
(i) Per ognia € X e per ogni intorno U’ di f(a) inY, f~'(U’) & un intorno di a
in X.

DIMOSTRAZIONE. Segue facilmente dalla proposizione precedente. O

OSSERVAZIONE 1.2.24. Notiamo esplicitamente che le proprieta (i) e (ii) delle
Proposizioni 1.2.22 e 1.2.23 utilizzano soltanto nozioni relative agli aperti. Que-
sto significa che potrebbero essere utilizzate per una definizione equivalente di
funzione continua, senza un esplicito riferimento alla metrica. O

1.2.1 Complementi ed esempi

ESEMPIO 1.2.25. (Distanza euclidea su C") Ricordiamo che & possibile identificare
R?" con C" (nel caso n = 1 abbiamo il piano di Gauss) mediante la funzione
biunivoca

(al,bl,ag,bg, Ce ,an,bn) € RQn — (a1 +ib1,a2 —f-ibg, ey Qp —I—an) c c".
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Allora la distanza euclidea di R*" pud trasportarsi in C" ponendo

d(x,y) =]y — 12+ [y — 222+ + |yn — za|?,

per ogni * = (x1,%2,...,%,), Y = (Y1,Y2,...,yn) € C". La distanza su C" cosi
ottenuta si chiama distanza euclidea su C". ]

ESEMPIO 1.2.26. (Metrica discreta) Sia X un insieme non vuoto e, per ogni due
elementi a,b € X, si ponga

0 se a=1>
d(a,b) = . (1.13)
1 se a#b

La funzione d, come facilmente si verifica, € una metrica su X, detta metrica
discreta. In questa metrica

e ogni punto e aperto e, di conseguenza, ogni sottoinsieme di X e aperto, in
quanto unione dei suoi punti;
e perognipuntoa € X, risulta S;(a) = X\{a}eS.(a) =0, perognir #1. O

ESEMPIO 1.2.27. Per ogni due punti a = (a1, a2), b = (b1, b) del piano euclideo
R?, si ponga
d(a,b) = max{|a; — b1|, |ag — ba|} . (1.14)

La funzione d, come facilmente si verifica, & una metrica su R?. O

ESEMPI 1.2.28. Sia X l'insieme delle funzioni continue dell’intervallo [0, 1] in R.
Posto

d(f.g) = / (@) — g@)lda , d(f.9) = sup{|f(z) — g(z)| : =€ [0,1]},

per ogni f, g € X, si ha che d e d sono due distanze su X. O

ESEMPIO 1.2.29. Sia X l'insieme delle funzioni continue dell’intervallo [0, 1] in R
e si ponga

d(f,g) = min{|f(z) — g(z)| = x<€[0,1]},

per ogni f, g € X. Osserviamo che, se per due elementi f, g di X, risulta d(f, g) =
0, non necessariamente deve essere f = ¢g. Ne segue che d non verifica la proprieta
(M3) e, quindi, d non é una metrica su X. O]
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ESEMPI 1.2.30. Siano (X, d) uno spazio metrico e 7 un numero reale positivo.
Posto, per ogni a,b € X,

d(a,b)

d(a,b) = 1+ d(a,b)

, d"(a,b) =rd(a,b) e d"(a,b) =min{l,d(a,b)},

si ha che d’, d” e d"” sono tre distanze su X. Per le metriche d’ e d”, risulta d'(a, b),
d"(a,b) <1,perognia,be X e, quindi, d e d” sono esempi di metriche limitate.
O

Considerato uno spazio metrico (X, d), siano x un punto di X e A, B due sottoin-
siemi di X. Gli insiemi di numeri reali

{d(a,z) : a€ A}, {d(a,b) : a€ A, be B}

sono limitati inferiormente da 0 e, quindi, ammettono estremi inferiori che de-
noteremo rispettivalente con d(x, A) e d(A, B). I numeri reali d(x, A) e d(A, B) si
chiamano rispettivamente distanza tra v e A e distanza tra A e B. Valgono le
seguenti proprieta di facile verifica:

1) zeA = dz,A)=0;
(2) d(A, B) = d(B, A);

)
)

B) ANB#0 = d(A, B)=0;

4) z € S.(a), A= B,(a) = d(z,A)=0;
)

() d(a,b) =2r, A= B,(a), B=B,(b) = d(A,B)=

1.2.2 Isometrie e proprieta metriche

Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metricie f : X — Y un’applicazione di X inY.
Si dice che f conserva le distanze se risulta

dx(a,b) =dy(f(a), f(b)), perognia,be X. (1.15)
In questo caso la f, in forza della proprieta (M2), € necessariamente iniettiva.

DEFINIZIONE 1.2.31. (Isometrie) Siano (X, dx) e (Y, dy) spazi metrici. Un’appli-
cazione biunivoca f : X — Y che conserva le distanze prende il nome isometria

di X in Y. Un’isometria di (X, dx) in sé prende anche il nome di movimento di
(X, dx). O



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 15

PROPOSIZIONE 1.2.32. Un’isometria tra due spazi metrici & una funzione conti-
nua.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla Proposizione 1.2.23. O

OSSERVAZIONE 1.2.33. Un’isometria tra due spazi metrici trasforma aperti e chiu-
si del primo spazio rispettivamente in aperti e chiusi del secondo. O

Siano (X, dx), (Y,dy) e (T, dr) spazimetricie f : X =Y, g : Y — Z isometrie.
E facile provare che:
e la funzione identita di X & un’isometria di X in sé;
e la funzione inversa f~! : Y — X dell'isometria f : X — Y & un’isometria
diY in X;
e la funzione composta go f : X — Z delle due isometrie f e g € un’isometria
di X in Z.

Le tre precedenti proprieta assicurano che la relazione

“X ~Y seesiste un’isometriadi XsuY ”

e una relazione d’equivalenza nella classe di tutti gli spazi metrici. Due spazi
metrici di una stessa classe d’equivalenza si dicono isometrici. L'insieme delle
isometrie di uno spazio metrico X in se stesso, rispetto all’operazione di com-
posizione di funzioni, risulta un gruppo che si chiama gruppo delle isometrie o
gruppo dei movimenti di X e si denota con Mov(X).

ESEMPIO 1.2.34. (Movimenti di R") Ricordiamo che una matrice A € GL(n,R) si
dice ortogonale se l'inversa A~! coincide con la trasposta A'. Le matrici ortogonali
d’ordine n formano un sottogruppo del gruppo lineare GL(n,R), che si chiama
gruppo ortogonale e si denota con O(n). Dai corsi di Geometria 1 e Geometria 2
sono noti i seguenti risultati.

e Un’applicazione F' di R" in sé, con F'(0) = 0, € un movimento se, e solo se,
e rappresetata da un’equazione del tipo

x) )
/
Tlean| 7. (1.16)
" T
ove (z1,Zs,...,%,) € R" € un generico vettore,

(2], 2, ..., x) = F(x1,T9,...,2,)

n
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e Ap e la matrice ortogonale d’ordine n le cui colonne sono ordinatamente
uguali alle componenti dei vettori

F(1,0,...,0),F(0,1,0,....0),...,F(0,...,0,1).

Inoltre, F' conserva l’orientamento di R” se, e solo se, il determinante del-
la matrice Ar € positivo. I movimenti F' di R™ per cui F(0) = 0 sono
automorfismi vettoriali e si dicono applicazioni ortogonali .

e Un’applicazione F' di R” in sé € un movimento se, e solo se, € rappresetata
da un’equazione del tipo

@ 31 b
36:,2 —Al T+ bf , (1.17)
o w)  \b,
ove (b1, bs,...,b,) € R™ & un vettore fissato e
T T
o]

e I'equazione di un movimento che fissa il vettore nullo 0. Inoltre, /' con-
serva l'orientamento di R" se, e solo se, il determinante della matrice A
e positivo. Si osservi che, se (by,bs,...,b,) # 0, F non ¢ una funzione
lineare. O

OSSERVAZIONE 1.2.35. I movimenti di R" che fissano il vettore nullo costituisco-
no un sottogruppo Mouvy(R") del gruppo Mov(R™). L'applicazione

F € Movug(R") — Ar € O(n)

€ un isomorfismo tra i gruppi Movy(R™) e O(n).

I movimenti di R" che fissano il vettore nullo e conservano 1’orientamento (rota-
zioni di centro 0) costituiscono un sottogruppo Movg (R") del gruppo Movy(R™).
Le matrici ortogonali a determinante positivo (matrici ortogonali speciali) costi-
tuiscono un sottogruppo O (n) (gruppo ortogonale speciale) del gruppo ortogo-
nale O(n). L'applicazione

F € Movd (R") — Ar € O (n)

& un isomorfismo tra i gruppi Movj (R") e O™ (n). O
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Le proprieta metriche di uno spazio metrico (X, d) sono le proprieta di X inva-
rianti per isometrie, ovvero invarianti rispetto al gruppo Mov(X). Si ha, dunque,
che ogni proprieta metrica vera in X e tale in un qualsiasi spazio isometrico a X,
e viceversa. Quanto detto ci permette di identificare due spazi metrici che sia-
no isometrici; in altre parole, lo studio degli spazi metrici, rispetto alle proprieta
metriche, si fa a meno di isometrie.

OSSERVAZIONE 1.2.36. (Geometria euclidea) La geometria euclidea ¢ lo studio
delle proprieta metriche di E". O

ESEMPIO 1.2.37. La proprieta di uno spazio metrico di essere limitato € una pro-
prieta metrica. Si ha subito, infatti, che non puo esistere un’isometria tra uno
spazio metrico limitato ed uno illimitato. O

1.3 Spazi topologici: prime proprieta ed esempi

Molte nozioni e proprieta di uno spazo metrico dipendono essenzialmente dalle
proprieta degli insiemi aperti descritte nella Proposizione 1.2.19 piuttosto che
dagli assiomi (M1),(M2),(M3),(M4) della metrica. Per questo motivo, usando le
proprieta fondamentali degli aperti di uno spazio metrico, si introducono delle
strutture pit generali degli spazi metrici stessi: gli spazi topologici.

DEFINIZIONE 1.3.1. (Spazi topologici) Siano X un insieme non vuoto, i cui ele-
menti chiamiamo punti, e 7 una famiglia di sottoinsiemi di X, i cui elementi
chiamiamo insiemi aperti o, pitt semplicemente aperti. L'insieme 7 prende il
nome di topologia su X se valgono le seguenti proprieta (assiomi degli aperti):
(Al) Iinsieme vuoto e X sono aperti (aperti banali),

(A2) I'unione di un insieme di aperti e un aperto;

(A3) Il'intersezione di due aperti (e quindi di un numero finito) e un aperto.

Quando 7 € una topologia su X, la coppia (X, 7) prende il nome di spazio topo-
logico e X si dice sostegno dello spazio. O

DEFINIZIONE 1.3.2. (Confronto di topologie) Siano 7 e o due topologie su uno
stesso insieme X. Si dice che 7 ¢ meno fine di o, e si scrive 7 < o, se ogni aperto
di 7 & anche un aperto di ¢, cioe 7 C 0. Quando 7 & meno fine di o si dice anche
cheo é pitfinedi7.Se ™ £ 0 e 0 £ 7sidice che 7 e o sono inconfrontabili. [

OSSERVAZIONE 1.3.3. Nell'insieme di tutte le topologie su un insieme X, la rela-
zione di finezza risulta un ordine parziale. O
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DEFINIZIONE 1.3.4. (Sottospazi) Se (X, 7) & uno spazio topologico e Y un sottoin-
sieme non vuoto di X, la famiglia

Ty ={YNAconAer}

¢ una topologia su Y, detta topologia indotta. Lo spazio topologico (Y, 7y)
prende il nome di sottospazio topologico o, piti semplicemente sottospazio, di
X. U

OSSERVAZIONE 1.3.5. Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X. Ogni aper-
to di X contenuto in Y € un aperto nella topologia indotta su Y. O

ESERCIZIO 1.3.6. Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X. Provare che gli
aperti nella topologia indotta su Y sono tutti e soli gli aperti di X contenuti in Y’
se, e solo se, Y & un aperto in X. O

Nel seguito riterremo sempre assegnato uno spazio topologico (X, ), che spes-
so denoteremo soltanto con X, se cido non dara luogo ad equivoci. Inoltre, ogni
sottoinsieme di X sara sempre riguardato come suo sottospazio.

DEFINIZIONE 1.3.7. (Insiemi chiusi) Un sottoinsieme C' di uno spazio topologico
X si dice insieme chiuso o, piu semplicemente chiuso, se il suo complementa-
re € (C) e un aperto in X. Se Y & un sottoinsieme di X, un chiuso di Y & un
sottoinsieme di Y chiuso nella topologia indotta. O

ESERCIZIO 1.3.8. Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X. Provare che i
chiusi nella topologia indotta su Y sono tutte e sole le intersezioni dei chiusi di X
con Y, in particolare, ogni chiuso di X contenuto in ¥ € un chiuso nella topologia
indotta su Y. Provare, inoltre, che i chiusi nella topologia indotta su Y sono tutti
e soli i chiusi di X contenutiin Y se, e solo se, Y € un chiuso in X. O

L'insieme di tutti i chiusi dello spazio topologico (X, 7) sara denotato con % o,
piu semplicemente, con €. E chiaro che, essendo il complemento di un chiuso un
aperto e valendo le (1.1), vi & una dualita tra l'insieme 7 degli aperti e quello ¢
dei chiusi, che scambia tra loro “aperti con chiusi”, “unione con intersezione” e
“contenente con contenuto”. Questo, tra l'altro, significa che la conoscenza di ¢
equivale alla conoscenza di 7. Utilizzando le (1.1) e facile provare che i chiusi di

uno spazio topologico X verificano le seguenti proprieta:

e [insieme vuoto e X sono chiusi (chiusi banali),
e ["unione di due chiusi (e quindi di un numero finito) & un chiuso;
e l’intersezione di un insieme di chiusi € un chiuso.
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Se un insieme di chiusi di una topologia 7 su X verifica le tre precedenti proprieta,
non & detto che sia la famiglia di tutti i chiusi di 7. Per esempio, supponiamo
che esista in (X, 7) un chiuso non contenente un fissato punto a € X. Allora
I'insieme costituito dal vuoto e da tutti i chiusi contenenti a verifica le nostre
proprieta e non é I'insieme di tutti i chiusi di (X, 7). Cid nonostante, le proprieta
in questione possono considerarsi caratteristiche dei chiusi e possono essere usate
come assiomi per definire una topologia, nel senso precisato dalla proposizione
che segue.

PROPOSIZIONE 1.3.9. Siano X un insieme non vuoto e ¢ un insieme di sottoin-
siemi di X, i cui elementi chiamiamo chiusi. Supponiamo che siano verificate le
seguenti proprieta (assiomi dei chiusi):

(C1) I'insieme vuoto e X sono chiusi;

(C2) I'unione di due chiusi (e quindi di un numero finito) é un chiuso;

(C3) Iintersezione di un insieme di chiusi é un chiuso.

Allora 7 = {¢(C) : C € ¢} e l'unica topologia su X per cui ¢ e l'insieme dei
chiusi; cioe € = €, .

DIMOSTRAZIONE. E una facile conseguenza delle (1.1). H

ESEMPI 1.3.10. Siano X un insieme non vuoto e P(X) I'insieme delle sue parti.

e {, X} & una topologia su X, detta banale. Questa topologia ha solo due
aperti (il minimo numero possibile), che sono anche chiusi. Essa ¢ la meno
tine fra tutte le topologie definite su X.

e P(X), l'insieme delle parti di X, & una topologia su X, detta discreta. In
questa topologia ogni sottoinsieme di X e aperto e chiuso. La topologia
discreta € la pit fine fra tutte le topologie definite su X e coincide con quella
banale solo nel caso in cui X € un singleton, cioé un insieme con un unico
elemento.

e {0,Y, X}, con) #Y C X, e una topologia su X, detta topologia con tre
aperti. I chiusi di questa topologia sono: (}, ¢ (Y") , X.

e X eisuoi sottoinsiemi finiti sono i chiusi di una topologia su X, detta topo-
logia cofinita. Gli aperti non vuoti di questa topologia sono i sottoinsiemi
cofiniti, cioe i complementari degli insiemi finiti. Quando X e finito, la
topologia cofinita coincide con quella discreta. O

ESEMPIO 1.3.11. (Topologia somma) Siano (X, 1), (X2, 72) due spazi topologici
con sostegni disgiunti e poniamo

T:TluTQI{AluAQgXlLJXQCOHAl67—1,AQETQ}. (118)
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La famiglia 7, come subito si prova, € una topologia sull'unione X; U X, che
prende il nome di topologia somma, o unione, di 7; e 7. Lo spazio topologi-
co (X1 U Xy, 7) si chiama spazio somma, o unione, di (X;,71) e (X2, 72) e sara
denotato con X; U X5. E facile rendersi conto che valgono le seguenti propierta:
e ogni aperto in X; e X, & aperto anche in X; Ll X;, in particolare X; e X, sono
aperti in X, U Xy;
e la topologia indottada 7su X; e, ¢ =1,2; O

ESEMPIO 1.3.12. (Topologia indottasu X da f : X — Y) Siano X un insieme, (Y, 0)
uno spazio topologico e f : X — Y una funzione. La famiglia

fHo)={f"(4) : Aca}
e una topologia su X che prende il nome di topologia indotta da f su X. O

ESEMPIO 1.3.13. (Topologia indotta su Y da f : X — Y) Siano (X, 7) uno spazio
topologico, Y un insieme e f : X — Y una funzione. La famiglia

7 ={T CY taleche f/(T) € 7}
€ una topologia su Y che prende il nome di topologia indottada f suY'. O

ESEMPIO 1.3.14. (Topologia naturale di R) Un sottoinsieme A di R si dice aper-
to naturale se & vuoto o se & unione di intervalli aperti. L'insieme degli aperti
naturali di R e una topologia su R, detta topologia naturale (cfr. Proposizione
1.2.19). O

ESEMPIO 1.3.15. (Topologia naturale di R") Sia n un intero positivo. Un sottoin-
sieme A di R" si dice aperto naturale se € vuoto o se ¢ unione di sfere aper-
te. L'insieme degli aperti naturali di R" & una topologia su R", detta topologia
naturale. Ovviamente, nel caso n = 1, si ritrova la topologia naturale di R (cfr.
Proposizione 1.2.19) O

ESEMPIO 1.3.16. (Topologia naturale di R"™"™) Sia R™"™ l'insieme delle matrici di
tipo n x m ad elementi in R. Posto

11 Q12 -+ Aim
Q21 G292 -+ Q2m
A=
Qp1 Ap2 - Qpm
e
a = (al,la ai,2, " 5, A1,m, 021,022, ,A2.m " Ap,1,An2, """ 7an,m)/

N

la funzione f : A € R*™ — a € R™ e biunivoca e la topologia indotta su R™™
dalla funzione f si dice topologia naturale di R™™. Chiaramente la topologia

naturale di R™™ & proprio quella indotta dalla metrica euclidea d (cfr. Esempio
1.2.6). U
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ESEMPIO 1.3.17. (Topologia associata ad una metrica) L'insieme 7,(X) di tutti gli
aperti di uno spazio metrico (X, d) € una topologia su X, detta topologia associa-
ta alla metrica d. Per esempio, la topologia associata alla metrica euclidea di R" e
la topologia naturale di R" (cfr. Proposizione 1.2.19). O

ESEMPIO 1.3.18. (Topologia del tiro a bersaglio) Sia ¢ un punto di uno spazio me-
trico X. Allora l'insieme vuoto, X e gli intorni sferici aperti di centro a sono gli
aperti di una topologia su X, che si dice topologia del tiro a bersaglio. O

ESEMPIO 1.3.19. (Topologia delle semirette sinistre aperte) Per ogni numero reale
a, chiamiamo semiretta sinistra aperta di vertice a, e la denotiamo con 5,, l'inter-
vallo (—o0, a). E chiaro che, se a < b, risulta S, N S, = S,. D’altra parte, se { S, }aca
e una famiglia di semirette sinistre aperte, risulta

s -

acA Se,  se Aelimitato superiormente e e = sup{A}

R, se A non ¢ limitato superiormente

Allora, I'insieme vuoto, R e le semirette sinistre aperte sono gli aperti di una to-
pologia su R, che si chiama topologia delle semirette sinistre aperte o topologia
della semicontinuita superiore di R. In questa topologia i chiusi non banali sono
le semirette destre chiuse. Osserviamo che ogni semiretta S, € unione di intervalli
aperti perché risulta
Se=J(b.a).
b<a
Ne segue che la topologia delle semirette sinistre aperte e meno fine di quella
naturale di R. O

ESERCIZIO 1.3.20. Provare che la topologia delle semirette sinistre aperte di R e
quella cofinita su un insieme infinito verificano la seguente proprieta: due aperti
non vuoti sono ad intersezione non vuota. [

Nel seguito, tranne esplicito avviso, supporremo sempre che R", n > 0, sia
dotato della topologia naturale e, se non vi & luogo ad equivoci, i suoi aperti
naturali saranno chiamati semplicemente aperti. Analogamente, supporremo
sempre che uno spazio metrico (X, d) sia dotato della topologia associata a d.

DEFINIZIONE 1.3.21. Uno spazio tolopologico (X, 7) si dice metrizzabile se esiste
una metrica d su X la cui topologia associata 7, coincide con 7. O

ESEMPI 1.3.22. Le topologie associate alle metriche, ovviamente, sono metrizza-
bili “per costruzione”. La topologia con tre aperti su un insieme X, con | X| > 2,
e la topologia di R delle semirette sinistre aperte non sono metrizzabili perché i
loro punti non sono tutti chiusi (cfr. Esercizio 1.2.18). O
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DEFINIZIONE 1.3.23. (Basi) Siano X = (X, 7) uno spazio topologicoe B = { B, } ;e
una sua famiglia di aperti. Si dice che B ¢ una base (per la topologia 7) se ogni
aperto di X e unione di elementi di 5. O

ESEMPIO 1.3.24. (Sfere aperte e basi) Una base della topologia associata ad uno
spazio metrico €, per costruzione, I'insieme di tutte le sfere aperte. In particolare,
gli intorni circolari aperti di R? e gli intervalli aperti di R sono basi rispettivamen-
te per R? e R. O

ESERCIZIO 1.3.25. Siano X uno spazio topologico, ¥ un suo sottospazio e B
una base di X. Provare che la famiglia degli aperti di Y ottenuti intersecando
gli elementi di Bcon Y & unabasediY. O

Tenendo presente che l'intersezione di due elementi di una base & un aperto, si
ha subito la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.3.26. Sia X uno spazio topologico. Se B = {B;}c; € una base
di X, allora sono verificate le seguenti proprieta:

e 3 & un ricoprimento di aperti di X;
e perognix € B;NDB,,esistek € J talechex € B, C B;NB,, perognis,t € J
(cioé B, N B; & unione di elementi di 3).

Se un insieme di aperti B di una topologia 7 su X verifica le due precedenti pro-
prieta, non e detto che B sia una base per 7. Per esempio, gli intorni sferici di
centro un fissato punto di R" verificano le nostre proprieta e, evidentemente, non
costituiscono una base della topologia naturale. Anche le proprieta in questione,
perd, possono essere usate come assiomi per una topologia nel senso precisato
dalla seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.3.27. Siano X un insieme non vuoto e B = { B, }jc; una famiglia

di sottoinsiemi di X per cui siano verificate le seguenti proprieta (assiomi delle
basi):

(B1) B e un ricoprimento di X.
(B2) Perognix € BsNB,,esistek € J talechex € B, C B;NDB,;, perognis,t € J.

Allora I'insieme vuoto e le unioni di elementi di B sono gli aperti di un’unica
topologia 73 su X per cui B é una base (topologia associata a B).

DIMOSTRAZIONE. E lasciata al Lettore. O

E chiaro che, se B ¢ una base per una topologia 7 su X, la topologia 75 associata a
B coincide con 7.
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ESEMPIO 1.3.28. (La retta di Sorgenfrey) L'insieme B,, degli intervalli c.a. di R, cioe
del tipo [a, b), verifica gli assiomi delle basi e quindi esiste un’unica topologia su
R per cui B, € una base (cfr. Proposizione 1.3.27). Questa topologia si chiama
topologia di Sorgenfrey o degli intervalli c.a. e i suoi aperti non vuoti sono
le unioni di intervalli c.a.. L'insieme dei numeri reali con questa topologia si
chiama retta di Sorgenfrey. Osserviamo che ogni intervallo aperto (a, b) € unione
di intervalli c.a. perché risulta

(a,0) = ] [e.b).

a<c<b
Ne segue che la topologia naturale di R e meno fine di quella di Sorgenfrey.  []

DEFINIZIONE 1.3.29. (Secondo assioma di numerabilita) Si dice che uno spazio to-
pologico X verifica il secondo assioma di numerabilita, o che e uno spazio .45,
se possiede una base finita 0 numerabile. O

ESEMPIO 1.3.30. (R" & .43) In R" la famiglia

B ={Bi(a) : n > 1intero e a punto a coordinate razionali}

e una base numerabile e, quindi, R" & .45. O

ESEMPIO 1.3.31. (La retta di Sorgenfrey non & .43) Sia B una base della topologia
di Sorgenfrey. Allora, fissato un numero reale positivo a, per ogni = € R esiste un
elemento B, € Bconz € B, C [x,z+a).Sey e Rey >z, risultaz & [y,y +a) e
quindi ¢ B,. Ne segue che la funzione

re€R—= B, e€B

e iniettiva e, di conseguenza, la cardinalita di 5 non puo essere minore di |R|, la
potenza del continuo. Abbiamo cosi che B non & numerabile. O

ESEMPIO 1.3.32. (R con la topologia discreta non & .45) Nella topologia discreta di
R tutti i punti sono aperti e quindi, in questa topologia, ogni base deve necessa-
riamente contenere tutti i loro singleton. D’altra parte R non € numerabile e di
conseguenza la topologia discreta di R non puo avere basi finite 0 numerabili.
Ovviamente, allo stesso modo, si vede che la topologia discreta su un qualsiasi
insieme non numerabile non é _45. O

DEFINIZIONE 1.3.33. (Intorni e sistemi fondamentali di intorni) Siano X = (X, 7)
uno spazio topologico e a un suo punto.

e Un sottoinsieme U di X si dice intorno di a se contiene un aperto contenente
a.
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e Una famiglia U, = {U;},c; di intorni di a si dice sistema fondamentale di
intorni di a se ogni aperto A contenente a contiene un intorno U, € U,.

e Un sistema fondamentale di intorni di X ¢ una famiglia U = {U, }.cx, ove
U, € un sistema fondamentale di intorni di a, per ogni a € X. O

PROPOSIZIONE 1.3.34. (Intorni e aperti) Sia X = (X, 7) uno spazio topologico. Un
sottoinsieme A di X & aperto se, e solo se, ogni punto di A possiede almeno un
intorno contenuto in A.

DIMOSTRAZIONE. Se A é aperto, risulta intorno di ogni suo punto. Se ogni
punto a di un insieme A C X possiede un intorno U, contenuto in A, esiste un
aperto A, tale che a € A, C U, C A. Allora risulta A = U,ca4, e A, in quanto
unione di aperti, € un aperto. O

ESERCIZIO 1.3.35. Siano (X, 7) uno spazio topologico e Y un sottospazio con la
topologia indotta 7y. Provare che:
e sea €Y eUceunintorno di ain X, allora U NY & un intorno di a in 7y;
e sea € Y el, e un sistema fondamentale di intorni di a in X, allora {UNY :
U € U,} & un sistema fondamentale di intorni di a in 7y

PROPOSIZIONE 1.3.36. (Sistemi fondamentali di intorni e basi) Se X = (X, 7) é uno
spazio topologico, si ha:
o se ! = {U,}acx € un sistema fondamentale di intorni aperti di X, allora
By = U,ex Us € una base di X;
e se B é una base di X, postoU, = {B € B : a € B} perognia € X, la
famigliald = {U,},cx € un sistema fondamentale di intorni aperti di X.

DIMOSTRAZIONE. Se U = {U,}.cx € un sistema fondamentale di intorni aperti
di X, allora By, = J,cyx Us € un ricoprimento di aperti di X. Inoltre, se A & un
aperto, ogni punto a € A appartiene ad un intorno U € U, contenuto in A e, cosi,
B, € una base di X.

D’altra parte, se B e una base di X e, pera € X,siponeld, ={B € B : a € B},
ogni aperto A contenente a contiene un elemento di ¢/, contenuto in A. Ne segue
che U = {U,}ucx € un sistema fondamentale di intorni aperti di X. O

DEFINIZIONE 1.3.37. (Primo assioma di numerabilita) Si dice che uno spazio topo-
logico X verifica il primo assioma di numerabilita, o che € uno spazio .41, se ogni
suo punto possiede un sistema fondamentale di intorni finito o numerabile. [

ESEMPIO 1.3.38. (Gli spazi metrici sono .#7) Per ogni punto a di uno spazio metrico
X, la famiglia
U, ={Bi(a) : n > 1intero}

e un sistema fondamentale di intorni di a finito o numerabile e, quindi, X e .41.
O
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PROPOSIZIONE 1.3.39. (.42 = .#1) Se uno spazio topologico X e .43, allora e anche
M.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla seconda parte Proposizione
1.3.36. [

ESEMPIO 1.3.40. (La retta di Sorgenfrey & .47) Per ogni a € R, la famiglia
1
{la,a + —), n intero positivo}
n

e un sistema fondamentale di intorni numerabile di a nella topologia di Sorgen-
frey. La retta di Sorgenfrey e dunque .#;. Questo € un esempio di spazio .#; che
non e .4 (cfr. Esempio 1.3.31); cosi abbiamo che la proposizione precedente non
puo invertirsi. O

ESERCIZIO 1.3.41. Provare che gli spazi topologici discreti sono .41. O

DEFINIZIONE 1.3.42. (Chiusura e interno di un insieme) Siano X = (X,7) uno
spazio topologico e Y un sottoinsieme di X. L'intersezione di tutti i chiusi di X
contenenti Y si chiama chiusura di}Y e si denota con Y. L'unione di tutti gli aperti

di X contenuti in Y si chiama interno, o parte interna, di Y e si denota con Y. Un

punto appartenente Y si dice interno a Y. Un punto interno al complemento di Y
si dice esternoa Y’ O

Se Y C X, l'insieme dei chiusi contenenti Y € non vuoto perché X stesso & un
chiuso contenente Y. Cosi, la chiusura Y di Y, essendo intersezione di chiusi, e
[}

un chiuso contenente Y e, se Y & non vuoto, anche Y & non vuoto. L'interno Y di
Y, essendo unione di aperti, € un aperto contenuto in Y e puo essere vuoto pur
essendo Y non vuoto. Le funzioni

YeP(X) 5 YeP(X) e YePX) = YeP(X)

prendono rispettivamente il nome di operatore di chiusura e operatore di pas-
saggio all’interno dello spazio topologico X.

ESERCIZIO 1.3.43. (Proprieta della chiusura e dell’interno) Provare che valgono le
seguenti proprieta per la chiusura e 'interno di un insieme ¥ C X:

e YCY 010/§Y
e Y =Y &Y echiuso oY:iof(:)Yéaperto
Y=V e Y=V
e 0=0 e X=X O
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OSSERVAZIONE 1.3.44. In uno spazio topologico, in forza del precedente eserci-
zio, si ha che
e gli insiemi chiusi sono tutti e soli gli elementi uniti nell’operatore di chiusu-

ra,
e gli insiemi aperti sono tutti e soli gli elementi uniti nell’operatore di passag-
gio all’interno. O

PROPOSIZIONE 1.3.45. Se X = (X, 7) e uno spazio topologico e Y un sottoinsie-
me di X, risulta

I C . S
YUT=YUT e YNT=YNT. (1.19)

DIMOSTRAZIONE. Dall'essereY C Y, T C TsegueY UT C Y UT e, quindi,

YUT CYUT = 7_U T. D’altra parte, dall’essere Y, 7 C Y UT segue Y , T C
Y UT e quindi, Y UT C Y UT. Abbiamo cosi la prima delle (1.19); la seconda si
prova in modo analogo. O

ESERCIZIO 1.3.46. Siano X un insieme non vuoto e
Y € P(X) - Y € PX) (1.20)
una funzione tale che
YCY, Y=Y, 0=0, YUT=YUT,

per ogni Y, T C X. Provare che la famiglia ¥ = {C C X : C = C} & la famiglia
dei chiusi dell’'unica topologia su X per cui la funzione (1.20) e 'operatore di
chiusura. O

ESERCIZIO 1.3.47. Siano X un insieme non vuoto e
Y eP(X)—=YePX) (1.21)

una funzione tale che

o
o

YCY

o o

Z [¢] o N —
Y=Y, X=X, YNT=YNT,

Y

per ogni Y,T' C X. Provare che la famigliar ={A C X : A= ;1} e la famiglia
degli aperti dell'unica topologia su X per cui la funzione (1.21) e I'operatore di
passaggio all’interno. O

ESERCIZIO 1.3.48. Provare che in uno spazio metrico X risulta:

o

B,(a) = D,(a), Dy(a) = By(a), S,(a) =0,

per ogni a € X e ogni numero reale positivo 7. O
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DEFINIZIONE 1.3.49. (Aderenza) Siano X uno spazio topologico e Y un sottoin-
sieme di X. Un punto a € X di dice di aderenza perY’, o aderente ad Y, se ogni
intorno di a e ad intersezione non vuota con Y. [l

PROPOSIZIONE 1.3.50. (Aderenza e chiusura) L'insieme dei punti di aderenza di
un insieme di punti Y di uno spazio topologico coincide con la chiusura Y diY.

DIMOSTRAZIONE. Proveremo, per contrapposizione, che un punto y non é di
aderenza perY se, e solo se, y non appartiene alla chiusura di Y.

Se y non e aderente a Y, esiste un aperto A contenente y e disgiunto da Y. Allora
il complemento di A € un chiuso contenente Y cui y non appartiene e cio significa
che y non appartiene alla chiusura di Y. Viceversa, se y ¢ Y, il complemento di Y’
e un aperto contenente y disgiunto da Y e, cosi, y non & aderente a Y. O

DEFINIZIONE 1.3.51. (Punti di accumulazione, isolati e di frontiera, insiemi densi)
Siano X = (X, 7) uno spazio topologico e Y un sottoinsieme di X. Un punto a
aderente a Y si dice

e di accumulazione per Y se ogni intorno di a contiene qualche punto di Y’

diverso da «;

e isolato perY se esiste un intorno di a che interseca Y nel solo punto q;

e di frontiera perY se ¢ aderente anche a % (Y).
L'insieme dei punti di accumulazione di Y prende il nome di derivato di Y e si
denota con D(Y). L'insieme dei punti isolati di Y prende il nome di isolato di
Y e si denota con /(Y). L'insieme dei punti di frontiera di Y prende il nome di
frontiera di Y e si denota con 0Y. Se ogni punto dello spazio X ¢ aderente a Y,

cioe Y = X, si dice che Y & denso in X. O
ESERCIZIO 1.3.52. Provare che, per Y C X, valgono le seguenti relazioni:

Y=YUDY)=YUoY, IY)=Y\D(). (1.22)

O

DEFINIZIONE 1.3.53. (Spazi separabili) Uno spazio topologico X si dice separa-
bile se contiene un sottoinsieme D finito o numerabile che sia denso in X, cioe
D=X. O

PROPOSIZIONE 1.3.54. (.#; = separabilita) Se uno spazio topologico X e A5,
allora é anche separabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia B = {B;},c; una base di X, con J insieme finito o nu-
merabile. Allora, usando 1’assioma della scelta, possiamo considerare un punto
x; € Bj, perogni j € J, e costruire l'insieme D = {z; : j € J}. Ora, se y € un
punto di X, ogni intorno di y contiene un elemento di B contenente y e, quindi,
un punto di D. Cosi ogni punto di X & aderente a D, che per costruzione & finito
o numerabile. O
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ESEMPIO 1.3.55. (R™ & separabile) In forza della precedente proposizione R" con
la topologia naturale, essendo .43, & separabile. Per esempio, I'insieme dei punti
di R" a coordinate razionali & denso in R" e numerabile. O

ESEMPIO 1.3.56. (La retta di Sorgenfrey ¢ separabile) Ogni intervallo di R del tipo
la, b) contiene numeri razionali. Cio significa che 'insieme Q dei numeri raziona-
li, che & numerabile, € denso in R con la topologia di Sorgenfrey. In altre parole,
la retta di Sorgenfrey e separabile. Questo & un esempio di spazio separabile che
non é 4 (cfr. Esempio 1.3.31); cosi abbiamo che la proposizione precedente non
puo invertirsi. [

La Proposizione 1.3.54 si inverte nel caso degli spazi metrici.

PROPOSIZIONE 1.3.57. (Negli spazi metrici la separabilita implica .43) Uno spazio
metrico (X, d) che sia separabile é anche .45.

DIMOSTRAZIONE. Se D & un insieme numerabile di punti di X tale che D = X,
vogliamo provare che la famiglia

B={B,y) :yeD,qeQ"},

che & numerabile, risulta una base di X. A tale scopo, osservato che B & un rico-
primento di X, basta far vedere che ogni intorno sferico B,(z),z € X, r € Rt &
unione di elementi di B.

Figura 1.4: Proposizione 1.3.57

Per ogni punto z € B,(z), sia p € R" tale che B,(z) C B,(x) e, considerato un
puntoy € Be(z) N D, siaq € Q" tale che
p

ﬂ%d<Q<§,
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da cui z € B,(y) € B. Proviamo che B,(y) C B,(z) :

t€ By(y) = d(t,Z)Sd(t,y)+d(y,z)<q+q<g+§:p7

quindi z appartiene a B,(y) e l'asserto e provato. O

1.4 Complementi

1.4.1 Latopologia di Zariski

Siano F un campo infinito, X, X5, ..., X, indeterminate e, posto
X - (Xl,Xg, e ,Xn>,

sia F[X| = F[X;, Xy, ..., X,] 'anello dei polinomi su F in X3, X5, ..., X,. Ricor-
diamo che un elemento a € F" & uno zero di un polinomio f(X) € F[X], o
dell’equazione algebrica f(X) = 0, se risulta f(a) = 0. Un insieme di punti di £™
prende il nome di insieme algebrico, o varieta algebrica, se e il luogo degli zeri
di un sistema di equazioni algebriche. Se

S = {fi(X>}i€Z

e un insieme di polinomi di F| X ], denotiamo con V (S) I'insieme algebrico luogo
degli zeri del sistema
{/fi(X) = Oliez (1.23)

poniamo cioe
V(S)={aecF": fi(a)=0,perogniic I}, (1.24)

e diciamo che V (S) e rappresentato dalle (1.23), o che le (1.23) sono le equazioni
di V'(S). Vale il risultato fondamentale seguente.

PROPOSIZIONE 1.4.1. (Teorema della base di Hilbert) Ogni sistema di equazioni
algebriche a coeftficienti in un campo I e equivalente ad un sistema finito. Equi-
valentemente, ogni insieme algebrico puo essere rappresentato da un numero
finito di equazioni. O

Un sistema incompatibile, per esempio {X; = 0,X; = 1}, e un’identita, per
esempio {0 = 0}, rappresentano rispettivamente l'insieme vuoto e l'intero spazio
F". Abbiamo cosi che:
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(C1) I'insieme vuoto e F" sono insiemi algebrici.

Siano X = V(S5) e Y = V(T') due insiemi algebrici rappresentati rispettivamente
da S eT. Posto
W={f(X)g(X) : feSegeT}

consideriamo l'insieme algebrico Z = V(IW). Un punto a € X UY ¢ tale che
f(a)g(a) =0,perogni f € SegeT,equindi
XUuY CZ.

Draltra parte, se un punto a € Z non appartiene a X (risp. a Y), esiste f € S (risp.
g € T) tale che f(a) # 0 (risp. g(a) # 0) e, dovendo essere f(a)g(a) = 0 per ogni
g € T (risp. f(a)g(a) = 0 per ogni f € 5), risulta a € Y (risp. a € X), e quindi

ZCXUY.
Risulta dunque Z = X UY e abbiamo che:

(C2) I'unione di due insiemi algebrici é un insieme algebrico.

Siano ora {V; = V(5;) }iez una famiglia di insiemi algebrici ove ogni V; e rappre-
sentato da S;, per ogni i € 7. Allora si ha subito che il sistema associato a | J,.; S;
rappresenta l'intersezione degli insiemi algebrici V;, al variare di ¢ € Z, cioeé

v (U SZ-> =V(Sy).

i€T i€T
Ne segue che:
(C3) I'intersezione di una famiglia di insiemi algebrici & un insieme algebrico.

Gli insiemi algebrici di F" verificano dunque gli assiomi dei chiusi e, quindi, essi
sono i chiusi di un’unica topologia su ", che prende il nome di topologia di
Zariski di F". In questa topologia gli aperti sono i complementari degli insiemi
algebrici.

PROPOSIZIONE 1.4.2. La topologia di Zariski di F" verifica le seguenti proprieta:

e ogni punto e chiuso;

e ogni insieme algebrico e intersezione di (un numero finito di) insiemi alge-
brici ciascuno dei quali e rappresentato da una sola equazione (ipersuper-
fici algebriche);

e i complementari delle ipersuperfici algebriche costituiscono una base.

DIMOSTRAZIONE. Segue dall'uguaglianza
{CL = (al,az,...,an)} = V(Xl = a,l,Xg = ag,...,Xn = an),

per ogni a € ", e dal teorema della base di Hilbert. O
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PROPOSIZIONE 1.4.3. Se I'unione di due insiemi algebrici V (S) e V(T') e F", allora
uno dei due insiemi coincide con [F".

DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi V' (S) # F”, esiste un polinomio f(X) € S non
identicamente nullo. Allora, ogni g(X) € T e identicamente nullo perché e iden-
ticamente nullo il prodotto f(X)g(X). Ne segue che V(T') = F". Allo stesso modo
si ragiona se si assume V' (7") # F" e I'asserto & completamente provato. O

Il corollario che segue ¢ immediata conseguenza della proposizione precedente.

COROLLARIO 1.4.4. Nella topologia di Zariski di F", I'intersezione di due aperti
non vuoti e non vuota.

OSSERVAZIONE 1.4.5. La topologia di Zariski puo definirsi anche quando F ¢ un
campo finito. In questo caso si ottiene la topologia discreta su " (provarlo per
esercizio). O

1.4.2 Alcuni assiomi di separazione

Molte proprieta di ampie classi di spazi topologici dipendono dal fatto che questi
sono "sufficientemente" ricchi di aperti ed e in quest’ambito che si inquadrano gli
argomenti che tratteremo nel presente numero.

DEFINIZIONE 1.4.6. Sia X uno spazio topologico. Si dice che X &

e uno spazio T se, per ogni coppia di punti distinti di X, esiste un intorno di
uno dei due che non contiene l'altro (assioma, o proprieta, di separazione
Ty o di Kolmogoroff);

e uno spazio T se, per ogni coppia di punti distinti a, b di X, esiste un intorno
di a non contenente b e uno di b non contenente a (assioma, o proprieta, di
separazione Ty o di Fréchet);

e uno spazio T; se, per ogni coppia di punti a,b distinti di X, esistono un
intorno di a e uno di b ad intersezione vuota (assioma, o proprieta, di sepa-
razione T} o di Hausdorff). O

ESEMPI 1.4.7. (Spazinon T;) In uno spazio metrico (X, d) le sfere aperte con centro
un fissato punto a sono gli aperti non banali della topologia del tiro a bersaglio su
X (cfr. Esempio 1.3.18). Allora, se due punti distinti sono ad una stessa distanza
r > 0 da a, ogni intorno che ne contenga uno contiene anche l'altro. Ne segue che
tale topologia non e Tj.

La topologia con tre aperti € un altro esempio di topologia che non e 7. O

PROPOSIZIONE 1.4.8. (T} < punti chiusi) Uno spazio topologico X e T se, e solo
se, ogni suo punto e chiuso.
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DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi che X sia T}, consideriamo un suo punto a. Al-
lora, ogni punto b # a appartiene ad un intorno contenuto in X \ {a} e, quindi,
questo insieme & aperto. Da cid segue che {a} & un chiuso. Viceversa, se ogni
punto di X e chiuso e a,b € X sono punti distinti, allora X \ {a} & un intorno di b
non contenente a e X \ {b} € un intorno di a non contenente b. Abbiamo cosi che
XeT. O

ESEMPI 1.4.9. (Spazi T1) In forza della precedente proposizione risultano 7} le
seguenti topologie:
e la topologia associata ad uno spazio metrico e quindi, in particolare, la
topologia naturale di R™;
la topologia della retta di Sorgenfrey;
la topologia di Zariski;
la topologia cofinita;
la topologia discreta. O

E immediato rendersi conto che ogni spazio T é anche T; e che ogni spazio T}
é anche Tj. Queste due implicazioni non possono invertirsi, come provano gli
esempi che seguono.

ESEMPIO 1.4.10. (Spazio T, e non T}) La topologia di R delle semirette sinistre
aperte e T enon e 77. [

ESEMPI 1.4.11. (Spazio 7} e non T») La topologia di Zariski e la topologia cofinita
su un insieme infinito sono 7 e non sono 75. O

ESEMPI 1.4.12. (Spazi T») Gli spazi metrici (in particolare R" con la topologia
naturale), la retta di Sorgenfrey e gli spazi discreti sono 75. O

PROPOSIZIONE 1.4.13. Sia X uno spazio topologico T} i cui aperti non vuoti siano
infiniti. Sia y un punto di accumulazione per un sottoinsieme Y di X. Allora, per
ogni aperto A contenete y, I'insieme ANY e infinito (in particolare questo risultato
vale in R” con la topologia naturale).

DIMOSTRAZIONE. Se A e un aperto contenente y, esiste un puntoy; € ANY
diverso da y e possiamo definire 1'insieme

Ay = A\ {y} = AN X\ {n})),

che e un aperto in quanto intersezione di due aperti. Poiché y € A;, esiste un
punto y; € A, diverso da y, y; e possiamo definire 1'insieme

Ay = A\{y1, 2} = AN (X \ {y1,92})),

che & un aperto contenente y. Ora, continuando in questo modo, possiamo co-
struire per induzione l'insieme infinito {y1,y2,...,¥n,... fdipuntidiANY. O
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1.4.3 Successioni

Se X ¢ uno spazio topologico e N un sottoinsieme numerabile dell’insieme N
dei numeri naturali denotiamo con {z, },cn, 0 semplicemente con {z, }, una suc-
cessione di suoi punti. Ricordiamo che la successione {z, },cx non ¢ altro che la
funzionen € N — z,, € X e avvertiamo che, tranne esplicito avviso, assumeremo
N =N.

DEFINIZIONE 1.4.14. (Successioni convergenti) Una successione {z,} di punti di
uno spazio topologico X si dice convergente ad un punto { € X se, per ogni
intorno U di /, esiste un intero positivo m tale che, per ogni n > m, risulta z,, € U.
In questo caso ¢ prende il nome di limite della successione {xz,} e si scrive z,, —
l. O

OSSERVAZIONE 1.4.15. E facile rendersi conto che il limite di una successione
{z,} & punto di accumulazione per l'insieme degli elementi della successione
stessa. Non € invece vero che un punto di accumulazione per l'insieme dei punti
di {z,} sia necessariamente un limite della successione, come mostra il seguente
esempio. La successione di R definita da

e x, =, pern # 0 pari,
e z, =1— 1, pern dispari.

ha 0 e 1 come punti di accumulazione e nessuno dei due é limite della successione,
come facilmente si prova. O

PROPOSIZIONE 1.4.16. (Unicita del limite negli spazi 7>) In uno spazio topologico
T, una successione convergente ammette un unico limite.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che una successione {z,} di uno
spazio T, abbia due limiti distinti ¢, ¢’ e siano U, U’ rispettivamente un intorno di
¢ e uno di /' ad intersezione vuota. Allora, esistono due interi positivi m, m’ tali
chepern >m, z, € Uepern >m', x, € U'.Ora, per n > m,m/, risulta z,, € U e
x, € U'; cio e assurdo essendo U e U’ disgiunti. O

DEFINIZIONE 1.4.17. (Successioni di Cauchy) Una successione {z,} di punti di
uno spazio metrico (X, d) si dice di Cauchy se, per ogni numero reale ¢ > 0 esiste
un intero positivo m tale che d(z,, z,) < ¢, per ogni p,q > m. O

PROPOSIZIONE 1.4.18. (Le successioni convergenti sono di Cauchy) In uno spazio
metrico X ogni successione convergente e di Cauchy.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che {z,} sia una successione di X convergente
ad un punto / e fissiamo un numero reale ¢ > 0. Allora esiste un intero m tale che
z, € Be(l), per ognin > m. Ne segue che

d(ry, 1) < d(wp, 0) +d(l, ) <

per ogni p, ¢ > m. Abbiamo cosi che {z,} & di Cauchy. H

ESEMPIO 1.4.19. (Successioni di Cauchy non convergenti) La successione {1} della
retta euclidea converge a 0 e quindi e di Cauchy. La stessa successione quindi,
considerata come successione di R con la topologia indotta da quella della retta
euclidea, ¢ ancora di Cauchy ma non e convergente. O

DEFINIZIONE 1.4.20. (Spazi metrici completi) Uno spazio metrico X si dice com-
pleto se ogni sua successione di Cauchy é convergente. Un sottoinsieme Y di X
si dice completo se é tale rispetto alla metrica indotta in esso da quelladi X. [

ESEMPIO 1.4.21. (Completezza di R") E noto dai corsi di analisi matematica che
ogni successione di Cauchy di R” e convergente. R" (in particolare la retta eucli-
dea) & dunque un esempio di spazio metrico completo. O

PROPOSIZIONE 1.4.22. (Sottospazi completi e insiemi chiusi) Sia X uno spazio me-
trico completo. Un sottospazio Y di X & completo se, e solo se, Y € un chiuso di
X.

DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi che Y sia completo, sia y € Y e, per ogni inte-
ro positivo n, scegliamo un punto z,, € Y N Bi(y). La successione {z, } converge
evidentemente a y, quindi e di Cauchy e, per la completezza di Y, abbiamoy € Y.
AllorarisultaY =Y e Y & chiuso.

Viceversa, assumiamo che Y sia chiuso e consideriamo una successione di Cau-
chy {z,} di suoi punti. Per la completezza di X, abbiamo che {z,} converge ad
un punto y € X; inoltre ogni intorno U di y contiene punti di {x,} e quindi di Y.
Ne segue che y e aderente a Y e, essendo Y chiuso, risulta y € Y. Abbiamo cosi
che Y & completo. O

OSSERVAZIONE 1.4.23. In uno spazio metrico la proprieta di una successione
di essere di Cauchy e la completezza sono proprieta metriche (dimostrarlo per
esercizio). ]

1.5 Funzioni continue e omeomorfismi

In questo paragrafo generalizziamo agli spazi topologici la nozione di continuita,
gia introdotta e discussa nel caso degli spazi metrici.
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DEFINIZIONE 1.5.1. (Funzioni continue) Siano (X, 7x) e (Y, 7y) spazi topologici.
Una funzione f : X — Y sidice continua in un punto a € X se, per ogni intorno
V di f(a) in Y, esiste un intorno U di a in X tale che f(U) C V. La funzione
f + X = Y sidice continua in X se & continua in ogni punto di X. O

Nel seguito per indicare una funzione f tra i sostegni di due spazi topologici
(X, 7x) e (Y, 7v) useremo anche la notazione f : (X, 7x) — (Y, 7vy).

OSSERVAZIONE 1.5.2. E chiaro che, se (X, 7x) e (Y, 7y) sono spazi metrizzabi-
li rispettivamente con le metriche dy, dy, la definizione precedente si riduce a
quella di funzione continua tra spazi gli metrici (X, dx) e (Y,dy) (cfr. Defini-
zione 1.2.7). In particolare risultano continue secondo quest'ultima definizione
le funzioni continue tra gli spazi euclidei R" e R™ studiate nei corsi di analisi
matematica (cfr. Definizione 1.2.1). O

ESEMPIO 1.5.3. Risultano continue:

e tutte le funzioni tra un qualunque spazio topologico e uno spazio banale;
e tutte le funzioni tra uno spazio discreto e un qualunque spazio topologico;
e 'immersionei:a €Y — a € X di un sottospazio Y di X in X;

e l'identitai:a € X — a € X di (X,7)in (X, 0) con o meno fine di T;

PROPOSIZIONE 1.5.4. (Caratterizzazioni delle funzioni continue) Sia f : X — Y
una funzione tra i sostegni dei due spazi topologici (X, 7x) e (Y, 7y). Le seguenti
condizioni sono equivalenti:
(i) f écontinua;
(ii) la controimmagine f~'(A) di ogni aperto A di Y & un aperto di X;
(iii) la controimmagine f~'(C') di ogni chiuso C' di Y & un chiuso di X;
(iv) le controimmagini degli aperti di una fissata base di' Y sono aperti di X;
(v) per ogni puntob = f(a) € f(X), la controimmagine f~'(U’) di ogni intorno
U dib € Y di un sistema fondamentale di intorni di Y e un intorno di a in
X.

DIMOSTRAZIONE. (i) < (ii): Se f e continua e A un aperto di Y, sia ¢ un ar-
bitrario punto di f~'(A). Poiché A & un intorno di f(a), esiste un intorno U di a
tale che f(U) C A. Ne segue che U & contenuto in f'(A) e, cosi, f~!(A) & aperto.
Ora, nell’ipotesi (ii), siano a € X e U un intorno di f(a). Detto A un aperto di Y’
contenente f(a) e contenuto in U, si ha che f~!(A) & un intorno (perché aperto) di
a la cui immagine mediante f € contenuta in U. Ne segue che f e continua.

(ii) < (iii): Se vale la (ii) e C' € un chiuso di Y/, allora ¥ (C) € un aperto in Y e
f7H%(C)) un aperto in X. Da cid segue che f~1(C) = €(f~(€(C))) & un chiuso
di X. In modo analogo si vede che da (iii) segue (ii).

La dimostrazione delle altre equivalenze & lasciata al Lettore. O
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ESERCIZIO 1.5.5. Siano X, Y due insiemi non vuoti e f : X — Y una funzione.
Provare che:

e se o & una topologia su Y, la topologia f~'(0) = {f7'(A) : A € ¢} indotta

su X da f (cfr. 1.3.12) & la pit1 fine tra le topologie su X per cui f e continua;

e se 7 &una topologia su X, la topologiat; = {T'C Y : f~}(T) € 7} indotta su

Y da f (cfr. 1.3.13) e la piui fine tra le topologie su Y per cui f & continua. [

ESEMPIO 1.5.6. (La topologia di Zariski di R" & meno fine di quella naturale) Se [ &
R[X1, Xo,...,X,] &€ un polinomio in n variabili a coefficienti reali, la funzione
polinomiale associata

fi(a,a9,...,a,) € R" = f(ay,a9,...,a,) €R

e continua rispetto alle topologie naturali di R” e R. Ne segue che l'ipersupercie
algebrica di R" definita da

fﬁl(()):{(al,ag,...,an)GRn . f(al,a2,...,an):()}

e un chiuso di R" con la topologia naturale (perché controimmagine di un chiu-
so mediante una funzione continua) e di conseguenza sono chiuse tutte le loro
intersezioni, cioé gli insiemi algebrici (cfr. Proposizione 1.4.2). Ne segue che la
topologia di Zariski di R” & meno fine della topologia naturale. [

ESERCIZIO 1.5.7. Sia f : X — Y una funzione iniettiva e continua tra gli spazi
topologici X e Y. Provare che se Y e uno spazio 7}, j = 0,1,2, allora anche X &
uno spazio 7}.

PROPOSIZIONE 1.5.8. (Funzioni continue e aderenza) Una funzione f : X — Y
tra i sostegni dei due spazi topologici (X, 7x) e (Y, 7v) € continua se, e solo se, per
ogni sottoinsieme T' C X, trasforma punti aderenti a ' in punti aderenti a f(T),
cioe f(T) C f(T).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f continua e sia a un punto aderente a 7". Allora,
per ogni aperto A’ di Y contenente f(a), A = f~!(A’) & un aperto di X contenente
a e ANT contiene almeno un punto b. Ne segue che A’ N f(T) # 0, essendo
f(b) € AN f(T),equindi f(a) € aderente a f(T').

Viceversa, supponiamo f(T) C f(T), per ogni sottoinsieme 7" C X. Detto C’
un chiuso di Y, poniamo C' = f~!(C") e osserviamo che da f(C) C (' segue
f(C) C €', perché C" & un chiuso. Allora, essendo f(C) C f(C) C ', risulta
C C f~C") = C, cosi C & chiuso e f & continua. O

PROPOSIZIONE 1.5.9. (Funzioni continue e convergenza di successioni) Sia f : X —
Y una funzione continua tra gli spazi topologici X e Y. Se {z,} é una successione
di punti di X convergente ad un punto ¢, la successione { f(x,)} di punti di Y’
converge al punto f ().
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DIMOSTRAZIONE. Sia U’ un intorno di f(¢) in Y e consideriamo l'intorno U =
f~HU’) di ¢ in X. Allora, esiste un intero positivo m tale che, per ogni n > m,
z, € U equindi f(z,) € U'. Ne segue che {f(x,)} converge ad f(¢). O

PROPOSIZIONE 1.5.10. (Composizione di funzioni continue) Siano X, Y, e T' spazi
topologicie f : X — Y ,g : Y — Z funzioni continue. Allora, la funzione
compostago f : X — Z é continua. [

DIMOSTRAZIONE. Per ogni aperto A di T, g~ '(A) & un aperto di ¥ perché g
& continua e, quindi, essendo continua anche f, f~'(¢7'(A)) & un aperto di X.
D’altra parte, risulta (go f)"*(A4) = f~*(g'(A)) e da cio segue che go f & continua.

[]

DEFINIZIONE 1.5.11. (Omeomorfismi) Siano X e Y spazi topologici. Una funzione
f + X — Y sidice omeomorfismo se valgono le seguenti proprieta:

e f e biunivoca;

e lefunzioni f : X - Y e f!:Y — X sono continue. [

ESEMPIO 1.5.12. (Le isometrie sono omeomorfismi) Sia f : X — Y un’isome-
tria tra gli spazi metrici X e Y. Allora f deve essere biunivoca. Inoltre, in forza
dell’Esempio 1.3.24 e della Proposizione 1.5.4-(iv) le funzioni f e f~! risultano
continue. Ne segue che ogni isometria ¢ anche un omeomorfismo. [

ESERCIZIO 1.5.13. Siano f : X — Y un omeomorfismo tra gli spazi topolo-
gici X,Y e a un punto di X. Provare che la restrizione di f a X \ {a} & un
omeomorfismo tra X \ {a} e Y \ {f(a)}. O

Siano X, Y e T spazi topologicie f : X — Y ,g : Y — Z omeomorfismi. E facile

verificare che:

(H1) la funzione identita di X & un omeomorfismo di X sé;

(H2) la funzione inversa f~! : ¥ — X dell’'omeomorfismo f : X — Y & un
omeomorfismo di Y in X;

(H3) la funzione composta go f : X — Z dei due omeomorfismi f e g € un
omeomorfismo di X in Z.

Le tre precedenti proprieta assicurano che la relazione
“X ~ Y se esiste un omeomorfismodi X suY ”

e una relazione d’equivalenza nella classe di tutti gli spazi topologici. Due spazi
topologici di una stessa classe di omeomorfismo si dicono omeomorfi. L'insieme
degli omeomorfismi di uno spazio topologico X in se stesso, rispetto all’opera-
zione di composizione di funzioni, risulta un gruppo che si chiama gruppo degli
omeomorfismi di X e si denota con H(X).
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ESERCIZIO 1.5.14. Provare che sono invarianti per omeomorfismi le seguenti no-
zioni: base, intorno, sistema fondamentale di intorni, chiusura, interno, punto di
aderenza, punto isolato, punto di accumulazione, proprieta .4, e .45, separabilita,
proprieta Ty, 11, T5. O

Le proprieta topologiche di uno spazio topologico (X, 7) sono le proprieta di X
invarianti per omeomorfismi, ovvero invarianti rispetto al gruppo H(X). Si ha,
dunque, che ogni proprieta topologica di X & tale in un qualsiasi spazio omeo-
morfo a X. Quanto detto ci permette di identificare due spazi topologici che sia-
no omeomotrfi; in altre parole, lo studio degli spazi topologici si fa a meno di
omeomorfismi.

1.5.1 Proprieta topologiche di uno spazio metrico

Sia (X, d) uno spazio metrico. Le proprieta della toplogia 7, associata a d si dico-
no proprieta topologiche di X. Poiché un’isometria tra due spazi metrici & anche
un omeomorfismo, come osservato nell’'Esempio 1.5.12, si ha che ogni propriea
invariante per omeomorfismi é invariante anche per isometrie. Di contro, vedre-
mo che esistono proprieta invarianti per isometrie ma non per omeomorfismi.
In altre parole: le proprieta topologiche sono anche metriche, ma non é vero il
contrario.

Due spazi metrici si dicono topologicamente equivalenti se sono omeomorfi ri-
spetto alle loro topologie associate; in questo caso le rispettive metriche si dicono
equivalenti. Quanto prima osservato assicura che spazi metrici isometrici sono
topologicamente equivalenti ma, in generale, non e vero il viceversa. Puo, infatti,
accadere che metriche diverse su uno stesso insieme diano luogo ad una stessa
topologia. Una condizione necessaria e sufficiente affinché due metriche sullo
stesso insieme siano equivalenti e espressa dalla seguente proposizione, la cui
semplice dimostrazione e lasciata al Lettore.

PROPOSIZIONE 1.5.15. Due metriche d e d’ su un insieme X individuano la stessa
topologia, cioe 7, = T4, se e solo se:
e linsieme degli intorni sferici aperti nella metrica d é una base della topolo-
gia Ty;
e linsieme degli intorni sferici aperti nella metrica d' é una base della topolo-
gia 7.

ESEMPIO 1.5.16. Sia (XX, d) uno spazio metrico non limitato. Abbiamo osservato
che le metriche d’' e d” su X degli Esempi 1.2.30 sono limitate e, quindi, (X, d)
e (X,d),(X,d") non sono isometrici. E facile, pero, rendersi conto che d e d’,d"”



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 39

sono equivalenti. Abbiamo cosi che la proprieta di uno spazio metrico di essere
limitato e metrica ma non topologica. O

1.5.2 Complementi ed esempi

Un sottoinsieme J di R prende il nome di intervallo se, per ogni due suoi punti
a,b con a < b, l'intervallo chiuso [a, b] & contenuto in J. E un esercizio provare la
seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.5.17. Gli intervalli di R sono tutti e soli gli insiemi dei seguenti
tipi:

@, R’ [a'7 b]7 [a7 b)’ (a7 b]7 (a’ b)7 [a7 +OO)7 (a’7 +OO)7 (_007 a]? (_OO’ a’)?
a,beR, a<b.

ESERCIZIO 1.5.18. Provare che gli estremi di un intervallo limitato J di R sono
punti di accumulazione di J. O

ESEMPIO 1.5.19. (Omeomorfismi tra intervalli limitati di R) Sia [a, b] un intervallo
chiuso e limitato di R. La funzione lineare f : [0, 1] — [a, b] definita da

flz)=(b—a)xr+a (1.25)

¢ invertibile e la sua inversa f~! & definita da

T —a

) = .

Poiché f e f~! sono continue, si ha che f & un omeomorfismo tra [0, 1] e [a, b]. Da
notare che, essendo f(0) = a e f(1) = b, le restrizioni di f a [0,1), (0,1] e (0,1)
sono omeomorfismi tra tali intervalli e [a, ), (a,b] e (a,b), rispettivamente. Anche
la funzione g : [0, 1] — [a, b] definita da

glx)=(a—b)x+0b (1.26)
€ un omeomorfismo tra [0, 1] e [a, b] e risulta g(0) = b e g(1) = a. Ne segue che le
restrizioni di g a [0,1) e (0, 1] sono omeomorfismi tra tali intervalli e (a, b] e [a,b),
rispettivamente. O

OSSERVAZIONE 1.5.20. Gli omeomorfismi (1.25) e (1.26) sono gli uninci omeo-
morfismi lineari tra [0, 1] e [a, b].
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ESEMPIO 1.5.21. (Omeomorfismi tra intervalli non limitati di R) Si consideri 'inter-
vallo [a,4+00) di R. La funzione f : [0, +0c0) — [a, +00) definita da

flz)=x+a
¢ invertibile e la sua inversa f~! & definita da
flz)=2—a.

Poiché f e f~! sono continue, si ha che f ¢ un omeomorfismo tra [0, +o00) e
la, +00). Da notare che, essendo f(0) = a, la restrizione di f a (0, +00) & un iso-
morfismo tra tale intervallo e (a, +00). Anche la funzione g : (—o0,0] — [a, +00)
definita da

glo) =a—z
€ un omeomorfismo tra (—oo,0] e [a,+00) e risulta g(0) = a. Ne segue che la
restrizione di g a (—o0,0) & un isomorfismo tra tale intervallo e (a, +00). O

ESEMPIO 1.5.22. (Omeomorfismi tra intervalli limitati e non limitati di R) La funzio-
ne T
frxe(-11) — tan(7) €eR

& invertibile e la sua inversa &

2
f':reR — Zarctan(z) € (—1,1).
m

05 1.0 -10 -5 [ 5 10

) = %arctan(.z‘)

Figura 1.5: Esempio 1.5.22

Poiché f e f~! sono continue, si ha che f ¢ un omeomorfismo tra (—1,1) e R. La
restrizione di f a [0, 1) &€ un omeomorfismo tra [0, 1) e [0, +00). La restrizione di f
a (0,1) € un omeomorfismo tra (0, 1) e (0, 4+00). O
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OSSERVAZIONE 1.5.23. (La completezza di uno spazio metrico non & una proprieta
topologica) In forza dell’esempio precedente, un intervallo limitato (a, b) & omeo-
morfo a R. D’altra parte, come spazi metrici, (a,b) non € completo mentre R lo
€. Questo prova che la completezza di uno spazio metrico, che & una proprieta
metrica, non € una proprieta topologica. [

ESEMPIO 1.5.24. (Omeomorfismi tra intervalli non limitati di R e R) Le funzioni
biunivoche exp : © € R — €* € (0,400) elog : z € (0,400) — logz € R sono
I'una l'inversa dell’altra e continue e, quindi, (0, +o00) e R sono omeomorfismi.

O

PROPOSIZIONE 1.5.25. In R, con la topologia naturale, si ha che:

e intervalli dello stesso tipo sono omeomorti;

e intervalli del tipo [a,b), (a,b], [a, +00), (—00, a] sono tra loro omeomorti;

e intervalli del tipo (a,b), (a, +00), (—00, a) sono tra loro omeomorfi e omeo-
morfiaR.

DIMOSTRAZIONE. E una semplice conseguenza dei quattro esempi precedenti.
O

ESEMPIO 1.5.26. (Omeomorfismi tra circonfernze e poligoni regolari) Nel piano eu-
clideo R? siano X e Y rispettivamente i punti di una circonferenza e di un poli-
gono regolare con lo stesso centro C.

Figura 1.6: Esempio 1.5.26

Per ogni punto A diverso da C, denotiamo con ¢(C, A) la semiretta di origine C
passante per A. La funzione

f:AeX - A=YnNno(C,A)eY
¢ invertibile e la sua inversa & definita da

f':AeYy - Xno(C,A) € X.
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Le funzioni f e f~! trasformano tra loro le basi di X e Y costituite dalle interse-
zioni dei cerchi aperti di R? con X e Y stessi e, di conseguenza, sono continue.
Cosi f & un omeomorfismo tra X e Y. Allo stesso modo si vede che sono tra loro
omeomorfi due poligoni regolari e due circonferenze. O

ESEMPIO 1.5.27. (Omeomorfismi tra superfici sferiche e poliedri convessi) Gene-
ralizzando I"Esempio 1.5.26, si prova che nello spazio euclideo R? le superfici
sferiche e i poliedri convessi appartengono ad una stessa classe di omeomorfi-
smo. Analogamente, si puod provare che due superfici sferiche di R" sono tra loro
omeomorfe. O

ESEMPIO 1.5.28. (Proiezione stereografica) Nello spazio euclideo R? siano S e YV’
rispettivamente i punti di una superficie sferica di centro un punto C e di un
piano tangente a X in un punto 7.

Figura 1.7: Esempio 1.5.28

Siano By la base di X e By la base di Y ottenute intersecando gli intorni sferici
aperti di R® rispettivamente con X e Y. Detto V il punto di S diametralmente
opposto a T, poniamo X = S\ {V'} e, per ogni punto A € X, denotiamo con A’
il punto di intersezione della retta passante per V' e A con il piano Y. La funzione
biunivoca

f:AeX - AeY (1.27)

prende il nome di proiezione stereografica della sfera. La proiezione stereogra-
fica f e la sua inversa f~! trasformano rispettivamente un elemento di By in
un aperto di Y e un elemento di By in un aperto di X e, di conseguenza, sono
continue. Cosi f & un omeomorfismo tra X e Y. Resta dunque provato che una
superficie sferica meno un punto in R? e il piano euclideo R? sono omeomorfi. Se
consideriamo la restrizione di f a S\ {V, T} = X \ {T'} otteniamo un omeomorfi-
smo tra X \ {T'} e Y \ {T'}. Abbiamo, cosi, che una superficie sferica di R* meno
due punti ¢ omeomorfa al piano euclideo R* meno un punto. Questi esempi sono
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N

una riprova del fatto che la limitatezza di un sottospazio di R" & una proprieta
metrica ma non topologica. Per ogni n > 0, la proiezione stereografica si puo
definire, come nel caso n = 3, per una superficie sferica di R" e, in questo modo,
si ottiene un omeomorfismo tra la superficie sferica di R" meno un punto (risp.
meno due punti) e lo spazio euclideo R"™! (risp. meno un punto). In particolare
si ha che una circonferenza meno un punto ¢ omeomorfa alla retta reale. O

N .

Figura 1.8: Esempio 1.5.29

ESEMPIO 1.5.29. (Omeomorfismi tra superfici sferiche meno due punti e cilindri)
Nello spazio euclideo R? siano X e Y rispettivamente i punti di una superficie
sferica S, di centro un punto C, meno due punti V,T" e di un cilindro circolare
retto (non limitato) Y disposti come in Figura 1.8. Siano Bx la base di X e By
la base di Y ottenute intersecando gli intorni sferici aperti di R® rispettivamente
con X e Y. Per ogni punto A € X, denotiamo con A’ il punto di intersezione della
semiretta di origine C' passante per A col cilindro Y. La funzione biunivoca

f:AeX - A ey

e la sua inversa f~! trasformano rispettivamente un elemento di By in un aperto
di Y e un elemento di By in un aperto di X e, di conseguenza, sono continue.

Cosi f € un omeomorfismo tra X e Y. Resta dunque provato che una superficie
sferica meno due punti in R? e un cilindro circolare sono omeomorfi. O

ESEMPIO 1.5.30. (Omeomorfismi tra R? meno un punto e R? meno un cerchio chiuso)
Siano X e Y rispettivamente i punti del piano euclideo R? meno un punto O =
(0,0) e quelli di R? meno il cerchio chiuso di centro O e raggio 1. Identifichiamo
ogni punto A di R? col segmento orientato a = (O, A) e consideriamo la funzione
biunivoca
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La funzione f e la sua inversa f~! sono continue, cosi f & un omeomorfismo
tra X e Y. Resta dunque provato che il piano euclideo meno un punto (piano
bucato) e quello meno un cerchio chiuso sono omeomorfi. Allo stesso modo si
vede che, per n > 2, R" meno un punto e R” meno un intorno sferico chiuso sono
omeomorfi. O

Figura 1.9: Esempio 1.5.30

DEFINIZIONE 1.5.31. (Funzioni aperte e funzioni chiuse) Una funzione f : X — Y
tra due spazi topologici si dice aperta se trasforma aperti di X in aperti di Y e si
dice chiusa se trasforma chiusi di X in chiusidi Y.

Osserviamo esplicitamente che le nozioni di funzione continua, funzione aperta
e funzione chiusa sono indipendenti 1'una dall’altra.

ESERCIZIO 1.5.32. (Omeomorfismi) Provare che un omeomorfismo f : X — Y fra
due spazi topologici € una funzione aperta e chiusa. Provare inoltre che :

e f: X — Y eunomeomorfismo < f & biunivoca, continua e aperta;

e [: X — Y éun omeomorfismo < f & biunivoca, continua e chiusa. O

ESEMPIO 1.5.33. (Funzioni continue non aperte) La funzione continua f : z €¢ R —
z? € R, R con la topologia naturale, non ¢ aperta. Infatti, per esempio, f(—1,1) =
[0,1), che non e un aperto. O

ESEMPIO 1.5.34. (Funzioni chiuse, non aperte e non continue) La funzione f : = €
R — 22 € R, R con la topologia delle semirette sinistre aperte, & chiusa, non aperta
e non continua. Infatti, per esempio, f(—o0,1) = [0,+00), f~'(—00,1) = [0,1),
quindi f non & aperta e non € continua. Risulta, pero, fla,+o00) = [0,+0), se
a<0,e fla,+00) = [a* +00),se a > 0; cioe f & chiusa. O

ESEMPIO 1.5.35. Ogni funzione tra uno spazio topologico X e uno spazio Y con
la topologia discreta e aperta e chiusa. In questo modo si ottengono esempi di
funzioni non continue, aperte e chiuse considerando funzioni non continue di
X in Y. Analogamente le funzioni continue di X in ¥ danno esempi di funzio-
ni continue, aperte e chiuse. Si osservi che queste ultime funzioni, se non sono
biunivoche, non possono essere omeomorfismi. O
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ESEMPIO 1.5.36. (Funzioni aperte, chiuse e non continue) Siano 7, 7» due topologie
su uno stesso insieme X con 7; strettamente meno fine di 7». Allora la funzione
identita a € (X, 1) = a € (X, 7») € aperta e chiusa ma non continua. O

1.6 Spazi connessi

Sottospazi di R? come le sfere o i poliedri, parlando in modo informale, possono
considerarsi figure “indivisibili”, costituite cioé da “un solo pezzo”. Tale proprie-
ta, per esempio, non puo essere attribuita alla figura formata da due facce opposte
di un cubo, come si evince dalla Figura 1.10.

La propieta in questione & intuitivamente una proprieta topologica e puo essere
formalmente descritta dalla seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.6.1. Uno spazio topologico (X, 7) si dice connesso se non € unio-
ne di due suoi aperti non vuoti e disgiunti. In tal caso si dice anche che 7 € una to-
pologia connessa. Uno spazio non connesso si dice sconnesso. Un sottoinsieme
Y di X si dice connesso o sconnesso se & tale come sottospazio di X. O

Figura 1.10: Facce opposte di un cubo

Tornando all’osservazione iniziale, € chiaro che, secondo la precedente definizio-
ne, la figura costituita da due facce opposte di un cubo in R? & uno spazio scon-
nesso. Vedremo pit avanti che le sfere e i poliedri, come avevamo euristicamente
intuito, sono spazi connessi.

ESEMPIO 1.6.2. Le topologie per le quali due arbitrari aperti non vuoti sono ad
intersezione non vuota sono connesse. Tali topologie, e i relativi spazi, si dicono
irriducibili. Tra queste ritroviamo, per esempio, la topologia del tiro a bersaglio,
la topologia di R delle semirette sinistre aperte, la topologia di Zariski di F" con
[F campo infinito e la topologia cofinita su un insieme infinito. ]

ESERCIZIO 1.6.3. Siano 7, 7» due topologie su uno stesso insieme X con 7 stret-
tamente meno fine di 7,. Provare che:
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e T, connessa = 7; CONNessa,
e T sconnessa = T, SCoNNessa. O

PROPOSIZIONE 1.6.4. Per uno spazio topologico X sono equivalenti le seguenti
proprieta:
e X e connesso;
e X non e unione di due chiusi non vuoti e disgiunti;
e X non contiene alcun sottoinsieme proprio e non vuoto che sia aperto e
chiuso.

DIMOSTRAZIONE. L'esistenza di due aperti non vuoti e disgiunti A, A" di X
tali che AU A" = X equivale all’esistenza di due chiusi non vuoti e disgiunti:
C=%A)=A,C"=%(A) = Ataliche CUC’ = X. In queste ipotesi, dunque, A
e A’ sono entrambi insiemi aperti e chiusi. O

ESERCIZIO 1.6.5. Sia Y un sottospazio di uno spazio topologico X. Provare che
un sottoinsieme 7" di Y € connesso in Y se, e solo se, &€ connesso in X. ]

ESERCIZIO 1.6.6. Sia X uno spazio topologico discreto. Provare che X e connesso
se, e solo se, contiene un solo punto. O

ESERCIZIO 1.6.7. Provare che lo spazio somma (cfr. Esempio 1.3.11) di due spazi
topologici e sconnesso. O

PROPOSIZIONE 1.6.8. Se ogni due punti distinti di uno spazio topologico X ap-
partengono ad un sottospazio connesso di X, allora X é connesso.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che X sia sconnesso, esistano cioe
due aperti non vuoti e disgiunti A, A’ tali che AUA" = X. Se a, a’ sono punti rispet-
tivamente di A e A’, detotiamo con 7" un sottospazio connesso di X contenente a
e a’. Allora risulta

(ANT)NA'NT)=0, (AnT)UA'NT)=T,
con ANT, A NT # (. Ne segue che T' & sconnesso, un assurdo. O

PROPOSIZIONE 1.6.9. Siano X uno spazio topologico e Y;,Y> due suoi sottospazi
connessi ad intersezione non vuota. Allora Y; U Y5 é connesso.

DIMOSTRAZIONE. Se, per assurdo, Y = Y; U Y; fosse sconnesso, esisterebbe un
suo sottoinsieme non vuoto 7' chiuso e aperto. Tale sottoinsieme avrebbe inter-
sezione non vuota con almeno uno tra Y; e Y5, per esempio con Y;. Allora Y, N'T
sarebbe un sottospazio non vuoto di Y; chiuso e aperto e cio e assurdo, essendo
Y connesso per ipotesi. [
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COROLLARIO 1.6.10. Siano X uno spazio topologico e {Y;},c; una famiglia di
sottospazi connessi di X ad intersezione non vuota. Allora

y=Uy
jeg
€ un sottospazio connesso.

DIMOSTRAZIONE. Siano cun puntoinNjc;Y;ea,bpuntidiY talichea € Y}, b €
Y;, s, t € J. Allora Y, UY;, essendo Y, Y; ad intersezione non vuota, € un connesso
per a, b contenuto in Y e cio prova che Y e connesso di X. [

ESERCIZIO 1.6.11. Siano X uno spazio topologico, {Y}};c; una famiglia di sotto-
spazi connessi di X ed esista k € J tale che Y;, N'Y; € connesso per ogni j € J.

Allora,
Y =]y
jeJ
€ un sottospazio connesso di X. [

PROPOSIZIONE 1.6.12. (La chiusura di un connesso & connessa) Siano X uno spazio
topologico e Y un suo sottospazio connesso. Allora la chiusura di Y é connessa.

DIMOSTRAZIONE. Se, per assurdo, Y fosse sconnesso, esisterebbero due aperti
Aq, Ay di X tali che

(A NY)U(AnNY) =Y, (ANY)N(4NnY) =10,
con 4, NY, A, NY non vuoti e avremmo
(AiNY)U(A:nY)=Y, (AANY)N(ANY)=0.

Ora, un punto y; € A; N Y é di aderenza per Y, quindi Y contiene un punto
a; € Ay, essendo A; un aperto per y;, erisulta A; NY # (. In modo analogo si
vede che A, NY # (). Le ultime due osservazioni provano che Y & sconnesso, il
che e contro le ipotesi. O

PROPOSIZIONE 1.6.13. Siano X uno spazio topologico e Y un suo sottospazio
connesso. Allora ogni sottospazio T di X talecheY C T C Y e connesso.

DIMOSTRAZIONE. La chiusura di Y nel sottospazio 1" € uguale a 7" e 1'asserto
segue dalla proposizione precedente. O

PROPOSIZIONE 1.6.14. (La connessione si conserva per continuita) Siano f : X —
Y una funzione continua e X uno spazio connesso. Allora f(X) é un sottospazio
connesso di Y'; in particolare, se f & suriettiva, Y e connesso.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo f(X) sconnesso e sia 7' C f(X)
un sottospazio di f(X) aperto e chiuso, con § # T # f(X). Allora X risulta
sconnesso, contenendo f~!(T) che & non vuoto, diverso da X, aperto e chiuso.
Cio e contro le ipotesi e 1'asserto & provato. O

Osserviamo esplicitamente che, in forza della proposizione precedente, abbiamo
che la connessione é invariante per omeomorfismi e vale il seguente corollario.

COROLLARIO 1.6.15. Una funzione continua f : X — Y trasforma sottospazi
connessi di X in sottospazi connessi di Y. O

1.6.1 Connessione in R e R" e connessione per poligonali

Nel presente paragrafo supporremo R e R" dotati della topologia naturale.
PROPOSIZIONE 1.6.16. Ogni intervallo chiuso [a, b] di R é connesso.

DIMOSTRAZIONE. Per assurdo, supponiamo [a,b] unione di due suoi chiusi
C1,Cy non vuoti e disgiunti e supponiamo b € (5. Notiamo esplicitamente che
nelle nostre ipotesi C, (5 sono chiusi anche in R. Allora b € un maggiorante di C
e l'estremo superiore c di ('}, essendo di aderenza per ', appartiene a C ed e di-
verso da b. Ne segue che (c, b] C C, quindi ¢, risultando aderente a C,, appartiene
a Cy; un assurdo, essendo C}, C; insiemi disgiunti. O

PROPOSIZIONE 1.6.17. (Connessi di R) I sottospazi connessi di R, con la topologia
naturale, sono tutti e soli gli intervalli.

DIMOSTRAZIONE. Un intervallo di R € connesso in forza delle Proposizioni
1.6.8 e 1.6.16. Ora, consideriamo un sottospazio connesso di R e, per assurdo,
supponiamo che non sia un intervallo. Allora esistono due punti a,b € Y e un
punto z ¢ Y tali che a < z < b. Ne segue che

Y=Y N(-00,2)U(YN(z+00)),
un assurdo perché Y e connesso. O

ESERCIZIO 1.6.18. Siano J un intervallo di R e ¢ un punto di J diverso da even-
tuali estremi di J. Provare che J \ {c} & un sottospazio sconnesso di R. O

PROPOSIZIONE 1.6.19. Gli intervalli [0, 1],[0,1) e (0,1) di R sono a due a due non
omeomortfi. Ne segue che ogni intervallo di R (e quindi ogni sottospazio connesso
di R) e omeomorfo ad uno degli intervalli [0, 1], [0,1) o (0, 1).
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DIMOSTRAZIONE. Se esistesse un omeomorfismo f : [0, 1] — [0, 1), la restrizio-
ne di f all'intervallo (0,1) = [0,1] \ {0, 1} sarebbe un omeomorfismo tra (0,1) e
f£(0,1) =10, 1[\{f(0), f(1)} e cid & assurdo perché (0, 1) & connesso mentre f(0, 1)
non lo é. In modo analogo si prova che [0, 1] e [0, 1) non sono omeomorfi a (0, 1).
La seconda parte dell’asserto segue dalle Proposizioni 1.5.25 e 1.6.17. O

Ricordiamo che, se a, b sono due elementi di R", la retta ¢ per a e b ha equazione
parametrica
z(t)=(b—-a)t—a, teR

e quando t varia in [0, 1] il punto corrispondente x(t) descrive il segmento di
estremi a, b. Poiché la funzione

teR — x(t) el

€ un omeomorfismo tra R (con la topologia naturale) e ¢ (con la topologia indotta
da quella naturale di R"), la Proposizione 1.6.17 puo riformularsi nel seguente
modo (cfr. Proposizione 1.5.17).

PROPOSIZIONE 1.6.20. (Connessi di una retta euclidea) I sottospazi connessi di una
retta di R", con la topologia indotta da quella naturale di R", sono la retta stessa,
le semirette (aperte e chiuse) e i segmenti (aperti, chiusi, semiaperti).

ESEMPIO 1.6.21. (Insiemi convessi) Un sottoinsieme C' di R" si dice convesso se
il segmento di estremi due suoi punti distinti qualsiasi e contenuto in C. Dalle
Proposizioni 1.6.8, 1.6.20 segue che i sottoinsiemi convessi di R" sono connessi.
In particolare risultano connessi, perché convessi, i seguenti sottoinsiemi: R" e
i suoi sottospazi affini, i semispazi (aperti e chiusi), le sfere (aperte e chiuse), i
poliedri regolari (aperti e chiusi) di R?. Si osservi che nel caso n = 1 i sottoinsiemi
convessi sono tutti e soli gli intervalli. O

L H e

tetraedro cubo ottaedro dodecaedro icosaedro

Figura 1.11: I cinque poliedri regolari

ESEMPIO 1.6.22. (Le superfici sferiche sono connesse) La circonferenza S* di centro
'origine e raggio 1 in R? e immagine della funzione continua

t €10,27] — (sint,cost) € R%
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Allora, in forza delle Proposizioni 1.6.14 e 1.6.16, S', e quindi tutte le circonfe-
renze di R?, sono connesse. Ora, se tagliamo una superficie sferica 5" di R”,
n > 2, con un iperpiano otteniamo una superficie sferica di R"~!. Usando questa
osservazione e la Proposizione 1.6.8 ¢ facile provare per induzione su n che S" &
connessa. Si puo provare che S”, n > 1, € connessa anche osservando che S™ ¢ la
chiusura di 5" \ {4}, con A punto di S™. Infatti, S \ {A} € omeomorfo a R" (cfr.
Esempio 1.5.28), che € connesso, e la chiusura di un insieme connesso € connesso
(cfr. Proposizione 1.6.12). O

ESERCIZIO 1.6.23. Provare che, nel piano euclideo, un segmento chiuso e una
circonferenza non sono omeomorfi. [l

ESERCIZIO 1.6.24. Sia X 1'unione di due circonferenze del piano euclideo aven-
ti in comune esattamente un punto. Provare che X non ¢ omeomorfo ad una
circonferenza. O

ESEMPIO 1.6.25. (Poligonali in R") Si chiama poligonale in R™ 'unione di una
successione finita di segmenti sq, s, ..., s, con la proprieta che il secondo estre-
mo di s; & uguale al primo estremo di s;.1, j = 1,2,...,m — 1. In forza delle
Proposizioni 1.6.8, 1.6.20, le poligonali risultano insiemi connessi. O

DEFINIZIONE 1.6.26. (Connessione per poligonali) Un sottoinsieme di R" si dice
connesso per poligonali se due suoi arbitrari punti distinti sono estremi di una
poligonale contenuta nell’insieme. O

Risultano, per esempio, connessi per poligonali gli insiemi convessi ed i poliedri.
Non sono connesse per poligonali, pur essendo connesse, le superfici sferiche. La
Proposizione 1.6.8 e il fatto che le poligonali sono insiemi connessi assicurano che
ogni insieme connesso per poligonali e connesso. Esistono, pero, insiemi connessi
che non sono connessi per poligonali. Le due nozioni, quella di connessione e
quella di connessione per poligonali, coincidono nel caso degli aperti di R”, come
prova il prossimo risultato.

PROPOSIZIONE 1.6.27. Un sottoinsieme aperto di R", con la topologia naturale,
é connesso per poligonali se, e solo se, & connesso.

DIMOSTRAZIONE. La prima implicazione e conseguenza dell’osservazione pre-
cedente. Ora, per assurdo, sia A un aperto connesso di R" e supponiamo che
contenga due punti ,y che non sono estremi di una poligonale contenuta in A.
Consideriamo l'insieme A; dei punti di A congiungibili ad £ mediante una po-
ligonale contenuta in A e l'insieme Ay = A\ A;. Proviamo che A;, che & non
vuoto perché contiene x, € aperto. Infatti, un arbitrario punto a € A, e centro di
un intorno sferico U contenuto in A, essendo A aperto, e, per ogni punto b € U,
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il segmento di vertici a, b & contenuto in U. Ne segue che b & congiungibile a x
mediante una poligonale e, di conseguenza, U e contenuto in A; e A, & aperto.
Allo stesso modo si vede che A, che & non vuoto perché contiene y, & aperto.
Allora A & unione dei due aperti non vuoti e disgiunti A, e A, e cio & assurdo. Ne
segue che A e connesso per poligonali. O

1.6.2 Componenti connesse
Sia (X, 7) uno spazio topologico. Se, per ogni due punti a,b € X, si pone
a ~ b < a,b appartengono ad uno stesso sottospazio connesso di X (1.28)

si ottiene, come subito si prova, una relazione di equivalenza su X. Ogni clas-
se d’equivalenza rispetto a questa relazione si chiama componente connessa di
X. La componente connessa di X contenente un fissato punto a € X si chiama
componente connessa di a e si denota con k(a).

PROPOSIZIONE 1.6.28. Per uno spazio topologico X, valgono le seguenti pro-
prieta:
e X possiede un’unica componente connessa se, e solo se, € connesso.
e Ogni componente connessa di X é un connesso;
e un connesso Y contenente un punto a € X é contenuto nella componente
connessa di a;
e la componente connessa di un punto a € X e uguale all’'unione di tutti i
sottospazi connessi di X contenenti a;
e ogni componente connessa di X é un chiuso.

DIMOSTRAZIONE. E lasciata per esercizio al Lettore. O

ESEMPIO 1.6.29. (GL(n,R) e SL(n,R)) Il gruppo lineare GL(n,R), cioe il gruppo
delle matrici quadrate invertibili a coefficienti reali, & un sottospazio di R™" con
la topologia naturale. La funzione

f:AeGL(n,R) — det A€ R\ {0}

& continua e suriettiva, da cui segue che GL(n,R) non & connesso. E facile ren-
dersi conto che GL(n,R) possiede esattamente due componenti connesse: una
f7Y(RT) e l'insieme delle matrici a determinante positivo, l’altra f~!(R~) quella
delle matrici a determinante negativo. Il gruppo lineare speciale SL(n,R), cioe
il gruppo delle matrici in GL(n,R) a determinante uguale a 1, & contenuto nella
componente connessa f~*(RT) di GL(n,R) ed & connesso. O

ESERCIZIO 1.6.30. Calcolare le componenti connesse dei seguenti spazi:
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R meno un numero finito k£ di suoi punti;

R? meno un numero finito & di suoi punti;

R? meno i punti di una iperbole;

R? meno i punti di una ellisse;

R? meno i punti di una parabola;

R"™ meno i punti di un iperpiano;

R™ meno i punti di un sottospazio affine di dimensione k, 0 < k <n—1. O

ESERCIZIO 1.6.31. Provare che le componenti connesse di Z, considerato come
sottospazio di R, sono i singleton dei suoi punti. O

1.7 Spazi compatti

Molte proprieta topologiche dei sottospazi chiusi e limitati di R", con la topologia
naturale, dipendono dalla cosiddetta proprieta di compattezza. Tale proprieta,
che definisce un’ampia e importante classe di spazi, sara introdotta e discussa in
questo paragrafo.

DEFINIZIONE 1.7.1. (Spazi compatti) Uno spazio topologico (X, 7) si dice compat-
to se ogni suo ricoprimento di aperti contiene un sottoricoprimento finito. In altre
parole, per ogni famiglia A = {A;};c; di aperti di X tale che

X = U Aj
jeJ
esiste un sottoinsieme finito F' di J tale che
icF

In tal caso si dice anche che 7 € una topologia compatta. Un sottoinsieme Y di X

si dice compatto se ¢ compatto come sottospazio di X, cioe se per ogni famiglia
A = {A,;};es diaperti di X tale che

yclJa
jeJ

esiste un sottoinsieme finito F' di J tale che

YgUm. -

el
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ESERCIZIO 1.7.2. Provare che la topologia discreta su un insieme X e compatta
se, e solo se, X e finito. Provare, inoltre, che la topologia cofinita su X € compatta.
Ol

ESEMPIO 1.7.3. I sottoinsiemi finiti di un qualunque spazio topologico sono com-
patti; in particolare sono compatti i punti. O

ESERCIZIO 1.7.4. Sia {z, } una successione convergente in uno spazio topologico
X avente limite ( esia T = {z € X : x = xy, per qualche intero k} U {¢}. Provare
che T’ & un sottospazio compatto di X. O

ESEMPIO 1.7.5. (R" non & compatto) L'unione di un numero finito di intorni sfe-
rici, con centro un fissato punto a € R", coicide con I'intorno sferico di raggio
massimo. Ne segue che il ricoprimento di aperti di R" formato da tutti gli intorni
sferici di centro a non contiene un sottoricoprimento finito e, quindi, R" non &
compatto. Allo stesso modo si prova che uno spazio metrico non limitato non e
compatto. [

ESEMPIO 1.7.6. (I sottospazi non limitati di uno spazio metrico non sono compatti)

L’esempio precedente si generalizza nel seguente modo. Un sottospazio di uno
spazio metrico X e limitato se & limitata la metrica in essa indotta da X o, equi-
valentemente, se e contenuto in un intorno sferico chiuso di X. Allora, se Y & un
sottospazio non limitato di X, il ricoprimento di Y formato da tutti gli intorni
sferici di centro un fissato punto a € X non contiene un sottoricoprimento finito
di Y e, quindi, Y non e compatto. In particolare sono non compatti i sottospazi
non limitati di R". O

ESERCIZIO 1.7.7. Provare che lo spazio somma (cfr. Esempio 1.3.11) di due spazi
topologici compatti & compatto. [

ESERCIZIO 1.7.8. Siano 7, 7 due topologie su uno stesso insieme X con 7 stret-
tamente meno fine di 7,. Provare che:

e 7, compatta = 7 compatta,
e 71 non compatta = 7, non compatta. [

DEFINIZIONE 1.7.9. Si dice che una famiglia di chiusi di uno spazio topologi-
co ha la proprieta dell’intersezione finita se ogni sua sottofamiglia finita ¢ ad
intersezione non vuota. O

PROPOSIZIONE 1.7.10. (Una caratterizzazione dei compatti) Uno spazio topolo-
gico X e compatto se, e solo se, ogni sua famiglia di chiusi con la proprieta
dell’intersezione finita e ad intersezione non vuota.
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DIMOSTRAZIONE. Se X & compatto e § = {C;}.;c; una sua famiglia di chiusi tale
che ;c; Ci = 0, risulta

Uz = (ﬂc) c0) =

el el

e, per la compattezza di X, esiste un sottoinsieme finito /' di I tale che

X—U%(@)—%(ﬂcf).

fer fer

Allora N rer Cr = 0 e, quindi, § non ha la proprieta dell’ intersezione finita.
Se ogni famiglia di chiusi di X con la proprieta dell’intersezione finita e ad inter-
sezione non vuota e se A = {4, },c; € un ricoprimento di aperti di X, risulta

3 (U Ai> =%

el 1€7

Il
=

e, quindi, la famiglia di chiusi {%'(A;)}:c; non ha la proprieta dell’intersezione
finita. Allora esiste un sottoinsieme finito /' di I tale che

(¢4 =% (U Af> =0
fer feF
erisulta X = {J;, Af. Cosi X & compatto e 'asserto & provato. O

PROPOSIZIONE 1.7.11. (I chiusi di un compatto sono compatti) Ogni sottoinsieme
chiuso Y di uno spazio compatto X & compatto.

DIMOSTRAZIONE. Se A = {A,};c; & una famiglia di aperti di X tale che
yclJ4;,
jeJ
X risulta unione dell’aperto X \ Y e della famiglia {A4,}c, :
X =(X\Y) (U A; )
jeJ
Allora, essendo X compatto, esiste un sottoinsieme finito F' di .J tale che

X=(X\Y)U (UA)

JEF
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cioe

e Y e compatto. O

OSSERVAZIONE 1.7.12. In generale, i sottospazi compatti di uno spazio topolo-
gico non sono necessariamente chiusi. Per esempio, i punti di R, con la topo-
logia delle semirette sinistre aperte, sono compatti ma non sono chiusi. Questa
proprieta, invece, € vera nel caso degli spazi 75, come fra poco mostreremo. [

LEMMA 1.7.13. Sia X uno spazio T> e Y un suo sottospazio compatto. Allora,
per ogni punto v € X \ 'Y, esistono un aperto U, contenente Y e un aperto V,
contenente x ad interseziona vuota.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni y € Y, esistono un intorno aperto A, di y e un
intorno aperto V! di x ad intersezione vuota, essendo X uno spazio 75. Allora e

yclJA4,
yey

e, per la compattezza di Y, esiste un insieme finito {y1,v2,...,y,} di puntidi YV’
tali che
Y CA,UA,U---UA, =U,.

Ora, considerato I’aperto
‘/gc:%y1m‘/;:y2ﬂ,‘,m‘/gcyn 9113',

risulta U,NV, = (. Infatti, se esistesse un punto z € U,NV,,avremmo z € VY ﬁij,
per qualche intero j; un assurdo. O

PROPOSIZIONE 1.7.14. (I compatti di uno spazio 75 sono chiusi) Sia X uno spazio
T,. Allora ogni sottospazio compatto Y di X e chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Inforza dellemma precedente, ogni punto di X \ Y possiede
un intorno disgiunto da Y, cioé X \ Y & aperto. Ne segue che Y & chiuso. O

OSSERVAZIONE 1.7.15. (Assioma di separazione T3) In forza della Proposizione
1.7.11 e del Lemma 1.7.13, in uno spazio X compatto e 75 vale la proprieta:

e per ogni chiuso C e per ogni x € X \ C esistono un aperto U, contenente C
e un aperto V. contenente x ad intersezione vuota.

Gli spazi topologici T; che verificano la precedente proprieta si dicono spazi T5,
o regolari. Quanto appena osservato assicura che uno spazio compatto e T, é
anche T5. O
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La proprieta di separazione per le coppie punto-compatto che vale negli spazi
T, (cfr. Lemma 1.7.13) si puo estendere alle coppie di sottospazi compatti, come
proveremo nella proposizione che segue.

PROPOSIZIONE 1.7.16. Sia X uno spazio T; e Y1, Y, due suoi sottospazi compatti
e disgiunti. Allora esistono un aperto V' contenente Y; e un aperto U contenente
Y, ad interseziona vuota.

DIMOSTRAZIONE. In forza del Lemma 1.7.13, per ogni punto = € Y}, esistono

un aperto U, contenente Y5 e un aperto V, contenente x ad interseziona vuota.
Allora e
neclJw

r€Y]

e, per la compattezza di Y;, esiste un insieme finito {1, z,,...,z,} di punti di Y}
tali che
YiCV, UV, U---uV, =V

Ora, considerato l'aperto
U=U, NU,N---NU,, DY,

risulta U NV = (). Infatti, se esistesse un punto z € U NV, avremmo z € Ve, VU,
per qualche intero j; un assurdo. O

OSSERVAZIONE 1.7.17. (Assioma di separazione 7) In forza delle Proposizioni
1.7.11 e 1.7.16, in uno spazio X compatto e 75 vale la proprieta:

e per ogni coppia di chiusi disgiunti C4, C esistono un aperto V contenente
C, e un aperto U contenente C, ad intersezione vuota.

Gli spazi topologici T} che verificano la precedente proprieta si dicono spazi 7}, o
normali. E chiaro che ogni spazio T} ¢ anche T3. Quanto prima osservato assicura
che uno spazio compatto e T, é anche T),. O

PROPOSIZIONE 1.7.18. (Teorema di B.Bolzano e K.Weierstrass) Ogni sottoinsieme
infinito Y di uno spazio compatto X ha almeno un punto di accumulazione.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga, per assurdo, che Y sia privo di punti di ac-
cumulazione e, per ogni punto * € X si consideri un aperto A, per z tale che
Y NA, = 0oppure Y N A, = {z}. Allora, per la compattezza di X, esiste un
numero finito di suoi punti x4, z5, ..., z, tali che

X=A, UA,U---UA,
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e quindi
Y=YNX=YN(A4A,, UA,U---UA, )= (YNA,)UYNA,U---UYNA,,).

Ora, poiché Y N A4,,, j = 1,2,...,n, contiene al pit1 un elemento, Y risulta finito;
un assurdo. u

PROPOSIZIONE 1.7.19. Sia X uno spazio compatto verificante il primo assio-
ma di numerabilita. Allora ogni successione di punti di X ammette una sotto-
successione convergente (gli spazi con questa proprieta si dicono compatti per
successioni).

DIMOSTRAZIONE. Sia {z,} una successione di punti di X e sia 7" I'insieme dei
suoi punti, cioe ' = {z € X : x = 1z}, per qualche intero k}. Possiamo suppor-
re che 7 sia infinito perche nel caso contrario {z,} & definitivamente costante e
quindi ha una sottosuccessione convergente. Ora, in forza della proposizione
precedente, T possiede almeno un punto di accumulazione a e possiamo con-
siderare un sistema fondamentale numerabile di intorni {U,, }.,en di tale punto.
Allora, per ogni k € N, poiché V;, = U; N U, N --- N Uy, € un intorno di a, esiste un
punto z,, € Vj erisulta

Vi2dVa2o Vs 2o DV 2nee
Ne segue facilmente che la sottosuccessione {z,, } di {z,} converge ad a. O

PROPOSIZIONE 1.7.20. (La compattezza si conserva per continuita) Siano f : X —
Y una funzione continua e X uno spazio compatto. Allora f(X) é un sottospazio
compatto di Y'; in particolare, se f e suriettiva, Y é compatto.

DIMOSTRAZIONE. Se {A!};c; € un ricoprimento di aperti di f(X), essendo f
continua, la famiglia { A; = f~*(A})}.es risulta un ricoprimento di aperti di X e da

questo, per la compattezza di X, se ne puo estrarre uno finito {4;,, 4;,,..., 4;,}.
Allora si ha subito che {A] , Aj ,..., A} } & un ricoprimento di f(X) e 'asserto &
provato. O

Osserviamo esplicitamente che, in forza della proposizione precedente, abbiamo
che la compattezza é invariante per omeomorfismi e che una funzione continua
trasforma sottospazi compatti in sottospazi compatti.

PROPOSIZIONE 1.7.21. Sia f : X — Y una funzione continua di uno spazio
compatto X in uno di Hausdorff Y. Allora f e chiusa. In particolare, se f é biuni-
voca, € un omeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Un chiuso C di X e compatto, per la compattezza di X.
Allora f(C') € un compatto di uno spazio 75 e quindi e chiuso. O
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1.8 Prodotti

Siano (X1, 1), (X2, 72) due spazi topologici, notazione che manterremo in tutto il
paragrafo, e poniamo

8271XT2:{A1XAQQX1XXQCOHAleTl, AQETQ}.

La famiglia B & un ricoprimento di X; x X, e I'intersezione di due suoi elementi
Ay x Ay, A} x A e ancora un elemento di B, risultando

(A; x Ay) N (A] x A)) = (A1 N A}) x (A3 N A)).
Ne segue che B verifica gli assiomi delle basi e, quindi (cfr. Proposizione 1.3.27),
esiste un’unica topologia su X; x X, che ammette B come base.

DEFINIZIONE 1.8.1. (Spazio prodotto) L'unica topologia 7 sul prodotto X; x X, dei
sostegni di due spazi topologici (X1, 71), (X2, 72) che ammette B = 7, X 75 come
base prende il nome di topologia prodotto di 7, e 7,. Gli aperti della base B si
dicono aperti elementari. Lo spazio topologico X; x Xy = (X; x X, 7) prende il
nome di spazio prodotto di X, per X,. Le funzioni

pXj : (al,ag) € X1 x Xy — 4y GX]‘, j=12,
prendono il nome di proiezioni di X; x X, su X; e Xy, rispettivamente. O
Nel seguito denoteremo semplicemente con p; la proiezione canonica p, , j =
1,2.

PROPOSIZIONE 1.8.2. Siano B, e B, basi rispettivamente degli spazi topologici
X, e Xy. Allora la famiglia

81X82:{Bl><32 : BleBl, BQEBQ}
& una base per lo spazio prodotto X; x X,.

DIMOSTRAZIONE. Poiché gli elementi di B; x B; sono aperti di X; x X5, basta
provare che ogni aperto elementare di X; x X, € unione di elementi di B; x Bs.
Se, dunque, A; x A, € un aperto elementare con

Ar=|JB! e Ay=JB}, con Bl €By, B} € By, (i,j) €I xJ,
iel jeJ
risulta
Ay x Ay = (UB}) x (UB?) = |J B/ xB)
iel jeJ (i,5)eIxJ

e l'asserto e provato. O
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ESERCIZIO 1.8.3. Siano z; e x, punti rispettivamente degli spazi topologici X; e
Xy. Siano U (x1) e Us(x2) sistemi fontamentali d’intorni rispettivamente di z; in
X e 9 in X,. Provare che la famiglia

Z/[([El,l’g) = {Ul X U2 : U1 € Z/ll(xl), U2 € Z/[Q(IQ)}

e un sistema fondamentale d’intorni di (z4, z2) nello spazio prodotto X; x Xo.
Provare anche che, se U, e U, sono sistemi fontamentali d’intorni rispettivamente
di X, e X,, allora

Z/{:{Ul XU2 : U1 Gbll, UQEUQ}

e un sistema fondamentale di intorni del prodotto X; x Xo. O

OSSERVAZIONE 1.8.4. (R x R & omeomorfo a R?) Il prodotto cartesiano di due in-
tervalli limitati di R, con la topologia naturale, & un sottospazio di R?, con la
topologia naturale, che prende il nome di rettangolo. Nel caso gli intervalli in
questione abbiano la stessa lunghezza si parla ovviamente di quadrato. Non &
difficile provare che valgono le seguenti proprieta:

e un rettangolo prodotto di intervalli aperti (risp. chiusi) & un aperto (risp.

chiuso) di R? e, in questo caso, si parla di rettangolo aperto (risp. chiuso);
e irettangoli aperti costituiscono una base di R?;
e i quadrati aperti costituiscono una base di R?.

Ne segue che Il prodotto R x R & omeomorfo a R?. O

PROPOSIZIONE 1.8.5. Le proiezioni
pj (al,ag) e X, XX2—>CL]' GXJ' ,

Jj = 1,2, sono funzioni continue e aperte. Inoltre, la topologia prodotto e la
topologia meno fine di X, x X, per cui le proiezioni risultano continue.

DIMOSTRAZIONE. La proiezione p; trasforma un aperto A; x A, della base B
nell’aperto A; di X; e la controimmagine in p; di un aperto A; di X; e l’aperto
A; x Xy di X; x X5. Ne segue che p; € continua e aperta e in modo analogo si
prova che cio € vero anche per p,. Sia ora ¢ una topologia di X; x X, rispetto
alla quale le due proiezioni sono continue. Allora, per i = 1,2, se A; € un aperto
di X;, pi'(A) = A1 x Xy e py'(4y) = X; x Ay sono aperti di 0. Ne segue che
Ay x Ay = (A1 x X5) N (X x Ay) € un aperto di o e da cio segue subito che o € pitt
fine della topologia prodotto di X; x Xo. O

ESEMPIO 1.8.6. (Le proiezioni non sono chiuse) In R x R = R? (cfr. Esempio1l.8.4),
con la topologia naturale, si consideri il sottoinsiene

Y = {(x,y,) €R* : 2y —1=0} (iperbole equilatera) .
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Y e chiuso, perche e un insieme algebrico (cfr. Osservazione 1.5.6), ma la sua
prima proiezione
p1(Y) = (—00,0) U (0,400) CR

non e un chiuso di R. Cio prova che, in generale, le proiezioni non sono funzioni
chiuse. u

PROPOSIZIONE 1.8.7. (Proprieta di universalita del prodotto) Siano T, X, X, spazi
topologicie f : T — X1, g : T — X, due funzioni. Allora la funzione

h:aeT — (f(a),g(a)) € Xy x Xy
é continua se, e solo se, f e g sono continue.

DIMOSTRAZIONE. Se h e continua, le funzioni f = p;oh e g = py o h sono
continue perché composte di funzioni continue. Se f, g sono continue e A; x A, &
un aperto elementare di X; x Xo, risulta

W™ (A x Ag) = {t € T+ h(t) = (f(t),9(t)) € AL x Az}

={teT : f(t)e Ay, g(t) € A} = [ (A1) Ng ' (A,

da cui si ricava che la controimmagine in /& di un aperto di X; x X, e un aperto

di 7. Ne segue che h e continua e I’asserto & provato. O
T L X
h
g p1

X2 b2 X1 X X2
Figura 1.12: Proposizione 1.8.7

COROLLARIO 1.8.8. Siano X, Y due spazi topologicie f : X — Y? una funzione.
Allora, posto f(x) = (fi(x), f2(z)) per ogni x € X, la funzione f e continua se, e
solo se, f1 e fy sono continue.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare la proprieta di universalita del prodotto alle
funzioni f; e f. O]
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Y 2 Y xY
Figura 1.13: Corollario 1.8.8

PROPOSIZIONE 1.8.9. Siano Y}, Y, sottospazi rispettivamente degli spazi topolo-
gico X, X,. Allora la topologia indotta da X; x X, su Y; x Y, coincide con il
prodotto delle topologie indotte su Y; e Y, rispettivamente da X; e Xs.

DIMOSTRAZIONE. Un aperto 7' diY; x Y5 con la topologia indotta da X; x X, &
del tipo (Y7 x Y3) N A, con A aperto nel prodotto X; x X,, per cui

A= J (Al x4},

(i,5)eIxJ

con A} aperto di X, e A? aperto di X,, perognii € I, j € J. Allora risulta

T=xY)nA=mxv)n| [J (A x4

(i,5)€IxJ

= |J mxmn@ixa)= () mnahx(zn4ad

(4,5)eIxJ (3,4)eIxJ

da cui si ha che T e aperto nel prodotto delle topologie indotte su Y; e Y5 ri-
spettivamente da X; e X5. Le precedenti uguaglianze, lette a ritroso, provano la
seconda parte dell’asserto. O

ESERCIZIO 1.8.10. Siano a e b punti rispettivamente degli spazi topologici X; e
X,. Provare che le funzioni

(Il,b> GXl X {b}—>$1 EXl, (a,ﬂfg) € {CL} XX2—>$2 EXQ,

restrizioni a X; x {b} e {a} x X, delle proiezioni canoniche p;,p, di X; x X,
rispettivamente su X; e X5, sono omeomorfismi. O

PROPOSIZIONE 1.8.11. (Prodotti di connessi) Il prodotto di due spazi topologici
X1, X5 é connesso se, e solo se, X; e X5 sono connessi.
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DIMOSTRAZIONE. Le proiezioni canoniche di X; x X5 su X; e X, sono continue
e suriettive e quindi, se X; x X, € connesso, sono connessi anche X; e X,. Suppo-
niamo ora che X; e X, siano connessi e consideriamo due punti (a4, by), (az, bs) di
X; x X,. In forza dell’Esercizio 1.8.10, i sottospazi X; x {b2}, {a1} x X5 sono con-
nessi e, in pit1, hanno in comune il punto (a4, b2). Allora (X; x {bo}) U ({a1} x Xs)
€ un connesso contenente i punti (ay,b1), (a2, b2) e da cio segue che X; x X, e
connesso. O

PROPOSIZIONE 1.8.12. (Prodotti di compatti) Il prodotto di due spazi topologici
X1, X, € compatto se, e solo se, X; e X, sono compatti.

DIMOSTRAZIONE. Le proiezioni canoniche di X; x X3 su X; e X, sono continue
e suriettive e quindi, se X; x X, € compatto, sono compatti anche X; e X5. Siano
ora X1, X, due spazi topologici compatti e A = {A4;},c; un ricoprimento di aperti
del loro prodotto X; x X,. Per ogni j € J, l'aperto A; di X; x X, & del tipo

A= J U xv,

teT
ove Uy, V; sono aperti rispettivamente di X, X, e 7; & un insieme. Posto, inoltre,
r-Un,
jeJ

la famiglia
F ={U; X Vitier

€ un ricoprimento di aperti di X; x X,. Per ogni x € X}, risulta
{t}x X CXix X, = Ui xV;
teT

e, essendo {z} x X, compatto, perché omeomorfo a X5, esiste un sottoinsieme
finito 7T'(x) di T tale che

{z}x X, C |J Ui xV,

teT (x)

conz € U, perognit € T'(z). Ora, per ogni z € X, possiamo considerare 1’aperto
di X, contenente x, definito da

U)= (] U
)

teT(z
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e possiamo costruire un ricoprimento di aperti di X; ponendo
U={U()}rex;-

Dalla compattezza di X, segue che esistono un numero finito di punti z;, z3, ..., x,, €
X1, tali che
X=U(z)UU(z2)U---UU(xy,)

e la famiglia finita di aperti di X; x X,

{U(1) X Vihter@) U{U(x2) X Vitier(zs) U U{U(Tm) X Viherm)

€ un ricoprimeto finito di X; x Xs.

A questo punto osserviamo che, per ogni £k = 1,2,...,m et € T(zy), 'aper-
to U(xy) x V; & contenuto in qualche aperto della famiglia A, diciamo A 4; di
conseguenza A possiede il sottoricoprimento finito

{Ai(k,t) : k:1,2,...,m;t€T}

e cosi X; x X, & compatto. O

Vediamo ora come la nozione di prodotto di due spazi topologici si generalizza
in modo naturale a quella di prodotto di un numero finito di spazi. Siano (X3, 1),
(X2, 72), ..., (Xn, ™), n > 2, spazi topologici, notazione che manterremo in tutto
il paragrafo, e poniamo

B={A;xAsx - xA, CXyxXox---xX,conAy€r, Ay €m,..., Ay ETn}.

La famiglia B € un ricoprimento di (X, 7), (X2, 72),...,(X,, 7,) e I'intersezione
di due suoi elementi & ancora un elemento di B. Ne segue che B verifica gli as-
siomi delle basi e, quindi (cfr. Proposizione 1.3.27), esiste un’unica topologia su
X; x Xg x --- x X, che ammette B come base. Tale topologia prende il nome
di topologia prodotto di 71,7, ..., 7, e gli aperti della base B si dicono aperti
elementari. Le funzioni

Py, (a1,ag9,...,a,) € X3 X Xog X+ x X, ma;€X;, j=1,2,...,n

prendono il nome di proiezioni e, come nel caso n = 2, risultano continue e
aperte. Inoltre la topologia prodotto é la meno fine tra le topologie su X; x X, X
-+ x X,, per cui risultano continue tutte le proiezioni p,.

OSSERVAZIONE 1.8.13. Siano (X1, 71), (X2, ), (X3, 73) spazi topologici. E facile
provare che le funzioni

((al,ag),ag) - (X1 X XQ) X X3 — (al,ag,ag) - X1 X XQ X X3,
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(CLl, (CLQ,Qg)) € X1 X (XQ X X3) — (04,@2,613) € X1 X XQ X X3,

sono omeomorfismi. Piti in generale, se (X1, 71), (X2, 72), ..., (X,, 7,,) sono spazi
topologici, le funzioni del tipo

(a1, ... a0) (a1, .. a,)) € (X1 X - X Xp) X (Xyp1 X - x X)) =

— <a1,a2,-..,an) €X1 XX2 X oo XXn
sono omeomorfismi -

OSSERVAZIONE 1.8.14. L'Osservazione 1.8.4 si generalizza nel modo seguente.
I1 prodotto cartesiano di n intervalli limitati di R, con la topologia naturale, € un
sottospazio di R", con la topologia naturale, che prende il nome di n—rettangolo.
Nel caso gli intervalli in questione abbiano la stessa lunghezza si parla di n-cubo.
Non e difficile provare che valgono le seguenti proprieta:
e un n—rettangolo prodotto di intervalli aperti (risp. chiusi) & un aperto (risp.
chiuso) di R" e, in questo caso, si parla di n-rettangolo aperto (risp. chiuso);
e gli n-rettangoli aperti costituiscono una base di R™;
e gli n-cubi aperti costituiscono una base di R".
Ne segue che il prodottoR xR x --- x R di R per se stesso n volte é omeomorfo
aR" e un prodotto R" x R* & omeomorfo a R", per ogni h,kconh+k=n. O

Tutte le proprieta e le proposizioni provate nel presente paragrafo per il prodotto
di due spazi si estendono al prodotto di un numero finito di spazi; in particolare:

e vale la proprieta di universalita del prodotto: siano 7" e X, spazi topologici
esiano f; : ' — X, funzioni, j = 1,2,...,n, allora la funzione

h:aeTl — (fl(a),fg(a),...,fn(a)) EXl XX2 X Xn

e continua se, e solo se, ogni f; € continua;

e il prodotto di un qualsiasi numero finito di spazi € connesso se, e solo se, i
singoli fattori sono connessi;

e il prodotto di un qualsiasi numero finito di spazi & compatto se, e solo se, i
singoli fattori sono compatti.

ESERCIZIO 1.8.15. (Un quadrato e una calotta chiusi sono omeomorfi) Sia X il qua-
drato definito da X = {(z,y,0) € R® : —1 < z,y < 1}. Sia Y la semicalotta
chiusa della superficie sferica S* = {(z,y, z) € R* : 2% + y? 4+ 2? = 1} definita da
Y ={(z,y,2) € S* | 2> 0}.Si provi che la funzione

(Z,y,()) GX—>([B,y, V 1—1'2—?}2) ey

€ un omeomorfismo (si tenga presente il cfr. Corollario 1.8.8) O
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1.8.1 Compattezzain R e R"

Nel presente paragrafo supporremo R e R" dotati della topologia naturale.

PROPOSIZIONE 1.8.16. (Teorema di E.Heine e E.Borel) Ogni intervallo chiuso e
limitato [a, b] di R, con la topologia naturale, € compatto.

DIMOSTRAZIONE. Sia A = {4,},c; una famiglia di aperti di R tale che

b A (1.29)

jeJ
e poniamo

X ={z€la,b] : [a,x] C U Ay, T sottoinsieme finito di J } .

teT

Osserviamo che X, contenendo il punto a, € non vuoto. Inoltre, I’estremo supe-
riore y di X, essendo aderente a X (C |[a,b]), & aderente anche ad [a, b] e quindi
appartiene ad [a, b]. Allora, in forza della (1.29), esistono un aperto A; € A con-
tenente y e un ¢ > 0 tale che (y — ¢,y +¢) C A;. Cosi, essendo y aderente a X,
esistono

e unpuntoz € (y — e,y +¢€) NX;
e un sottoinsieme finito /' C [ tale che [a, 2] C U Af

e risulta
la, 2] N (y —e,y+e)=la,y+e) C UAf
feF

da cui

la,b] N [a,y+¢€) C UAf

feF

e

€la,bNja,y+e) = teX; (1.30)

in particolare y € X. Ora, se supponiamo y < b, esiste un punto z € [a,b] con
y < z<y+eequindiz € [a,b]N[a,y+e¢). Allora, in forza della (1.30), z appartiene
a X e cio e assurdo essendo z > y. In conclusione, risulta y = b e 1’asserto e
provato. [

PROPOSIZIONE 1.8.17. In R" risultano compatti i seguenti sottospazi:
e gli n—rettangoli (in particolare gli n—cubi) chiusi;
e gli intorni sferici chiusi;
e le superfici steriche chiuse.
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DIMOSTRAZIONE. In forza delle Proposizioni 1.8.12, 1.8.16, gli n—rettangoli
chiusi sono compatti perché prodotti di intervalli compatti. Gli intorni sferici
chiusi e le superfici sferiche sono chiusi contenuti in n—rettangoli chiusi (provarlo
per esercizio), che sono spazi compatti, e quindi sono compatti in forza della
Proposizione 1.7.11. O

PROPOSIZIONE 1.8.18. (Teorema di E.Heine, S.Pincherle e E.Borel) Un sottoinsieme
Y di R" é compatto se, e solo se, e chiuso e limitato.

N

DIMOSTRAZIONE. Un sottospazio compatto Y di R" & anche chiuso, essendo
R™ uno spazio 75 (cfr. Proposizione 1.7.14), ed e limitato in forza dell’Esempio
1.7.6. D’altra parte, un sottospazio Y chiuso e limitato di R" e contenuto in un
intorno sferico chiuso S, che e compatto (cfr. Esempio 1.8.17). Allora Y, che e
chiuso anche in S, & compatto perché sottospazio chiuso di uno spazio compatto
(cfr. Proposizione 1.7.11). O

ESEMPIO 1.8.19. (GL(n,R) e SL(n,R) non sono compatti) Il complementare del
gruppo lineare GL(n,R) in R™" (con la topologia naturale) & un chiuso perché
controimmagine dello zero nella funzione continua

det : AecR" — detAcR.

Ne segue che GL(n,R) & un aperto e, quindi, non & compatto in forza del prece-
dente risultato. Tra l'altro, GL(n,R) € anche non limitato (dimostrarlo per eser-
cizio). Il gruppo SL(n,R), invece, ¢ un chiuso in quanto controimmagine di 1
nella funzione determinante. Anche questo gruppo non & compatto perche non
limitato. O

PROPOSIZIONE 1.8.20. (Una caratterizzazione dei compatti di R"”) Un sottoinsieme
Y di R" é compatto se, e solo se, ogni suo sottoinsieme infinito possiede almeno
un punto di accumulazione in'Y.

DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi che Y sia compatto, e quindi chiuso (cfr. Propo-
sizione 1.8.18 ), un suo sottoinsieme infinito X ha almeno un punto di accumula-
zione z (cfr. Proposizione 1.7.18 ) erisulta z € X C Y.

Proviamo ora che, se ogni sottoinsieme infinito di " ha almeno un punto di accu-
mulazione in Y, allora Y e limitato e chiuso.

Supponiamo per assurdo Y non limitato e sia y un punto di Y. Per ogni na-
turale positivo n, scegliamo un punto z,, € Y con =, € D,(y) = B,(y), cio¢
d(y, x,) > n, in modo che sia

d<y7 wn+1) > d(y7 wn)
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Allora X = {z),xs,...,x,,...} € un sottoinsieme infinito di Y senza punti di
accumulazione in Y. Infatti, y e i punti «,,, per costruzione, non sono di accumu-
lazione per X. Se, invece, z ¢ un punto di Y \ (X U {y}) e B,(z) un suo intorno
sferico aperto, sia m un intero tale che m > d(y, z) + r. Allora

te B.(z)=d(t,y) <d(t,z)+d(z,y) <r+d(z,y) <m= B.(z) C B,(y),

quindi B,(z) contiene un numero finito di punti di X perché x,,, €,,11,... non
appartengono a B,,(y); di conseguenza z non puo essere di accumulazione per
X in forza della Proposizione 1.4.13. Abbiamo cosi un assurdo e quindi Y e
necessariamente limitato.

Ciresta da provare che Y e chiuso. A tale scopo, se z € un punto di accumulazione
di Y, possiamo costruire una successione infinita {x, } di punti di Y tale che

d(xn, z) < % , d(@pi1,2) < d(xy, 2).
Per costruzione, {x,,} converge a z, che risulta pertanto punto di accumulazione
per l'insieme infinito X = {x;, x,...}. D’altra parte, per ipotesi, X possiede un
punto di accumulazione y in Y. Ora, supponendo per assurdo z # y, consideria-
mo un intorno U di z e uno V di y disgiunti e, poiche da un certo indice in poi
tutti gli z,, appartengono a U, necessariamente V' contiene un numero finito di
punti di X. Cio e assurdo in forza della Proposizione 1.4.13 e quindi y = z. Ne
segue che Y e chiuso. O

1.9 Complementi

1.9.1 Compattificazione di Alexandrov

Per uno spazio topologico X non compatto ¢ di notevole interesse trovare spazi
compatti contenenti un sottospazio omeomorfo a X e, in qualche modo, minimali
rispetto a questa proprieta. A tale scopo si da la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.9.1. (Compattificazione) Siano X e K rispettivamente uno spa-
zio topologico non compatto e uno compatto. Lo spazio K prende il nome di
compattificazione di X se contiene un sottospazio omeomorfo a X e denso in
K. O

ESEMPIO 1.9.2. (Una compattificazione della superficie sferica bucata) Siano 5" una
superficie sferica in R” e P un suo punto. Posto X = 5"\ { P}, si ha subito che S"
€ una compattificazione di X. [
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Esistono diversi tipi di compattificazione di uno spazio non compatto. La pit
semplice si ottiene “aggiungendo” un unico punto allo spazio X di partenza e si
chiama compattificazione di Alexandrov di X.

PROPOSIZIONE 1.9.3. (Compattificazione di Alexandrov) Sia (X, 7) uno spazio to-
pologico non compatto e si ponga:

e X = X U{oo}, dove co denota un elemento non appartenente a X (punto
all’infinito o improprio);

o 7o = {AU{o0}, con X \ A sottospazio chiuso e compatto di X},

o T =7U"Tx.

Allora 7 & una topologia su X e lo spazio (X, 7) & una compattificazione di (X, 7).

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo a provare che 7 verifica gli assiomi degli aperti.
Risulta ), X € 7 perché ) € 7 € 7 e X = X U{oo} (X \ X = 0, che & chiuso e
compatto in X).

Se {T;}ic; € una famiglia di elementi di 7 e A I'unione degli elementi di tale
famiglia, possiamo scrivere

AzUﬂz(Uﬂ)U Uz|=1ur,

el T;eT TigéT

ove

T:UE@eT:UE

T,eT Ti¢7’

e, nell'ipotesi 7" # (),

T=JT=J@u{c}) = [ |J A | Ui}

Ti ¢T Ti QT Ti %T

con X \ A, sottospazio chiuso e compatto di X. D’altra parte, abbiamo che

X\ UA" :m(X\Ai)

Ti¢t Ti¢T

e chiuso in X, in quanto intersezione dei chiusi X \ A4;, ed &€ compatto, in quanto
sottospazio chiuso dei compatti X \ A;; cioe 7" € 7. In definitiva abbiamo provato
che A é del tipo

A=TUUU{oco})=(TUU)U {0},
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con X \ U sottospazio chiuso e compatto di X. Ora, risulta che
X\N(TUU) = (X\T)N(X\U)

e chiuso in X, in quanto intersezione dei chiusi (X \ 7'), (X \ U), ed € compatto,
in quanto sottospazio chiuso del compatto X \ U; cioe A € 7. Resta cosi provato
che I'unione di una famiglia di elementi di 7 appartiene a 7.

Se T, T, sono elementi di 7 & chiaro che 7} N T; appartiene a 7. Se T} = A; U {oo},
Ty, = Ay U {oo} sono elementi di 7 \ 7, possiamo scrivere

TyNTy = (A U{oo}) N (A U {oo}) = (A; N As) U {0}

e X \ (A1 NA,) e un sottospazio chiuso e compatto di X; cioe A;NA; € 7. In modo
analogo sivede che T' N7, € 7sely € T e T, € 7. Abbiamo cosi che 'intersezione
di due elementi di 7 appartiene a 7 e con cio resta provato che 7 & una topologia
suT.

Osserviamo esplicitamente che I'immersione z € X — z € X risulta continua e
da cid segue che ogni sottospazio compatto di X & tale anche in X . Inoltre, X non
& chiuso in X perche

X\ X = {oo} = {0 U {c0}}

e X \ ) = X non & compatto in X. Ne segue che X & denso in X.

Possiamo ora provare che X & compatto. A tale scopo consideriamo un ricopri-
mento U = {T}};c; di aperti di X esiaT; = AU {co} un elemento di I contenente
00. Poiché X \ A & un sottospazio compatto di X, esiste un suo ricoprimento finito
U CUe{A;} UL C U eun ricoprimento finito di X. O

ESEMPIO 1.9.4. (Compattificazione di Alexandrov di R") Nello spazio euclideo R" !
consideriamo una sfera S™ e un suo punto P. Non e difficile rendersi conto che
la compattificazione di Alexandrov di S™ \ { P} & omeomorfa a S™. Allora, tenen-
do presente che S \ {P} € omeomorfo a R" (per esempio mediante la proiezio-
ne stereografica descritta nell’Esempio 1.9.4), si ha che la compattificazione di
Alexandrov di R" é omeomorfa a S™. O

1.9.2 Prodotti di famiglie di spazi

Ricordiamo che, se {X},c; € una famiglia di insiemi, si definisce prodotto della
famiglia, e si denota con [[;_; X;, 'insieme delle funzioni

f:J—>UXj, con f(j) € X;, perogni j € J.

jed
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Se, per ogni j € J, risulta f(j) = a;, la funzione f si denota con {q;},c; 0 pitt
semplicemente con {a;}. Per ognii € J, la funzione

Di - {CL]'} € HXJ — a; € Xz
JjeJ

si chiama i—ma proiezione. Osserviamo che, se tutti gli X, sono uguali ad un
fissato insieme T, allora il prodotto []._, X; coincide con l'insieme T di tutte le
funzionidi Jin 7.

jeJ

Se {(Xj,7;)}jes € una famiglia di spazi topologici, non é difficile provare che la

famiglia di sottoinsiemi di [ [, ; X; definita da

B= { N pf(Af)} : (1.31)

fer

al variare di Ay in 7, e di F tra i sottoinsiemi finiti di J, verifica gli assiomi delle ba-
si. Si ha infatti che B & un ricoprimento di [ [ ; X; e I'ntersezione di due elementi
di B e ancora un elemento di B. Ha quindi ha senso la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.9.5. (Prodotto di una famiglia di spazi) Sia {(Xj, 7;) } e una fami-
glia di spazi topologici e B la famiglia di sottoinsiemi di [[,.; X; definita dalla
(1.31). L'unica topologia 7 su [];.; X; per cui B ¢ una base prende il nome di
prodotto delle topologie 7; e lo spazio topologico ([[,c; X;, 7) si dice prodotto
degli spazi (X, 7;). O

Come nel caso di un prodotto finito, la topologia prodotto T é la meno fine tra le
topologie su [[,_; X; per cui risultano continue tutte le proiezioni p;.
Le proprieta e le proposizioni provate nei precedenti paragrafi per il prodot-
to di due spazi topologici si estendono al prodotto di una famiglia di spazi; in
particolare:
e vale la proprieta di universalita del prodotto: siano 7" uno spazio topologi-
co, {X,};es una famiglia di spazi topologici e siano f; : 7" — X, funzioni,
j € J, allora la funzione

h:aeT —{aj}jes € HXj
jeJ
e continua se, e solo se, ogni f; € continua;
e il prodotto di una famiglia di spazi & connesso se, e solo se, i singoli fattori
SONO connessi;

e (Teorema di A.N.Tychonoff) il prodotto di una famiglia di spazi & compatto
se, e solo se, i singoli fattori sono compatti.
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ESEMPI 1.9.6. Gli esempi che seguono sono casi particolarmente interessanti di
topologie su [],., X; = T”, nell'ipotesi che tutti gli X; siano uguali ad un fissato
spazio topologico T'.
e Quando J = NT si ottiene una topologia sull’insieme delle successioni degli
elementi di 7.
e Per J =NeT = [0, 1], lo spazio che si ottiene si chiama cubo di Hilbert.
e Per J uguale ad un intervallo [a.b] di R e 7" = R si ottiene una topolo-
gia sull’insieme delle funzioni di [a,b] in R che si chiama topologia della
convergenza puntuale. O

1.10 Quozienti

Ricordiamo che, se f : X — Y & un’applicazione tra due insiemi X e Y, la
relazione ~ definita da

a.beX, armsb & fla)=fb) (1.32)

e di equivalenza su X e si dice associata ad f. La classe di equivalenza di un
elemento a € X rispetto a ~ sara denotata con [a]f, 0 semplicemente con [a] se
non vi e luogo ad equivoci. Denoteremo, inoltre, con 7 la proiezione canonica
di X su X/ ~, cioe la funzione suriettiva definita da 7¢(a) = [a];, per ogni a € X.
E ben noto che la funzione

wr : lalp € X/ ~p — fla) € f(X)
e biunivoca ed e I'unica che rende commutativo il diagramma

X f

f(X)

- (1.33)

vr
X/ ~x

cioe f(a) = ¢s(ms(a)), per ogni a € X. Inoltre, se ~ € una relazione di equi-
valenza su X, [a] la classe d’equivalenza dell’elemento a € X e ~;, la relazione
d’equivalenza associata alla proiezione canonica

T:a€X —[a) € X/ ~, (1.34)

le due relazioni ~ e ~, coincidono. Nel seguito, se T' & un sottoinsieme di X,
I'immagine 7(7") di 7" in 7 si dira proiezione di T'.
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I richiami precedenti mostrano che assegnare una funzione suriettiva f tra due
insiemi X eY equivale ad assegnare su X la relazione d’equivalenza ~; (1.32).
In questa situazione, Y si puo identificare col quoziente di X rispettoa ~¢ e f con
la proiezione canonica di X su questo quoziente. Questa osservazione giustifica
la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.10.1. (Topologia quoziente) Siano (X, 7) uno spazio topologico, Y’
un insieme e f : X — Y una funzione suriettiva. La famiglia

7 ={T CY taleche f/(T) € 7}

€ una topologia su Y (cfr. Esempio 1.3.13), che prende il nome di topologia quo-
ziente di X rispetto a f. Lo spazio topologico (Y, 7¢) si chiama spazio quoziente
e si denota anche con X/f. Se ~ e una relazione d’equivalenza sui punti di X,
la topologia quoziente 7, di X rispetto alla proiezione canonica 7 : X — X/ ~
prende il nome di topologia quoziente di X rispetto a alla relazione ~ e lo spazio
topologico (X/ ~, 1) si chiama spazio quoziente. O

Osserviamo esplicitamente che, se ~ & una relazione d’equivalenza sui punti del-
lo spazio topologico X e 7 : X — X/ ~ la proiezione canonica, un sottoinsieme

A dello spazio X/ ~ é aperto nella topologia quoziente se, e solo se, T~ '(A) é
un aperto di X.

OSSERVAZIONE 1.10.2. Siano X uno spazio topologico 7}, z un suo punto non
aperto e ~ la relazione d’equivalenza su X che identifica i punti di X \ {z}. Lo
spazio quoziente X/ ~ contiene esattamente due punti ed € dotato della topolo-
gia con tre aperti, che non e 7. Questo esempio mostra che in generale gli assiomi
di separazione non si conservano nel passaggio al quoziente. [

PROPOSIZIONE 1.10.3. Siano (X, 7) uno spazio topologico, f : X — Y una fun-
zione suriettiva di X su un insieme Y, 7y la topologia quoziente di X rispettoa f e
7, la topologia quoziente di X rispetto alla relazione ~ . Allora, con riferimento
al seguente diagramma commutativo

(X,7)

(Y, 7y)

. (1.35)

Pf

(X/ ~ps Try)

si ha che f e m; sono continue e p; € un omeomorfismo.
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DIMOSTRAZIONE. Le funzioni f e 7y sono continue per definizione: le contro-
immagini in f degli aperti di Y e quelle in 7 degli aperti di X/ ~ sono aperti in
X. La funzione ¢y € biunivoca perche f e suriettiva. Ora, se A ¢ un aperto di Y,
f7!(A) & un aperto di X e, essendo

F7HA) = (promp) H(A) = (r7 ' 0 07 )(A) = 77 (¢ ' (A))

abbiamo che ¢~ !(A) & un aperto di X/ ~ e ¢ & continua. Infine, se T' & un aperto
di X/ ~¢, n;'(T) @ un aperto in X e, essendo

F s (1)) = (75" o 5 ) p(T)) = 7 {(T)

abbiamo che ¢¢(7') € un aperto di Y e ¢y € aperta. Resta cosi provato che ¢ & un
omeomorfismo. O

PROPOSIZIONE 1.10.4. Sia f : X — Y una funzione suriettiva. Allora f é conti-
nua tra gli spazi topologici (X, 1) e (Y, o) se, e solo se, la topologia o di Y & meno
tine della topologia quoziente 7;. Ne segue che 7; € la pit1 fine tra le topologie su
Y che rende f continua rispetto a (X, 7). O

DIMOSTRAZIONE. Sia f : (X,7) — (Y,0) continua. Allora la controimmagine
/7(A) di un aperto A di (Y, o) & un aperto di (X, 7) e, quindi, A & un aperto nella
topologia quoziente, cioe o < 7. Viceversa, se o < 7y, un aperto A in o € anche un
aperto in 77 e, quindi, f~!(A) & un aperto in 7. Ne segue che f & continua rispetto
a o e l'asserto e provato. O

ESEMPIO 1.10.5. (Le proiezioni non sono in generale né aperte né chiuse) In R con
la topologia naturale consideriamo la relazione d’equivalenza ~ che identifica i
punti dell’intervallo [0, 1), cioe

a,beX, a~b & a=b o a,be|0,1).

E chiaro che il sostegno dello spazio quoziente X/ ~ pud identificarsi con l'insie-
me (—o00,0)U{y}U[1, +00), ove y rappresenta la classe d’equivalenza [0, 1) e ogni
punto di (—oo,0) U [1, +00) coincide con la propria classe d’equivalenza. Ora, se
7 & la proiezione canonica di R su R/ ~, la controimmagine 7 !(y) = [0,1) non
€ né aperta né chiusa in R e, quindi, y non & né aperto né chiuso in R/ ~ . D’al-
tra parte, (0,1) e [0, 3] sono rispettivamente un aperto e un chiuso di X e risulta
7((0,1)) = 7[0, 3] = y. Cosi 7 non & né aperta né chiusa. O
Ricordiamo che, data una funzione suriettiva f : X — Y fra due insiemi X e Y,

e un sottoinsieme S di X si dice saturo, rispetto a f, se risulta S = f~!f(9),
cioe se risulta unione di classi d’equivalenza rispetto alla relazione ~ ;
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e se T C X, il sottoinsieme saturo f~'f(T) (2 T) si dice saturazione di T
(rispetto a f).

Analogamente, se ~ & una relazione d’equivalenza su X, un sottoinsieme S di X
si dice saturo, rispetto a ~, se € unione di classi di equivalenza, cioe se e saturo
rispetto alla proiezione canonica 7 di X su X/ ~ .

DEFINIZIONE 1.10.6. (Identificazioni) Una funzione continua e suriettiva tra due
spazi topologici f : (X, 7) — (Y, o) prende il nome di identificazione se o coinci-
de con la topologia quoziente 7y di X rispetto a f. O

PROPOSIZIONE 1.10.7. (Identificazioni e aperti saturi) Sia f : (X,7) — (Y, 0) un’i-
dentificazione e denotiamo con Ay I'insieme degli aperti saturi di X. Allora, per
ogni aperto saturo A di X, I'immagine f(A) e un aperto di Y e la funzione

F:AcAy - f(A)eo

é biunivoca. In altre parole, gli aperti di Y sono tutti e soli le immagini in f
degli aperti saturi di X. Equivalentemente, se ~ e una relazione di equivalenza
sui punti di (X, 7), gli aperti dello spazio quoziente X/ ~ sono tutte e sole le
proiezioni degli aperti saturi di X.

DIMOSTRAZIONE. Se A & un aperto saturo di X, risulta A = f~!(f(A)) e dalla
definizione di topologia quoziente segue che f(A) & unaperto di Y. La funzione F
& suriettiva perche, per ogni aperto 7' di Y, risulta f~*(T) = f~'(f(f~'(T))), cioe
f7YT) & un aperto saturo di X tale che F(f~(T)) = f(f~'(T)) = T. La funzione
F e anche iniettiva perche, se A, B sono aperti saturi di X tali che F/(A) = F(B),

risulta A = f71(f(A)) = [FY(F(4) = f[Y(F(B)) = f'(f(B)) = B. O

OSSERVAZIONE 1.10.8. Se X e uno spazio topologico e X/ ~ un suo quozien-
te, possono esistere aperti non saturi di X la cui immagine e un aperto di X/~,
come mostra I’esempio che segue. In X = [—1, 1] con la topologia naturale consi-
deriamo la relazione d’equivalenza ~ che identifica i punti dell’intervallo (-1, 1)
simmetrici rispetto a 0, cioe

a,be X, a~b & a=b o a=-b, se —1<a,b<1.

E chiaro che il sostegno dello spazio quoziente X/ ~ puo identificarsi con I'in-
sieme {—1} U [0, 1], ove ogni punto a € (0, 1) rappresenta la classe d’equivalenza
{—a,a} e—1,0,1sono le classi d’equivalenza rispettivamente di —1, 0, 1. Ora, l'in-
tervallo (3, 1) & un aperto non saturo di X erisulta 7((3,1)) = (3, 1). D’altra parte,
7 Hm((3,1])) = (=1,—3) U (3,1) @ un aperto di X e, quindi, 7((3,1)) & un aperto

di X/ ~ . 0
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ESERCIZIO 1.10.9. (Identificazioni e chiusi saturi) Sia f : (X,7) — (Y,0) un'i-
dentificazione e denotiamo con C(Y) e C; rispettivamente 1'insieme dei chiusi
di Y e quello dei chiusi saturi di X. Provare che, per ogni chiuso saturo C' di X,
I'immagine f(C) € un chiuso di Y e la funzione

F:CelC — f(C)ecC(Y)

e biunivoca. In altre parole, i chiusi Y sono tutte e sole le immagini in f dei chiusi
saturi di X. Equivalentemente, se ~ & una relazione di equivalenza sui punti di
(X, 7), 1 chiusi dello spazio quoziente X/ ~ sono tutte e sole le proiezioni dei
chiusi saturi di X. O

ESERCIZIO 1.10.10. (Identificazioni e omeomorfismi) Sia f : X — Y un’applicazio-
ne tra due spazi topologici. Provare che f & un omeomorfismo se, e solo se, f e
un’identificazione biunivoca e aperta (chiusa). O

ESEMPIO 1.10.11. (Contrazione a un punto di un sottospazio) Siano X uno spazio
topologico, Y C X un suo sottospazio e ~y la relazione d’equivalenza definita
da

a,beX, a~yb<s a=b o a,beyY. (1.36)

Lo spazio quoziente X /~y, che si denota con X/Y, prende il nome di contrazione
ad un punto del sottospazio Y e il sostegno di tale spazio puo identificarsi con
I'unione di X \ Y e di un punto y (corrispondente alla classe d’equivalenza Y).
Serm: X — X/Y ela proiezione canonica di X sul quoziente, risulta 7(a) = a, se
a¢ Y, en(a) =y,sea cY,perognia € X.Nesegue che gli aperti (i chiusi) saturi
di X sono tutti e soli quelli che risultano ad intersezione vuota con Y e quelli che
contengono Y. Allora gli aperti (i chiusi) di X/Y = XU{y} sono gli aperti (i chiusi)
di X ad intersezione vuota con Y e gli insiemi del tipo (A\ Y)U{y}, con A aperto
(chiuso) di X contenente Y. Da quanto appena osservato segue che, se Y e aperto
(chiuso) in X, il punto y € X/Y e un aperto (chiuso) nella topologia quoziente.
Per esempio, nel quoziente R/(0, 1) il punto corrispondente alla proiezione di
(0,1) & aperto e nel quoziente R/[0, 1] il punto corrispondente alla proiezione di
[0, 1] & chiuso. O

ESERCIZIO 1.10.12. Sia f : X — Y una funzione continua e suriettiva fra gli spazi
topologici X, Y. Provare che:
e se I'immagine f(A) di ogni aperto saturo A di X & un aperto di Y allora f e
un’identificazione;
e se f e aperta (o chiusa) e un’identificazione. Il

PROPOSIZIONE 1.10.13. (Universalita del quoziente) Siano X, Y, T spazi topologi-
ci, f : X — Y un’identificazione e g : Y — T una funzione. Allora go f é continua
se, e solo se, g é continua.
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DIMOSTRAZIONE. La composizione di due funzioni continue & continua e cosi,
se g € continua, g o f € continua. Ora, se assumiamo g o f continua, anche g ¢
continua perche, per ogni aperto A di T,

(go /)~ (A) = (fTog™)(A) = (g (A))
& un aperto di X e, quindi, g7'(A) & un aperto di Y. O

PROPOSIZIONE 1.10.14. (Omeomorfismi di quozienti) Siano X, Y spazi topologici,
f: X — Y un omeomortismo e ~x,~y relazioni d’equivalenza rispettivamente
su X eY. Allora, se vale la proprieta

a,be X, a~xb & f(a) ~y f(b)
la funzione

F:lale X/ ~x— [f(a)] €Y/ ~y
& un omeomorfismo. []
DIMOSTRAZIONE. Siano mx e 7y le proiezioni canoniche di X e Y rispettiva-
mente su X/ ~x e Y/ ~y . La funzione 7y o f € continua perche composizione

di due funzioni continue. Allora, per il teorema di universalita del quoziente,
risultando F o ry = 7y o f,la F' & continua. Se a,b € X, risulta

F(la]) = F(Ib) < [f(a)] = [f(0)] & fla) ~y f(b) & a~x b a] = [0],

cioe F' e iniettiva. Se [y] € Y, esiste x € X tale che f(z) = ye F([z]) = [f(z)] =[],
cioe F & suriettiva. La funzione 7y o f~! & continua perché composizione di due
funzioni continue. Allora, per il teorema di universalita del quoziente, risultando
Flom = mx o f! l'inversa F~! di I & continua. In conclusione, F' & un

omeomorfismo. ]
X ! Y X ! Y
FO7TX
X Ty X Y
Fﬁloﬂy
X/ rox—Y[ oy X[ x <~ Y] oy

Figura 1.14: Proposizione 1.10.14

Ricordando che la connessione e la compattezza si conservano per continuita
e che la proiezione canonica di uno spazio topologico su un suo quoziente &
continua, si ha subito la seguente proposizione.
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PROPOSIZIONE 1.10.15. Un quoziente di uno spazio connesso é connesso. Un
quoziente di uno spazio compatto & compatto.

Ricordiamo che assegnati due insiemi X e Y, una relazione d’equivalenza ~ su X
e una funzione f : X — Y, si dice che f passa al quoziente, o che ¢ compatibile
con ~, se ¢ verificata la proprieta

a,be X, a~b = f(a)= f(b) (1.37)
e, in questo caso, risulta ben definita la funzione (associata a f)

F:lade X/~ — fla)eY
cioe f = F o, ove 7 ¢ la proiezione canonica di X sul quoziente X/ ~ .

PROPOSIZIONE 1.10.16. Siano X,Y spazi topologici, ~ una relazione d’equiva-
lenzasu X e f : X — Y una funzione compatibile con ~ . Allora f e continua se,
e solo se, é continua la funzione F' : [a] € X/ ~— f(a) € Y associata a f.

DIMOSTRAZIONE. E unimmediato corollario della proprieta di universalita del
quoziente. ]

X/ ~
Figura 1.15: Proposizione 1.10.16

ESEMPIO 1.10.17. ((S' x I)/(S" x {1}) @ omeomorfo a D?) Siano X = S!' x I, A =
St x {1} e consideriamo la contrazione ad un punto di A (cfr. Esempio 1.36)
con la relativa relazione d’equivalenza ~ 4 su X (cfr. Esempio 1.36). La funzione
suriettiva e continua (cfr. Corollario 1.8.8) f : X — D? definita da

f(I,y,t) :((1_t)x7(1_t)y) ) ($7y> 6817 tel

e compatibile con la relazione d’equivalenza su ~4 perche iniettiva su X \ A e
f(A) = (0,0). Pertanto resta ben definita la funzione continua (cfr. Proposizione
1.10.16)

F o [(v,y,t)] € X)Y — f(x,y,t) € D*,

che, essendo f suriettiva, risulta biunivoca. Allora, dalla compattezza di X segue
che f € un omeomorfismo (cfr. Proposizione 1.7.21). O
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1.10.1 Esempi

Ricordiamo che, posto
I = [0, 1] = intervallo unitario chiuso di R,
R"™ = spazio euclideo n—dimensionale,
St ={x € R": |x| = 1} = superficie sferica unitaria di dimensione n — 1,
D" = {x € R": |x| < 1} = sfera unitaria chiusa di dimensione n,
B™ = {x € R" : |z| < 1} = sfera unitaria aperta di dimensione n,

con la topologia indotta da quella naturale di R e R", a seconda del caso, risulta:

Bi—D'. D'—DB", DB"—=0D"—S"".

ESEMPIO 1.10.18. (I/{0,1} & omeomorfo a S') Posto X = I = [0, 1] con la topologia
naturale, Y = o/ = {0, 1}, consideriamo la contrazione ad un punto di ¥ con
la relativa relazione d’equivalenza ~y su X (cfr. Esempio 1.36) e la funzione
continua (cfr. Corollario 1.8.8)

f:te0,1] — (cos2nt,sen2rt) € S*.
Osserviamo che, risultando f(0) = f(1), & ben definita la funzione
F:lae XY — f(a) €S,

per la quale risulta f = F o 7, ove 7 € la proiezione canonica di X su X/Y.

La funzione F' & biunivoca, perché f e suriettiva, ed & continua per la proprieta
di universalita del quoziente. Ora, X/Y e compatto, perché immagine continua
mediante 7 dello spazio compatto X, e S* & Ty; quindi F' & un omeomorfismo (cfr.
Proposizione 1.7.21) tra X/Y e S*.

X St

X/Y

Notiamo che allo stesso risultato si puo arrivare anche provando che f € un’iden-
tificazione e usando la Proposizione 1.10.3. A tale scopo, essendo f continua e
suriettiva, basta far vedere che gli aperti di S*, cioe le unioni di archi aperti di S*,
sono tutti e soli le immagini in f degli aperti saturi di [0, 1]. Gli aperti saturi di
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[0, 1] sono:

(a) le unioni di intervalli aperti contenuti in (0, 1),

(b) le unioni di intervalli aperti contenuti in (0, 1) unite ad un insieme del tipo
[0,¢] U (1 —¢,1],t > 0, contenuto in [0, 1]

e le immagini in f di questi insiemi sono tutti e soli gli archi aperti di S*. Si ha
cosi che f e un’identificazione.

E da osservare che la restrizione di f a (0, 1], pur essendo biunivoca, non & un
omeomorfismo perche, per esempio, (3,1] € aperto in X ma f((3,1]) non & aperto
in S'. O
ESEMPIO 1.10.19. (D"/S"~! & omeomorfo a S”) Generalizzando il risultato dell’E-
sempio 1.10.18, si ha che in D" la contrazione ad un punto della sua frontiera
0D" = S*~1 & omeomorfa a S™. Infatti, la funzione

fit=(t1,ty,...1,) € D" — f(t) € S"*

definita da

assume lo stesso valore sui punti di S"! e si puod provare che & un’identifica-
zione. In particolare, se in un cerchio chiuso del piano si contrae ad un punto
la circonferenza che lo delimita, si ottiene uno spazio omeomorfo alla superficie
sferica S? in R? (per una dimostrazione si veda [8], pag. 76). [

ESEMPIO 1.10.20. (Il cilindro) In R? il quadrato {(z,y) € R? : 0 < z,y < 1} pud
identificarsi con il prodotto I x I. Definiamo cilindro (topologico) un qualsiasi
spazio topologico omeomorfo al cilindro circolare retto di R?

{(z,y,t) ER® : 22+ =1, 0<t<1}=8"x1.
E possibile provare che la funzione
f:(zy) €l xI — (cos2ma,sin2rr,y) € S' x I

e un’identificazione (cfr. [8], pag. 78) e, di conseguenza, il quoziente (I x I)/f &
omeomorfo al cilindro S* x I.
®e—  ©

Figura 1.16: 1l cilindro
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Da notare che nella relazione d’equivalenza ~ sui punti del quadrato / x I, il
punto (0, y) viene identificato col punto (1, y), per ogni y € I, e ogni altro punto &
equivalente solo a se stesso. O

ESEMPIO 1.10.21. (Il nastro di Mobius) Si chiama nastro di Mébius un qualsiasi
spazio topologico omeomorfo al sottospazio M di R? i cui punti

P(s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s,t)),
con 0 < s,t <1, sono definiti da

(s, t) = cos2ms + (t — 1) sin s cos 27s,
y(s,t) = sin27s + (t — 3) sinwssin 27s,
z(s,t) = (t — 3) cosms .
E da osservare che M risulta una superficie algebrica del terzo ordine con equa-
zione
y — 2’y — P 4+ 22 + 20%2 + 272 —y2® = 0.

Analogamente a quanto osservato nell’Esercizio 1.10.20 & possibile provare che
la funzione
fi(s,t)yelxI — P(s,t)eM

e un’identificazione e, di conseguenza, il quoziente (I x I)/f € omeomorfo ad un
nastro di Mobius.

Figura 1.17: Il nastro di Mobius

Da notare che nella relazione d’equivalenza ~ sui punti del quadrato / x I, il
punto (0,t) viene identificato col punto (1,1 — t), per ogni ¢t € I, e ogni altro
punto & equivalente solo a se stesso. E possibile provare che il nastro di Mobius
non si pud immergere in R? senza autointersezioni. O

ESEMPIO 1.10.22. (Il toro) Si chiama toro un qualsiasi spazio topologico omeo-
morfo al sottospazio T di R? i cui punti

P(s,t) = (2(s,1), y(s,1), 2(s, 1)),

con 0 < s,t < 1, sono definiti dalle equazioni parametriche
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x(s,t) = (24 cos 2ms) cos 27t
y(s,t) = (2 + cos2ms) sin 27t
z(s,t) = sin27s.

E da osservare che T ha equazione cartesiana

(Vo2 +9y2 -2+ —-1=0.

Inoltre, ricordando che S* = {(cos 2wy, sin2mp) € R? : 0 < p < 1}, si ha che la
funzione

((cos 2ms, sin 27s), (cos 27t, 2w sint)) € ST x St — P(s,t) € T

& un omeomorfismo tra il prodotto S* x S' di due circonferenze e il toro T.

Analogamente a quanto osservato nell’Esercizio 1.10.20 e possibile provare che
la funzione
fi(s,t)elxI — P(s,t)eT

e un’identificazione e, di conseguenza, il quoziente (I x I)/f € omeomorfo ad un
nastro di Mobius. Da notare che nella relazione d’equivalenza ~ sui punti del
quadrato / x I, il punto (0, ¢) viene identificato col punto (1,1), il punto (s, 0) col
punto (s, 1), per ogni s, ¢ € I, e ogni altro punto e equivalente solo a se stesso.

e — -0

b ] ; 1
a U @ a

Figura 1.18: 1l toro

Notiamo che se @ = 7(a) € il punto del toro proiezione di un punto a interno
al xIeU = Ba) un intorno circolare aperto di a contenuto nell'interno di
I x I, allora U & un aperto saturo, cosi 7(U) = U & un aperto del toro contenente
a. Se, invece, ¢ = {a,a'} = w(a) = w(a’) & il punto del toro proiezione dei
punti @, a’ sulla frontiera di / x I, esiste un € > 0 taleche A = B.(a) N (I x I) e
A" = B.(a')N(I x I) siano due semicerchi aperti contenutiin / x/ eV = AUA’ e un
aperto saturo di / x /. Allora la proiezione (V') & un aperto del toro contenente
x ed e facile rendersi conto che & omeomorfo ad un intorno circolare aperto di R?
(cfr. Figura 1.18). In ogni caso, quindi, un punto del toro appartiene ad un aperto
omeomorfo ad un cerchio aperto di R?. O
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ESEMPIO 1.10.23. (La bottiglia di Klein) Sul quadrato I x I si consideri la relazione
d’equivalenza ~ che sulla frontiera di / x [ identifica il punto (0,y) col punto
(1,y), il punto (z,0) col punto (1 — z, 1), per ogni x,y € I, e lascia equivalente
solo a se stesso ogni punto interno a I x I. Lo spazio quoziente (/ x I)/ ~ prende
il nome di bottiglia di Klein. Con ragionamento analogo a quello fatto per il toro
si vede che un punto qualsiasi della bottiglia di Klein appartiene ad un aperto
omeomorfo ad un cerchio aperto di R?. E possibile provare che la bottiglia di
Klein non si pud immergere in R® senza autointersezioni: nella Figura 1.19 &

mostrata una sua rappresentazione in R®. O]
o~ o

b eeai AT
‘ L

LLIE <H.HJ‘,

a a STy ﬁl} ’\ SRR

3 A4 b
avave ARAT
S

Figura 1.19: La bottiglia di Klein

ESEMPIO 1.10.24. (Il piano proiettivo (reale)) Sulla superficie sferica S? si conside-
ri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di punti diametralmente
opposti, cioe:  ~ y se, e solo se, y = —x. Lo spazio quoziente RP? = S?/ ~
prende il nome di piano proiettivo (reale). Con ragionamento analogo a quello
fatto per il toro si vede che un punto qualsiasi del piano proiettivo appartiene ad
un aperto omeomorfo ad un cerchio aperto di R*.

Sulla semicalotta chiusa di S?

X ={(z,y,2) € S* | >0}

si consideri la relazione d’equivalenza ~x (indotta su X dalla relazione ~ su S?)
che sulla sua frontiera

St ={(z,y,0) | 2> +y* =1}

identifica il punto (z,y, 0) col punto (—z, —y, 0) e lascia equivalente solo a se stes-
so ogni punto interno a X. Per costruzione, lo spazio quoziente X/ ~x é omeo-
morfo a RP? = S5?/ ~. Osserviamo che la funzione (z,y,2) € X — (z,y,0) € D?
e, come subito si verifica, un omeomorfismo che lascia unito ciascun punto di S L
Ne segue che, se si quozienta D? rispetto alla relazione d’equivalenza ~ che iden-
tifica il punto (z,y,0) col punto (—xz, —y,0) e lascia equivalente solo a se stesso
ogni punto interno a D?, si ottiene uno spazio omeomorfo a X / ~x . Siha cosi
che
RP? = 5%/~ ~ X/ ~x ~D?/ ~.
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D’altra parte sappiamo anche che X ¢ omeomorfo al quadrato I x I (cfr. Esercizio
1.8.15) e quindi X/ ~y & omeomorfo al quoziente di / x I rispetto alla relazione
d’equivalenza ~ che sulla frontiera di / x [ identifica il punto (0,y) col punto
(1,1 —y), il punto (z,0) col punto (1 — z, 1), per ogni z,y € I, e lascia equivalente
solo a se stesso ogni punto interno a / x . Abbiamo cosi che lo spazio quoziente
I x I/ ~ & omeomorfo a RP2.

Un altro modo per definire il piano proiettivo ¢ il seguente. In R? \ {0} si con-
sideri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di vettori proporzio-
nali (appartenenti cioe¢ ad uno stesso sottospazio vettoriale di dimensione uno)
e si costruisca lo spazio quoziente (R* \ {0})/ ~ . E chiaro che gli elementi di
(R*\ {0})/ ~ sono i sottospazi vettoriali di dimensione uno privati del vettore
nullo e che questi possono identificarsi con le rette di R? per 1'origine. Ora se, per
ogni retta ¢ contenente 'origine, denotiamo con {x,, —x,} l'insieme dei due punti
che la retta ¢ ha in comune con la sfera S?, la funzione

Le®N\{0V)/~ — {x—x} € RP> =52/ ~

risulta un omeomorfismo tra lo spazio quoziente (R*\ {0})/ ~ e il piano proiet-
tivo RP?.
Con riferimento all’ultimo modello di RP?, se V;, V; sono sottospazi vettoriali di
R? rispettivamente di dimensione 1,2, le immagini di V; \ {0} e V3 \ {0} me-
diante la proiezione canonica p : R*\ {0} — RP? prendono rispettivamente il
nome di punto e retta. Osserviamo esplicitamente che un punto ¢ esattamente
un elemento di RP?. I punti e le rette di RP? verificano le seguenti proprieta:

e due punti distinti di RP? appartengono ad un’unica retta;

e due rette distinte di RP? hanno esattamente un punto in comune.

E possibile provare che il piano proiettivo non si pud immergere in R? senza
autointersezioni: nella Figura 1.20 & mostrata una sua rappresentazione in R*. [J

Figura 1.20: Il piano proiettivo reale

ESEMPIO 1.10.25. (Gli spazi proiettivi (reali)) Sulla superficie sferica S™ si conside-
ri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di punti diametralmente
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opposti. Lo spazio quoziente RP" = S"/ ~ prende il nome di spazio proiettivo
(reale) di dimensione n. E chiaro che nel caso n = 2 si ottiene esattamente il piano
proiettivo definito nell’esempio precedente. Nel caso n = 1 lo spazio RP! si chia-
ma retta proiettiva (reale).

Anche per gli spazi proiettivi possiamo mostrare un secondo modello. In R™*! \
{0} si consideri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di vettori
proporzionali (appartenenti cioé ad uno stesso sottospazio vettoriale di dimen-
sione uno) e si costruisca lo spazio quoziente (R"*! \ {0})/ ~ . E chiaro che gli
elementi di (R"*! \ {0})/ ~ sono i sottospazi vettoriali di dimensione uno pri-
vati del vettore nullo e che questi possono identificarsi con le rette di R"™! per
'origine. Ora se, per ogni retta ¢ contenente 1'origine, denotiamo con {x,, —x,}
I'insieme dei due punti che la retta ¢ ha in comune con la sfera S™ C R* la

funzione
(e (R"™\{0})/ ~ — {=z),—x,} cPR"=85"/ ~

risulta un omeomorfismo tra lo spazio quoziente (R"*' \ {0})/ ~ e lo spazio pro-
iettivo RP".

Con riferimento all’ultimo modello di PR", se V,,1; € un sottospazio vettoriale
di R"* di dimensione m + 1, I'immagine S,, di V41 \ {0} mediante la proie-
zione canonica p : R"™' \ {0} — RP" prende il nome di sottospazio proiettivo
di dimensione m. I sottospazi proiettivi di dimensioni 0,1,2,n — 1 si chiama-
no rispettivamente punti, rette, piani, iperpiani. Riportiamo di seguito alcune
proprieta di PR™:

e due punti distinti di RP" appartengono ad un’unica retta;

e un sottospazio proiettivo di dimensione m < n e un punto di RP" che
non si appartengono sono contenuti in un unico sottospazio proiettivo di
dimensione m + 1;

e un iperpiano e un sottospazio proiettivo m—dimensionale che non si ap-
partengono di RPP" s’intersecano in un sottospazio proiettivo di dimensione

m — 2;
e ogni sottospazio proiettivo di dimensione m di RP" € omeomorfo allo spa-
zio proiettivo RP™. O

ESERCIZIO 1.10.26. (RP! e S! sono omeomorfi) Provare che la retta proiettiva reale
e una circonferenza sono spazi omeomorfi. [

1.11 Superfici topologiche

La superficie sferica S?, con la topologia indotta da quella naturale di R?, non &
omeomorfa a R? : S? & uno spazio compatto a differenza di R*. Nonostante ciod S*
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si pud ricoprire con aperti ciascuno dei quali @ omeomorfo a R? : basta prendere,
per esempio, i complementari di due suoi punti distinti. La stessa proprieta e
verificata anche dal toro, dalla bottiglia di Klein e dal piano proiettivo reale, come
gia osservato negli Esempi 1.10.22, 1.10.23, 1.10.24. In modo del tutto informale
possiamo dire che se ci limitiamo ad osservare questi spazi nelle vicinanze di un
punto li percepiamo “piatti” e “somiglianti” al piano euclideo, mentre, visti nella
loro globalita, possono avere le forme le pit svariate. Gli spazi topologici, che
come gli esempi precedenti hanno la proprieta di essere “localmente” omeomorfi
a R?, prendono il nome di superfici topologiche.

DEFINIZIONE 1.11.1. Uno spazio topologico X si dice superficie topologica se ¢
connesso, di Hausdorff, a base numerabile e tale che, per ogni punto a € ¥, esiste
un intorno aperto di @ omeomorfo ad un cerchio aperto di R? (e quindi a R?). [

ESERCIZIO 1.11.2. Provare che ogni punto di una superficie topologica appartie-
ne ad un intorno chiuso omeomorfo a D? (cerchio chiuso di R?). O

ESEMPI 1.11.3. R? e tutti i suoi sottospazi aperti e connessi sono chiaramente
esempi di superfici topologiche. I sottospazi non aperti di R* non sono superfici
topologiche. Altri esempi di superfici topologiche sono: la superficie sferica S?,
il toro, la bottiglia di Klein, il piano proiettivo reale (cfr. Esempi 1.10.22, 1.10.23,
1.10.24), le superfici algebriche di R?. O

ESEMPIO 1.11.4. (Quozienti di poligoni etichettati) In R? consideriamo un poligono
regolare P, con 2n lati (n > 1) e, fissato un verso di percorrenza w™ della frontiera
0 P, ordiniamo linearmente l'insieme dei suoi lati /1, /5, . . ., {5, in modo coerente
col verso di percorrenza w™. Osserviamo esplicitamente che P, & un sottospazio
connesso e compatto di R?. Un lato di P», su cui si sia fissato un orientamento si
chiama lato orientato. Una funzione che ad ogni lato di P, associa uno dei suoi
due orientamenti si chiama orientazione dei lati di P»,, e la coppia formata da P,
e una sua orientazione dei lati si dice poligono a lati orientati.

Consideriamo ora le parole su n lettere a4, as, . . ., a,, ad esponenti £1 del tipo
141 +1
a/j1 CL]2 st a/]2n 3 (1.38)

dove ogni lettera a; compare esattamente due volte. Ogni parola di questo tipo si
chiama etichettatura di P, e determina l’orientazione dei lati di /%, che assegna
a ciascun lato ¢; I'orientamento concorde o discorde con w* a seconda che 1’espo-
nente di a; sia +1 o —1. La coppia formata da P», e una sua etichettatura si dice
poligono etichettato.

A questo punto, fissata un’etichettatura di 7, ad ogni lato ¢ € associata la stessa
lettera di un solo altro lato ¢’ ed esiste un unico omeomorfismo lineare ¢, tra
questi due lati che rispetta le orientazioni ad essi associate dall’etichettatura (cfr.
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Osservazione 1.5.20). Possiamo allora considerare in P, la relazione d’equiva-
lenza ~ che su 0 P, identifica le coppie di punti corrispondenti in un omeomorfi-
smo del tipo ¢, e lascia equivalente solo a se stesso ogni punto interno a /,,. Lo
spazio quoziente P,/ ~ di P, rispetto alla relazione d’equivalenza determinata
da un’etichettatura di P, € connesso e compatto, perche tale e P,. Esso, inoltre,
€ una superficie topologica, come subito si prova con considerazioni analoghe a
quelle fatte per il toro nella parte finale dell’Esempio 1.10.22. A volte, con abuso
di notazione, la superficie quoziente associata ad un poligono etichettato si deno-
ta con la stessa parola che indica 'etichettatura del poligono. Cosi , per esempio,
la parola abab indica il piano proiettivo (cfr. Figura 1.20). O

OSSERVAZIONE 1.11.5. Fissato un verso di percorrenza w* della frontiera o P,
di un poligono regolare P, a lati orientati, un’etichettatura corrispondente allo
spazio quoziente, ottenuto da P, identificando a coppie i suoi lati, si ottiene nel
seguente modo:
1. sisceglie arbitrariamente un vertice e si assegna una stessa lettera ai lati che
devono identificarsi;
2. partendo dal vertice scelto e seguendo il verso di percorrenza w™, si etichet-

tano i lati, nell’ordine in cui si incontrano,
e con la lettera assegnata se ’orientazione indicata su di essi € concorde

conw™,
e con la lettera assegnata ad esponente —1 se l'orientazione indicata su
di essi & non concorde con w. O

ESEMPIO 1.11.6. (Quozienti di quadrati etichettati) Con riferimento a due lettere
a,b e al verso di percorrenza orario dei lati di un quadrato, le etichettature

aba b7t ab™lta7te7, abab

determinano rispettivamente il toro, la bottiglia di Klein e il piano proiettivo rea-
le. Da notare che etichettature distinte di un medesimo poligono possono dar Iuo-
go ad una stessa superficie; per esempio, abab e a~'b~'a"'b~! sono etichettature

diverse del quadrato che danno luogo al piano proiettivo. O
] ] o o L L
b b b
a a a a a a
b b ° b

O .O -
toro: aba 1 b~ bottiglia di Klein: ab~1a~1p—1! piano proiettivo: abab

Figura 1.21: Quozienti di quadrati etichettati



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 87

Nel seguito, col termine “superficie” intenderemo sempre “superficie topologi-

77

ca .

Per i quozienti dei poligoni etichettati vale il seguente fondamentale risultato (per
una dimostrazione si veda per esempio [5]).

PROPOSIZIONE 1.11.7. (I quozienti dei poligoni etichettati esauriscono le superfici
compatte) Ogni superficie compatta € omeomorfa al quoziente di un opportuno
poligono etichettato. U

1.11.1 Classificazione delle superfici compatte

Iniziamo il paragrafo introducendo una costruzione che, a partire da due super-
tici compatte, permette di ottenerne una terza mediante operazioni dette di “ta-
glia” e “incolla”. In modo non formale 1'operazione puod descriversi nel seguente
modo: si “taglia” da ciascuna delle due superfici assegnate un aperto omeomor-
fo ad un cerchio aperto B* di R? e si “incollano” gli spazi cosi ottenuti lungo le
frontiere dei due aperti eliminati.

DEFINIZIONE 1.11.8. (Somma connessa) Siano ¥;, ¥, due superfici compatte, U;,
U, due aperti omeomorfi a B? rispettivamente di 3, e 35 e

hZDU1—>DU2

un omeomorfismo tra le frontiere di U; e U,, che risultano omeomorfe alla circon-
ferenza S' (cfr. Esercizio 1.11.2). Consideriamo lo spazio somma (cfr. Esempio
1.3.11)

X =03 \Uy) U X2\ Us)

e la relazione d’equivalenza ~ su X che identifica le coppie di punti in oU; UoU,
che si corrispondono in h e lascia equivalente solo a se stesso ogni altro punto. Lo
spazio quoziente X/ ~, come subito si prova, risulta una superficie compatta che
si dice somma connessa di X, e Y, e si denota con X #,. O

([ ()
1

Figura 1.22: Somma connessa di due tori

Se ¥4, ¥4, £3 sono superfici, e possibile provare che:
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e la somma connessa X;#3;, a meno di omeomorfismi, non dipende dagli
aperti U;,U, scelti rispettivamente in ¥; e 3;
e la somma connessa di ¥; e di una superficie sferica S* &¢ omeomorfa a 3y;

Figura 1.23: 3 #5? ~ %,

o DAy = Ya#dy;
o (21#22)#23 ~ 21#(22#23)

Dall’ultima relazione segue, per induzione, che & ben definita la somma connessa

LA ot Lk

di k (> 2) superfici 31,3, ..., %y.

Di solito la superficie sferica S? si denota con Ty , il toro con T; e la somma
connessa di g tori con T, per ogni intero g > 1. La superficie T, prende il nome
di g-toro e una superficie compatta omeomorfa a T si dice di genere g. In modo
non formale, possiamo ritenere che il genere conti il numero di “buchi” di un
g—toro. La superficie sferica S? e il toro sono, dunque, superfici di genere 0 e 1,
rispettivamente. Si denota inoltre con U; il piano proiettivo (reale) e con U,, la
somma connessa di m piani proiettivi, per ogni intero m > 1. La superficie U,
prende il nome di m-piano proiettivo.

ESEMPIO 1.11.9. La somma connessa di due tori 75 € omeomorfa al quozien-
te dell’ottagono etichettato aba™'b~'cdc™*d™! (cfr. prima riga della Figura 1.24).
La somma connessa di due piani proiettivi U, ¢ omeomorfa al quoziente del
quadrato etichettato aabb (cfr. seconda riga della Figura 1.24). O
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Figura 1.24: Ty ~ aba™'b"tedc™'d™ e Uy ~ aabb

ESEMPIO 1.11.10. La somma connessa U, di due piani proiettivi ¢ omeomorfa

alla bottiglia di Klein (cfr. Figura 1.25). O
ra a ;a a _a 44
bottiglia
g w10 P c b cNg Db 5 B v, % & 1
Klein Foiy L oy s
a a c c

Figura 1.25: (bottiglia di Klein) #U,

ESgemMPIO 1.11.11. (T;#U; ~ Us) Premesso che

e la somma connessa di un toro e di un piano proiettivo & omeomorfa al
quoziente dell’esagono etichettato ccbab™'a™! (cfr. prima riga della Figura
1.26)

e la somma connessa della bottiglia di Klein e di un piano proiettivo &€ omeo-
morfa al quoziente dell’esagono etichettato ccb™'ab™'a™! (cfr. seconda riga
della Figura 1.26),
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Figura 1.26: T1#U; e (bottiglia di Klein) #U;

si ha che la somma connessa di un toro e di un piano proiettivo é omeomorfa
alla somma connessa di tre piani proiettivi: T1#U; ~ Uj;. Per provare questa
proprieta, tenendo conto dell’esempio precedente, basta far vedere che la somma
connessa di un toro e di un piano proiettivo e la somma connessa della botti-
glia di Klein e di un piano proiettivo sono entrambe omeomorfe al quoziente
dell’esagono etichettato cacbab™! (cfr. Figura 1.27). O

L’esempio precedente si generalizza nel seguente modo.

PROPOSIZIONE 1.11.12. (T,#U}, ~ Uy,4;) La somma connessa di un g—toro e di
un h—piano proiettivo € omeomorfa ad un (2g + h)—piano proiettivo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo l'asserto per induzione su g. In forza dell’esempio
precedente, l’asserto & vero per g = 1:

T#U), ~ (T1#U1)#Up—1 = Us#Up_1 =~ Upo.
Ora, se assumiamo l’asserto vero per ¢’ < g, abbiamo:
To# Uy, = Ty 1 #(T#UN)#HU 1 = Ty 1 #Us#Up—1 = Ty 1#Upso = Usgyn

come volevamo dimostrare. ]
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b

c
a d /‘ a
c a c b dJ dﬁc
— { adabdb? ) g
= ~ /.
d b
d a
c
— U
a

a .

Figura 1.27: T1#U; ~ U;

Conludiamo questo paragrafo con 'enunciato di un teorema di classificazione
delle superfici compatte (per una dimostrazione si veda per esempio [5]).

PROPOSIZIONE 1.11.13. (Classificazione delle superfici compatte) Sia > una super-
ficie compatta, allora:

e se Y non contiene un sottospazio omeomorfo al nastro di Mébius (superficie
orientabile), ¢ omeomorfa ad una sfera o ad un g—toro, g > 0;

e se X contiene un sottospazio omeomorfo al nastro di Mobius (superficie non
orientabile), & omeomorfa ad un piano proiettivo (reale) o ad un g—piano
proiettivo, g > 1.

Inoltre, per g # ¢, un g—toro non e omeomorfo a un ¢'—toro e un g—piano
proiettivo non é omeomorfo ad un ¢'—piano proiettivo. O
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