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Il collasso per instabilitIl collasso per instabilitàà

•• Lo studio delle travi si Lo studio delle travi si èè sviluppato facendo lsviluppato facendo l’’ipotesi di ipotesi di piccoli spostamentipiccoli spostamenti::

(1) (1) linearizzazionelinearizzazione delle relazioni cinematiche (ad es. per      piccoli           delle relazioni cinematiche (ad es. per      piccoli           ))

(2) equilibrio con riferimento alla configurazione (2) equilibrio con riferimento alla configurazione indeformataindeformata

cos 1ϑ �ϑ

•• Tale ipotesi, senzTale ipotesi, senz’’altro accettabile per le travi soggette a carichi trasversali, altro accettabile per le travi soggette a carichi trasversali, 
non non èè pipiùù veritiera e deve essere rilasciata nel caso di carichi agenti lveritiera e deve essere rilasciata nel caso di carichi agenti lungo ungo 
ll’’asse della trave, soprattutto se di compressioneasse della trave, soprattutto se di compressione
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Il collasso per instabilitIl collasso per instabilitàà

FL
K

ϑ=

Piccoli spostamenti (1)Piccoli spostamenti (1)

e iM M=

Eq.Eq. nella nella confconf. deformata (2). deformata (2)

eM FL=

coseM FL ϑ=
cos

FL
K

ϑ
ϑ

=

iM Kϑ=
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Il collasso per instabilitIl collasso per instabilitàà

FL Kϑ=
FL
K

ϑ=
L

FL
K

ϑ=

Piccoli spostamenti (2)Piccoli spostamenti (2)

Eq.Eq. nella nella confconf. deformata(3). deformata(3)

eM FL=

cos 5 sineM FL FLϑ ϑ= +

cos 5sin
FL
K

ϑ
ϑ ϑ

=
+

e iM M=

iM Kϑ=

Cinematica Cinematica linearizzatalinearizzata (4)(4)

1 5
FL
K

ϑ
ϑ

=
+
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Comportamento di travi Comportamento di travi pressopresso--inflesseinflesse

•• Ai fini dellAi fini dell’’analisi del collasso per instabilitanalisi del collasso per instabilitàà èè quindi lecito quindi lecito linearizzarelinearizzare le le 
relazioni cinematiche, ma occorre tenere conto dellrelazioni cinematiche, ma occorre tenere conto dell’’influenza che hanno gli influenza che hanno gli 
spostamenti sullspostamenti sull’’equilibrioequilibrio

•• EE’’ quindi lecito considerare gli spostamenti piccoli, ma solo dal quindi lecito considerare gli spostamenti piccoli, ma solo dal punto di punto di 
vista geometrico e non ai fini dellvista geometrico e non ai fini dell’’equilibrioequilibrio

•• Per travi Per travi pressopresso--inflesseinflesse il legame                  il legame                  èè ancora valido e tenendo conto ancora valido e tenendo conto 
quindi delle deformazioni elastiche quindi delle deformazioni elastiche flessionaliflessionali vale la seguente relazionevale la seguente relazione

•• Il momento flettente       deve però essere calcolato tenendo coIl momento flettente       deve però essere calcolato tenendo conto della nto della 
effettiva configurazione deformata della traveeffettiva configurazione deformata della trave

wχ ′′= −

EIw M′′ = −

M
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2( ) ( ) [ ( )]
2
pM x L x P f w x= − − − −

Comportamento di travi Comportamento di travi pressopresso--inflesseinflesse

2( ) ( ) ( )
2
pEIw x Pw x Pf L x′′ + = + −

•• Equazione della linea elasticaEquazione della linea elastica

•• Condizioni al contornoCondizioni al contorno

(0) 0           (0) 0              ( )w w w L f′= = =
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Comportamento di travi Comportamento di travi pressopresso--inflesseinflesse

•• Equazione della linea elasticaEquazione della linea elastica

2 2 2( ) ( ) ( )
2

pw x w x f L x
EI

α α′′ + = + − 2 P
EI

α =

•• Integrale generaleIntegrale generale

2 4
2

2 4

1 1( ) cos sin ( )
2 ( ) ( )
pL pLw x A x B x f L x
EI L EI L

α α
α α

= + + + − −

0 ( )w x ( )pw x
2

2

1( ) sin cos ( )
( )

pLw x A x B x L x
EI L

α α α α
α

′ = − + − −

•• Tenendo conto delle Tenendo conto delle c.cc.c.:.:

4

2 4

1 2(0) 0
2 ( ) ( )
pLw A f
EI L Lα α

⎡ ⎤
= + + − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

3

2

1(0) 0
( )

pLw B
EI L

α
α

′ = − =

4

4

1( ) cos sin
( )

pLw L A L B L f f
EI L

α α
α

= + + − =
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Comportamento di travi Comportamento di travi pressopresso--inflesseinflesse

•• Risolvendo si ottiene:Risolvendo si ottiene:

4

4

1 1 sin
( ) cos

pL L LA
EI L L

α α
α α

−
=

4

3

1
( )

pLB
EI Lα

=

4 2

4

1 [2 ( ) ] cos 2(1 sin )
2 ( ) cos
pL L L L Lf
EI L L

α α α α
α α

− − −
=

•• LL’’espressione della freccia di estremitespressione della freccia di estremitàà èè::

2

4

4 [2 ( ) ]cos 2(1 sin )( )
( ) cos

L L L LL
L L

α α α αψ α
α α

− − −
=

1 ( )f f Lψ α=

4

1 8
pLf
EI

=

2PLL
EI

α = parametro parametro adimensionaleadimensionale
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Comportamento di travi Comportamento di travi pressopresso--inflesseinflesse

•• Condizioni ai limiti:Condizioni ai limiti:

0
lim ( ) 1
L

L
α

ψ α
→

=
2

lim ( )
L

L
πα
ψ α

→
= ∞

2
L πα =

2 2

4
PL
EI

π
=

2

24E
EIP
L

π
= Carico critico Carico critico eulerianoeuleriano

•• Forza di compressione corrispondente Forza di compressione corrispondente 
alla situazione critica:alla situazione critica:

•• La condizione critica si ha quando:La condizione critica si ha quando:
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Aste compresseAste compresse

•• Il carico critico Il carico critico eulerianoeuleriano non dipende dai carichi trasversali agenti e può non dipende dai carichi trasversali agenti e può 
essere calcolato per travi solo soggette a compressione essere calcolato per travi solo soggette a compressione 

•• Una configurazione di equilibrio Una configurazione di equilibrio èè quella rettilinea che può calcolarsi  nella quella rettilinea che può calcolarsi  nella 
ipotesi di piccoli spostamenti (equilibrio nella configurazione ipotesi di piccoli spostamenti (equilibrio nella configurazione indeformataindeformata))

•• Rimuovendo tale ipotesi si constata che sono possibili altre conRimuovendo tale ipotesi si constata che sono possibili altre configurazioni di figurazioni di 
equilibrio, corrispondenti ad una inflessione della trave, che sequilibrio, corrispondenti ad una inflessione della trave, che si manifestano i manifestano 
sotto particolari valori del caricosotto particolari valori del carico



10

•• Equazione della linea elastica:Equazione della linea elastica:

Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico

( ) ( ) 0EIw x Pw x′′ + =

•• Condizioni al contorno:Condizioni al contorno:

(0) 0           ( ) 0w w L= =

2( ) ( ) 0w x w xα′′ + = 2 P
EI

α =

( ) cos sinw x A x B xα α= +

•• Integrale generale:Integrale generale:

Trave appoggiataTrave appoggiata
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(0) 0                 ( ) cos sin 0w A w L A L B Lα α= = = + =

•• Imponendo le c.c. si ottiene: Imponendo le c.c. si ottiene: 

1 0 0
cos sin 0

A
L L Bα α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

•• Il precedente costituisce un sistema lineare omogeneo che per amIl precedente costituisce un sistema lineare omogeneo che per ammettere mettere 
soluzione diversa dallsoluzione diversa dall’’identica deve avere il determinante nullo, quando cioidentica deve avere il determinante nullo, quando cioèè
il carico       assume valori tali che il carico       assume valori tali che 

1 0
det sin 0

cos sin
L

L L
α

α α
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

P

( 1, 2, 3, )
L n

n
α π=

= …

•• Per tali valori sarPer tali valori saràà e il sistema diventa:e il sistema diventa:cos 1Lα = ±

1 0 0
1 0 0

A
B

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥±⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0
qualunque

A
B
=
=

Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico
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Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico

•• Si ottengono le configurazioni di equilibrio deformate:Si ottengono le configurazioni di equilibrio deformate:

( ) sinw x B xα=
2

,           n nP EI
L L
π πα ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
•• In particolare, per                    si ha:In particolare, per                    si ha:1, 2, 3n =

2
1 2

2
2 2

2
3 2

1         

,           ( ) sin

2        2

24 ,        ( ) sin

3        3

39 ,        ( ) sin

n
L

EI xP w x B
L L

n
L

EI xP w x B
L L

n
L

EI xP w x B
L L

πα

ππ

πα

ππ

πα

ππ

= =

= =

= =

= =

= =

= =



13

Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico

•• In corrispondenza dei carichi       si hanno dei punti di biforcIn corrispondenza dei carichi       si hanno dei punti di biforcazione nei azione nei 
percorsi di equilibrio: accanto alla configurazione banale (rettpercorsi di equilibrio: accanto alla configurazione banale (rettilinea) ilinea) 
compaiono configurazioni di equilibrio deformate, compaiono configurazioni di equilibrio deformate, inflesseinflesse secondo sinusoidi secondo sinusoidi 
con       semionde, la cui ampiezza      con       semionde, la cui ampiezza      èè arbitrariaarbitraria

•• Il Il carico critico carico critico eulerianoeuleriano corrisponde al corrisponde al 
pipiùù piccolo dei         piccolo dei         èè la deformata la deformata 
corrispondente corrispondente èè la la deformata criticadeformata critica

nP

n B

nP

2
1 2

1( ) ( ) sin

E

E

EIP P
L

xw x w x B
L

π

π

= =

= =

•• I percorsi di equilibrio di una trave reale I percorsi di equilibrio di una trave reale 
(con imperfezioni) si discostano da quelli (con imperfezioni) si discostano da quelli 
di una trave ideale (a tratteggio se si di una trave ideale (a tratteggio se si 
rimuove completamente lrimuove completamente l’’ipotesi di piccoli ipotesi di piccoli 
spostamenti)spostamenti)

linearizzazionelinearizzazione
della cinematicadella cinematica
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Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico

Trave a mensolaTrave a mensola

•• Equazione della linea elastica:Equazione della linea elastica:

( ) ( ) 0EIw x Pw x′′ + =

•• Condizioni al contorno:Condizioni al contorno:

2( ) ( ) 0w x w xα′′ + = 2 P
EI

α =

( ) cos sinw x A x B x fα α= + +

•• Integrale generale:Integrale generale:

(0) 0           (0) 0              ( )w w w L f′= = =

( ) sin cosw x A x B xα α α α′ = − +
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Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico

1 0 1 0
0 0 0

cos sin 0 0

A
B

L L f
α

α α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

•• Imponendo le c.c. si ottiene: Imponendo le c.c. si ottiene: 

•• Imponendo che il determinante sia nullo perchImponendo che il determinante sia nullo perchéé si abbia una soluzione si abbia una soluzione 
diversa dalla banale, per               si ottiene:diversa dalla banale, per               si ottiene:

cos 0Lα α =

0α ≠

cos 0Lα = 2
L n πα =

1, 3, 5,n = …
•• In tal caso                           e il sistema omogeneo ammeIn tal caso                           e il sistema omogeneo ammette la soluzionette la soluzione

(qualunque) e                . Si ha per                     (qualunque) e                . Si ha per                     dispari:dispari:
sin 1Lα = ±

A f= −

( ) 1 cosn
n xw x f

L
π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2

24n
EIP n
L

π
=

0B = 1, 3, 5,n = …

1n =
( ) 1 cosE

xw x f
L
π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

24E
EIP
L

π
=
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Trave incastrataTrave incastrata--appoggiataappoggiata

Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico

•• Equazione della linea elastica:Equazione della linea elastica:

•• Condizioni al contorno:Condizioni al contorno:

2
2( ) ( ) 1Y xw x w x

L L
α ⎛ ⎞′′ + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
2 P

EI
α =

2( ) cos sin 1
( )

Y xw x A x B x
L L

α α
α

⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

•• Integrale generale:Integrale generale:

(0) 0           (0) 0              ( ) 0w w w L′= = =

2

1( ) sin cos
( )

Yw x A x B x
L L

α α α α
α

′ = − + −

2RLY
EI

=

( ) ( ) 1 xM x Pw x R
L

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Calcolo del carico criticoCalcolo del carico critico

2

3

( ) 0 1 0
0 ( ) 1 0

cos sin 0 0

L A
L B

L L Y

α
α

α α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

•• Imponendo le c.c. si ottiene (anche in forma Imponendo le c.c. si ottiene (anche in forma matricialematriciale): ): 

•• Imponendo che il determinante sia nullo perchImponendo che il determinante sia nullo perchéé si abbia una si abbia una 
soluzione diversa dalla banale, per               si ottiene:soluzione diversa dalla banale, per               si ottiene:

tan L Lα α=

0α ≠

1( ) 4.493 1.430Lα π= =

2 0
( )

YA
Lα

+ = 2

1 ( ) 0
( )

YL B
L L

α
α

⎡ ⎤
− =⎢ ⎥

⎣ ⎦
cos sin 0A L B Lα α+ =

2
22.046E

EIP
L

π=

•• Il carico critico e la deformata critica saranno:Il carico critico e la deformata critica saranno:

1( ) cos 4.493 sin 4.493 1
4.493E

x x xw x A
L L L

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

tan z z

( )f z

z

1.43π
2
π
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Lunghezza libera di inflessioneLunghezza libera di inflessione

•• Gli esempi hanno mostrato che il carico critico può esprimersi:Gli esempi hanno mostrato che il carico critico può esprimersi:

2
2E

EIP
L

κπ=

•• èè un coefficiente un coefficiente adimensionaleadimensionale che riflette lche riflette l’’influenza dei vincoli; per i influenza dei vincoli; per i 
tre casi considerati              ,                  e          tre casi considerati              ,                  e          .                .                
κ

1κ = 0.25κ = 2.046κ =

•• Infatti, lInfatti, l’’equazione differenziale della linea elastica assume la forma genequazione differenziale della linea elastica assume la forma generale erale 
(con secondo membro legge lineare che dipende dalla legge del mo(con secondo membro legge lineare che dipende dalla legge del momento) mento) 

2
1 2( ) ( )w x w x K x Kα′′ + = +

•• LL’’integrale generale integrale generale èè del tipo:del tipo:

1 2 3 4( ) cos sinw x A x A x A x Aα α= + + +

•• Le configurazioni di equilibrio Le configurazioni di equilibrio inflesseinflesse (deformate critiche) sono allora (deformate critiche) sono allora 
costituite da una porzione di sinusoide eventualmente traslata ecostituite da una porzione di sinusoide eventualmente traslata e/o ruotata/o ruotata
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Lunghezza libera di inflessioneLunghezza libera di inflessione

•• Le diverse condizioni di vincolo possono essere tutte ricondotteLe diverse condizioni di vincolo possono essere tutte ricondotte ad un unico ad un unico 
caso (caso (casocaso (a)), la cosiddetta asta di (a)), la cosiddetta asta di EuleroEulero: la sua deformata critica copre una : la sua deformata critica copre una 
semionda della sinusoide e la lunghezza       dellsemionda della sinusoide e la lunghezza       dell’’asta corrisponde alla distanza       asta corrisponde alla distanza       

tra due successivi punti di flesso (tra due successivi punti di flesso (lunghezza libera di inflessionelunghezza libera di inflessione))
L

0L

2
2
0

E
EIP
L

π=

0
LL
κ

=
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SnellezzaSnellezza

•• EE’’ conveniente riferire il carico critico allconveniente riferire il carico critico all’’unitunitàà di sezione trasversale, ponendodi sezione trasversale, ponendo
. Si scrive allora:. Si scrive allora:

2
2 2

2 2
0

E
E

P IE E
A L A L

κ ρσ π π= = =

E EP Aσ =

I
A

ρ =•• Raggio dRaggio d’’inerzia della sezioneinerzia della sezione

•• Si introduce laSi introduce la snellezzasnellezza, che raccoglie tutte le , che raccoglie tutte le 
caratteristiche geometriche dellcaratteristiche geometriche dell’’asta (sezione, asta (sezione, 
lunghezza, condizioni di vincolo)lunghezza, condizioni di vincolo)

0L L I
A

λ
ρ κ

= =

2
2E

Eσ π
λ

=•• La tensione critica di La tensione critica di EuleroEulero risulta inversamente risulta inversamente 
proporzionale a proporzionale a 2λ

•• Lo sbandamento avviene nel piano in cui lLo sbandamento avviene nel piano in cui l’’asta asta 
oppone minore rigidezza alloppone minore rigidezza all’’inflessione, per cui:inflessione, per cui:

min
min

I
A

ρ ρ= =
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Esempio 1Esempio 1

5
45
5

L m
R mm
b mm

=
=
=

b
R

3                 2I R b A Rbπ π= =

•• Lunghezza libera di inflessioneLunghezza libera di inflessione

•• Raggio dRaggio d’’inerzia della sezioneinerzia della sezione
3

31.82
2 2

I R b R mm
A Rb

πρ
π

= = = =

0 0.699 3.495L L m= =

•• SnellezzaSnellezza 0 3495 109.8
31.82

Lλ
ρ

= = =

2
2

206000 168.5
(109.8)E MPaσ π= =

•• Carico criticoCarico critico

238E EP A kNσ= =
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Esempio 2Esempio 2

6h m=

3 2

6 4

6 4

10.05 10
=146.6 10

=20.1 10  
f

d

A mm
I mm

I mm

= ×

×

×

•• Raggi dRaggi d’’inerziainerzia

120.8

44.7

f
f

d
d

I
mm

A
I mm
A

ρ

ρ

= =

= =
•• Lunghezze libera di inflessione e snellezzeLunghezze libera di inflessione e snellezze

3 3
0 02 12 10                 0.699 4.194 10f dL h mm L h mm= = × = = ×

•• Il pilastro si Il pilastro si instabilizzainstabilizza nel piano fortenel piano forte
(                                       )(                                       )

0 099.3               93.8f d
f d

f d

L Lλ λ
ρ ρ

= = = = f dλ λ>

2
2 2.07E E
f

EAP A MNσ π
λ

= = =
2.32Ed EP MN P= >
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Curve di stabilitCurve di stabilitàà

•• La trattazione sin qui svolta sullLa trattazione sin qui svolta sull’’instabilitinstabilitàà eulerianaeuleriana individua una soglia individua una soglia 
critica che dipende dalla rigidezza e dalle proprietcritica che dipende dalla rigidezza e dalle proprietàà geometriche e di vincolo geometriche e di vincolo 
della trave, sottintendendo un comportamento elastico lineare dedella trave, sottintendendo un comportamento elastico lineare del materialel materiale

•• Tuttavia tutti i materiali hanno un limite di resistenza e il coTuttavia tutti i materiali hanno un limite di resistenza e il collasso per llasso per 
raggiungimento di tale limite deve essere tenuto in contoraggiungimento di tale limite deve essere tenuto in conto

•• Accade che per alti valori di snellezza la condizione critica Accade che per alti valori di snellezza la condizione critica èè dettata dalla dettata dalla 
instabilitinstabilitàà eulerianaeuleriana, mentre per bassi valori di snellezza il collasso avviene , mentre per bassi valori di snellezza il collasso avviene 
per raggiungimento della crisi del materiale per raggiungimento della crisi del materiale 

0σ σ=
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Curve di stabilitCurve di stabilitàà

•• Il valore della snellezza           che individua la transizioneIl valore della snellezza           che individua la transizione tra queste due tra queste due 
modalitmodalitàà di collasso si determina imponendodi collasso si determina imponendo

0Eσ σ=

0λ

2
0 2

0

Eσ π
λ

=
0

0

Eλ π
σ

=

•• Il carico critico teorico di unIl carico critico teorico di un’’asta compressa          corrisponde, per ogni asta compressa          corrisponde, per ogni 
snellezza dellsnellezza dell’’asta, al minimo tra i valori          e          :asta, al minimo tra i valori          e          :0σ Eσ

crσ

2
02

0 0

( ) ,      

( ) ,                    

cr E

cr

Eσ λ σ π λ λ
λ

σ λ σ λ λ

= = ≥

= ≤
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Curve di stabilitCurve di stabilitàà

•• Alla curva teorica occorre sostituire una curva che tenga conto Alla curva teorica occorre sostituire una curva che tenga conto delle delle 
inevitabili imperfezioni che fanno insorgere il fenomeno di instinevitabili imperfezioni che fanno insorgere il fenomeno di instabilitabilitàà per per 
valori inferiori del caricovalori inferiori del carico

Carico di collasso Carico di collasso 
per aste compresse per aste compresse 
(norme CNR UNI)(norme CNR UNI)


