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Calcolo dei limiti

Il calcolo dei limiti, almeno per gli esercizi che gli
studenti di questo corso dovranno svolgere, si basano
su:

- Continuita delle funzioni elementari
- Limiti delle funzioni composte

- Limiti delle funzioni elementari agli estremi del loro
dominio

- Operazioni con i limiti
- Trattamento di alcune forme indeterminate

Non verra utilizzata la definizione di limite, che,
ricordiamolo, comunque consente di verificare, non di
determinare un limite.

<,f~ 25. Operazioni con i limiti.




OPERAZIONI CON I LIMITI

(somma - differenza)

<fw 25. Operazioni con i limiti.

Operazioni con i limiti finiti

Siano f(x) e g (x) due funzioni definite in uno stesso
intervallo I (limitato o non limitato) fatta eccezione al
piu per un punto x, € I (con x, punto al finito o
all’infinito).

e Operazioni con i limiti finiti

se [imfx=le]imax)=m

X—=>Xp X—>Xg

= lim[f ) £g(x)]=1xm

X—=>Xp
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Operazioni con i limiti infiniti

se limfx)=1Ie|jma(x)==o

X—>Xg X—>Xg

= ||m [f (x) £ g(x)]: +oo (limite della funzione infinita)

X—>Xo

se limf(x)=%x© e |im9(x)=xwx

X—>Xg X—>Xg

= [im[f () +g(x)]=+0

X—Xg

<:“ 25. Operazioni con i limiti.

f(a:) — 7 g(a:) =T

LY CET SN YORS

;!@5 (f(@) +g(2)) = JCILHS (e +2)=¢>+5
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f@) =1+

X

i, Jx) = oo

im () + g(2) =

r—0T

g(z) =3z

A9 =10

m o0

Lo

f(z) =324

Ilrﬂocf(x) — +OO

lim
PT——0C

o= (3

1ﬂ>n—qoc g(:r) — +OO

+o0

2




f(z) =logx

r—0

g(z) = Va2 +1

|im+g($) —

r—0

1

Zlfirg"' (f(x) + g(x)) - ;I;irg+ (Iog T+ \/m = -

f@)y=V2+=
Igm(xf(w) = —

g(zx) = z°

lim g(z) = —0o©
Tr——0C

,I,HTOC (f(z) + g(z)) = :Tfﬂmoc ( Y2 F x4+ $5) —




f(.I') — gla) = |Qg%m

im f(z) = +oc im_g(@) = —o0

xr
r— —|— o0 — 100

im (@) + g =, (e oay )

4+ —o0

OPERAZIONI CON I LIMITI
(prodotto)




Operazioni con i limiti finiti
se lIimfx=I e |imaox)=m

X—>Xg X—>Xg

se limfx=I e keR
jlim[f(x)g(X)]zlm X—Xo

U = lim [kf (0] =kI

Attenzione!

Non vale il viceversa:

cioe, puo esistere il limite del prodotto di due
funzioni, ma puo non esistere il limite di ciascuna
funzione a fattore

<:“” 25. Operazioni con i limiti.

Operazioni con i limiti infiniti

se limfx)=1Ie|jma(x)==o

+o, se 1 >0
= lim f(X)-g9(x) = ’
!(erﬂo ()-9(x) {ioo, se | <0

se IImf(x)=+x e keR,con k=0

) +o0, Ss€ k>0
~limi -7 5

: :“” 25. Operazioni con i limiti.



Operazioni con i limiti infiniti

. .
se lim f(x) =1+ e |img(x) =1+
X—%g o X—X%g o

+ o0

:>Iim f(X)g(X): 400

X—)XO o

f(z) =2

o) = Va2 1

€T

li
€r—r

m (e \/ﬁ) o




f(z) =27

gla) =a—1

i = i = '1
Jim, @) = oo o, 9(e)
:zrin(;]+ (f(ﬁ:‘) g(m>) - .'Jzin(;+ (:CiQ ' (.’L‘ - 1)) = -0

[y ="

'I_:irgf f(m) -

Jme (f(@)-g(x)) =

lim

—>O*

r

g(z) =¢

;I‘:in(;_g(m) - l
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J(z) ==

-'i’fﬂmﬁo (f(l') ‘ g(l.)) - Iﬂqj@o ([E -log l.) = +o0

g(x) = log x

Iﬂqj% g(z) = +oo

Jf(z) =logrx
2

Ilr—pr)o ‘f(m) - 00

l[im

r——400

g(x) = —x

lim = — 00
.’1’3—[—{—(}0 g(a?)

('Oggﬂf' (—w)) = +o0
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fx)=1i22-5 g(z) =logx

lim J (@) = -5 im_g(z) = —c0

T

i -0 = i, (75 1001) = 4

f(a:) = T g(:r) — 6:1':

Am (f(@)-g(@)) = lim (x-e)

— 00 .O

12



OPERAZIONI CON I LIMITI

(quoziente)

Operazioni con i limiti finiti

e [Imax¥)=m=0=|im——= 1 l
X—)XO X—)X g(X) m
se limf(¥)=0"= |im——=+
-t ol f(x)

1
se IImf®=0= |im——==—

X—>Xq X—>Xo f( )
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Operazioni con i limiti infiniti

se |im 9(x)

X—Xg

:iw

. 1
= lim— ;=0

X—>Xo g(X)

X—>Xg

=>lim—=

X—Xg

F(X) _
g(x)

se |limf(\) =+ e |[jmg(x=I finito

X—>Xo

t+o0, s€ 120
Foo, se |1<0

Operazioni con i limiti infiniti

X—>Xo

se IImfx) ==+

+o0

=lim—+=

o £

X—Xg

=>lim—-=

X—>Xg

se |im fx)=Ifinito e |jm 9(x) ==

F(x) _
g

X—Xg
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Operazioni con i limiti finiti

se IImf®=1I¢e |ima(x)=m=0
o im fO
ox 9(X) m

<:“” 25. Operazioni con i limiti.

Operazioni con i limiti finiti
. 1
Esercizio. Verificare se esiste il limite |Im X—l
x—1 -
Dobbiamo fare limitea 1+ e 1-
e 1 _ 1 _ 1
My ra- o
lim-L- o1
X'Ip x—1 1 -1 0

<:“” 25. Operazioni con i limiti.
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fx)y=ax—-2 glz) =z +1

lim f(x) = -2 lim g(z) = 1

f(x) =logx g(x) =3x—1
:I:ln(;]'l'f(x) - :I:irg"‘g(m) = -1
im 1) m 209% _ 4
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flx)=3r—-1

lim f(z)= -1

x—0t

:* 25. Operazioni con i limiti.

— Im
+—0t logx

g(z) =logz

lim g(z) = —o0
x—0t

3z —1
x —0

fla) =3"

I_lim% f(x) = 400
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g(@)=1-u
A ole) = =00
| 3" o0
r——+ool —x -0
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Operazioni con i limiti finiti
Se esistono finiti i limiti di f e g in un punto x,
(al finito o all'infinito) allora esiste finito
anche il limite della loro funzione:

somma, differenza, prodotto e quoziente

1l

se f e g sono funzioni continue in un punto x,
al finito, allora anche la loro funzione

somma, differenza, prodotto e quoziente

e una funzione continua in x,

f” 25. Operazioni con i limiti.

Osservazioni

Relativamente alle regole enunciate per le
operazioni con i limiti, esistono situazioni in
cui non e possibile stabilire se la somma, il
prodotto, la differenza o il quoziente tra due (o
piu) funzioni ammetta o non ammetta limite

f” 25. Operazioni con i limiti.
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Forme indeterminate
In definitiva, quindi:
le regole enunciate relativamente alle operazioni

con i limiti perdono significato quando i limiti
considerati si presentano nelle forme

0 |
+00—| [0-0 |—| |—

0 |

che vengono dette

forme di indecisione o forme indeterminate

s
- fw 25. Operazioni con i limiti.

Operazioni con i limiti: finale

|Xi£ra]f(x) |Xi£7;g(x) |Ximf(x)+|ximg(x) |Xig;f(x)-g(><) Umﬁ IX'LQ%
I m

| +

+ oo m

0 + oo

+oo 0

+ o0 + o0

— 00 — 0

+ 00 — o0
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Operazioni con i limiti: finale
im0 | limaed | lim f0+1lim e | lim f00-909 | imn— | [im &
x—a x—a x—a x—a X—a IJ_'I] g(x) IXI_II\I g(x)
| m I+m Im % IE
I + o0 + oo iOO O O
+ oo m + o0 + oo % + o0
0 +oo + o0 ind 0 0
+o0 0 + o0 ind +o0 + o0
+ 00 + 00 ') + o0 0 ind
— — 0 — 0 + o0 0 ind
+ o0 — o0 ind —o0 0 ind

<,f~ 25. Operazioni con i limiti.

Calcolo dei limiti

In definitiva, l'ingrediente fondamentale per il calcolo
dei limiti € la conoscenza delle proprieta delle funzioni
elementari! La funzione di cui si calcola il limite deve
essere scissa nelle sue funzioni componenti, e il limite
viene calcolato mediante una sequenza di limiti di
funzioni elementari

/ +00
lim <:> lim 3Y =4

x—1" y—>+oo—]

<,f” 25. Operazioni con i limiti.




Calcolo dei limiti

In definitiva, l'ingrediente fondamentale per il calcolo
dei limiti € la conoscenza delle proprieta delle funzioni
elementari! La funzione di cui si calcola il limite deve
essere scissa nelle sue funzioni componenti, e il limite
viene calcolato mediante una sequenza di limiti di
funzioni elementari

lim In

X—>+00

<f~ 25. Operazioni con i limiti.
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