ALCUNE FUNZIONI ELEMENTARI ( E NON) E LORO GRAFICI (*)

a) la funzione costante k. Sia k un numero reale e consideriamo la funzione che ad ogni numero
reale x associa k:

xXER—k

Tale funzione ¢ detta funzione costante k; il suo codominio ¢ {k},il suo grafico ¢ costituito da tutti i
punti del piano di ordinata k

{P(x, y) €EIl: x ER e y=k} ={P(x, k)},x
ed ¢ quindi la retta orizzontale di equazione y=k. La funzione costante ¢ continua.
SR) ={k}

min f=max f=k

v

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8.

Ovviamente la funzione non ¢ invertibile

Se k=0 lafunzione ¢ lafunzione x& R — 0 che ¢ detta funzione nulla ¢ ha per grafico la retta
di equazione y=0 coincidente con 1’asse delle ascisse

b) . La funzione costante a tratti o funzione a scala: ¢ una funzione definita in un’ unione di
intervalli a due a due disgiunti ed ¢ tale nei punti di uno stesso intervallo assume lo stesso valore

b;. la funzione JR) ={-1,1, 2}
-1 se x€ ]_OO’O[ min f=-1 ognix <0 ¢ punto di
. — — minimo
JrER= () I se x€ [0’4[ max f=2  ognix=>4¢épunto di
2 se x€ [4,+00[ massimo

¢ costante a tratti: il dominio R ¢ unione degli intervalli a due a due disgiunti |-o0,0[ , [0,4] e

[4,+[ su ogni dei quali f & costante: La funzione non & continua

A

-1

®)___- tali appunti saranno integrati a lezione con 1’aggiunta dei limiti negli estremi del dominio che non

appartengono al dominio e nei punti di discontinuita



b,. Ricordiamo che se x ¢ un numero reale, con [x] ¢ indicata la parte intera di x, cio¢ il piu grande
intero che risulta < x:

Ix]=max {z € Z: 7 <x}

Esempio: [2/5] =[0,4] =0 [-2/5] =[-0,4] = -1

| I | |
-2 -1 -04 0 04 1 2

La funzione parte intera ¢ la funzione f:x€& R — [x]

Consideriamo R come unione di intervalli superiormente semiaperti, del tipo [z, z+I[ , con z

intero relativo:
R=Ule+]
EZ

Ogni numero reale x appartiene ad un solo intervallo [z, z+][ e risulta [x]=z VxE [z z+I[

Allora la funzione parte intera /' x € R — [x] ¢ una funzione costante a tratti perché ¢ costante su
ogni intervallino [z, z+1[ ; essa non ¢ continua

n sex€[-m-n+1], nEN fIR) ' e'l insieme Z degli interi
relativi
-2 sex€E [—2,—1[ inff=inf Z = -0
-1 sex€[-1,0] sup f=sup f7 = +oo
fixER=—f(x)=[x]= 0 sex€[0,1] . . : .
ogni intero e punto di massimo
I sex&[l,2] relativo
2 sex€E [2,3[

n sexE[n,n+1[, (nEN)

Il suo grafico ¢ il seguente grafico a scala:




¢). L’applicazione identica. La funzione

i:xER —i(x)=x
¢ detta applicazione identica ; 1l suo codominio ¢ R ha per grafico la bisettrice del primo e terzo
quadrante di equazione y=x

i(R) =R
infi=inf R=-x
sup I =sup fR =+x

y=x

v

Y

. . . . o ey o . . . -1 o
La applicazione i é continua, strettamente crescente, invertibile ¢ coincide con la sua inversa: i =i

d). La funzione opposta della applicazione identica

-i:xER —-x
ha per codominio R e per grafico I’insieme dei punti di coordinate (x, -x) e cio¢ la bisettrice del
secondo e quarto quadrante di equazione y=-x

A

y=-x
-i(R) =R
inf-i =inf R=-
sup —i=sup fR=

v

La applicazione -i é continua, strettamente decrescente, invertibile ¢ coincide con la sua invers :

i)' =i

e¢) La funzione valore assoluto. La funzione valore assoluto
v: XE R — |x|E[0, +|
ha per grafico ¢ costituito dai punti del primo quadrante di coordinate (x, x) e dai punti del secondo

quadrante di coordinate (x, -x); il suo codominio ¢ [0, +o¢[
-x sex<O0
A VixER— |x‘ =

x sex=z=0

y=Ix|
W(R)= [0, +o|
infv= minv=min [0, +o[ =0

, > 0 punto di minimo
sup f = sup|0, +oc| =+oo

v é pari, continua, convessa, strettamente crescente in [0, +x[, strettamente decrescente in |- < ,0].
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f) La funzione lineare. La funzione f: x&€ R — f{x) = m x ¢ detta funzione lineare; essa gode delle
seguenti proprieta :

F0)=0 ¢ T vxz0

X
fthx) =hf(x) proprieta di omogeneita (dim.: f(hx) = mhx = h mx = hf{x) )
fxty) =f(x) + f(y) proprieta di additivita (dim.: fix+y) = m(x+y) = mx+my = f(x) +f(y))

flhx+ky) = hf(x) +k f(y) proprieta di linearita (dim: f(hx+ky)=m(hx+ky) = hmx+kmy = hf(x) +kf(y))

la proprieta di linearita puo essere dimostrata come conseguenza delle proprieta di additivita e omogeneita:
flhx+ky) = f(hx)+ftky) = hf(x) +ki(p).

L’applicazione identica e la sua opposta sono casi particolari di funzioni lineari.

I1 grafico della funzione lineare ¢ una retta passante per 1’origine del riferimento con
coefficiente angolare m

y =mx y=mx
m>0 m <0

Sf(R) =R f(R) =R

v

AN

DN

Strettamente decrescente per m <I

v

Strettamente crescente per m >1

Se: inff=-0 e supf=+o, finvertibile ¢ per ogni yE R ¢ x=f"1(y)=%y.

. . . oy . . - . 1
Pertanto la funzione inversa di f ¢ ancora una funzione lineare: /' :yER— f'(y)=—y
m

Se : la funzione ¢ la funzione nulla f: x€ R — f{x)=0
Allora: f(R) ={0}, min f=sup f=0

y=0
per m =0

S(R) ={0}

v

La funzione lineare € una funzione continua.



g) La funzione (lineare) affine. La funzione f: x&€ R — f(x) =m x + n ¢ detta funzione affine, ma in

alcuni testi € chiamata funzione lineare.

Proprieta

f(0)=n f('xz)_f(xl)

Xy =X

=m Vx,x, ER:x =X,

f(hx+ky) = hf(x) +k f(y) se h+k =1 proprieta di affinita

Dimostriamo la proprieta di affinita:

[f(hx+ky) = m(hx+ky)+ n = hmx+kmy + n( h+k) = hf(x)+hn + kf(y)+kn =h (mx+n)+ k(my+n) =

= hf(x) +kf(p).

Il grafico della funzione affine ¢ la retta di equazione y=mx-+n, parallela alla retta passante per
’origine del riferimento e avente coefficiente angolare m. Il numero n ¢ detto ordinata all’origine: ¢
I’ordinata del punto in cui la retta incontra ’asse delle ordinate

A
A
Per m#0 f(R) =R
inf f = I
0 m\
Strettamente crescente per m >1 Strettamente decrescente per m <l

Per:f(R) =R, inff=-0 sup =+, finvertibile ¢ per ogni yE R ¢ x=f"1(y)=%y—z.

n

1 n

Pertanto la funzione inversa di f ¢ ancora una funzione laffine: f':yER— f'(y)=—y-—
m m

Per : f ¢ la funzione costante “n” ; allora f(R) ={n}, min f=sup f=n.

A y=n

per m =0

v

La funzione affine € una funzione continua.

S(R) ={n}

per m=0 min f'= max f=n

L’insieme delle funzioni affini include I’insieme delle funzioni lineari ( caso n = 0)



h) La funzione potenza di esponente naturale n ( e la funzione radice n-sima).

Fissato il numero naturale n, la funzione
[ XER = f{x)=x" nE€N

¢ detta funzione potenza di esponente n o funzione potenza n-esima: la variabile indipendente x é la
base della funzione potenza, n é [’esponente della funzione potenza ed é fissato .

Il codominio, le proprieta e la tipologia di grafico dipendono da #, in particolare dall’essere n pari o
dispari

* hy) ndispari f:xER —=f(x)=x"ER applicazione di R su R

caso particolare n=1: f: x€ R — f(x) =x €R  applicazione identica

e
L

[ V=X
/ f(R)=R

l/ inff=infx" =-0 sup f=sup x" = +oo

Grafici di f(x) = x"per n=1, 3, 5.

Funzioni dispari.

flx) = ()" = " =f(x)

f funzione dispari:

Il grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine O(0, 0) e passa per i due punti P(1,1) e P’ (-1, -1)

f é strettamente crescente in R quindi invertibile

f é strettamente convessa in [0, +[ f é strettamente concava in |- ©, 0]

f ¢ una funzione continua



Funzione radice n-sima, n dispari come inversa di f{x) = x"
La funzione potenza n-sima f: x€ R — f(x) =x" € R per n dispari é invertibile.

Allora
ogni y Ef(R)=R ¢ immagine di un solox €R indicato con f'(y) ( contro immagine di y)

L’inversa f”
fl:yeER—=x=fpER

associa ad ogni y Ef(R)= R 1’unico x di cui y ¢ immagine, cio¢ I’unica a soluzione dell’equazione y=
f(x), cio¢ dell’equazione y=x". Poiché
y=x"<ex=tly=f'0
la funzione inversa ¢
fl:yER—-x=1yER

Essa ¢ chiamata funzione radice n-sima, per n dispari ed ¢ una applicazione strettamente crescente di
R su R perché inversa di una funzione di R su R strettamente crescente; i/ suo grafico é simmetrico
del grafico di frispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante

n
X rosso, X verde

Con un cambio di denominazione delle variabili indichiamo tale funzione con
g:XER — g(x) = Yx eR
g(R)=R

infg=-o supg=-+oo

g Streftamente crescente
g strettamente convessa in |- ©, 0]
g strettamente concava in [0, +o[

£ ¢ una funzione continua

funzione radice n-sima, per n dispari



* hy) npari  f: xER — f{x) =x" €[0, +oo[ applicazione di R su [0, +oo[

| | | f(R)= 1[0, +oo]

\ { / = / n = = n =
\ | [/ min f=minx" =0 sup f=sup x" =+

\| f 0 punto di minimo

\

X
Grafici di f(x) = x"per n=2, 4.
Funzioni pari.
fé una funzione pari: f=x)=(-x)"=x"=f(x) quindi fnon é invertibile

11 grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ordinate
f é strettamente crescente in [0, +oo[

fé strettamente decrescente in |- =, 0]

[ strett. convessa:
((1-1)x, +tx2)" <(I-t)x!+0xy Vt€]0,1]

f ¢ una funzione continua

Nota: per n pari, y=f(x) cioé y=x"" ha per y>0, due soluzioni: x= 4/; >0 ex=- {’/} <0.

v




Funzione radice n-sima, n pari, come inversa della restrizione di f{x) =x" a [0, +o|

La funzione potenza per n pari non ¢ invertibile. Se pero si considera la sua restrizione all’intervallo
[0, + 00), si ottiene una funzione strettamente crescente e quindi invertibile

h: x€ [0, +o[— h(x) =x" € [0, +o| h= fjo, +.| restrizione di f a [0, +o [
o / h h applicazione stretta mente
y=x / crescente di [0, +oo[ su [0, +oo]

La controimmagine h™(y) di y € [0, +o[ mediante la restrizione h é la soluzione non negativa di
y=x" cioé x= 1y
La funzione inversa di h e la funzione:
h':y € [0, o[ x = tfy € [0, +oo]

detta funzione radice n-sima per n pari. Essa ¢ una applicazione stretta mente crescente di [0, +oo[ su
[0, +oof

Con un cambio di denominazione delle variabili indichiamo tale funzione con

y="x g g: xE [0, +oo[ — g(x) = &/x € [0, +oo[ funzione radice n-sima
n pari

8(10,+o)=0, +oo[
ming =0 supg=+»
g strettamente crescente

g strettamente concava
2 ¢ una funzione continua



i) La funzione potenza di esponente intero negativo z= - n

: : - 1 : o ;
Sia z =-n, con n € N. Si pone x"=x""=— per ogni numero reale x#0. Poich¢ la potenza x°ha
x

senso solo se la base ¢ non nulla, la funzione potenza di esponente z ha per dominio R- {0}
[ XER-{0} — f(x) =x*=x"

le proprieta della funzione dipendono dalla scelta di n, in particolare dall’essere n dispari o pari

e i) ndispari  f:xER - {0} = f{x) =x™"]0, +oo[ = xi ER - {0}
;4
S(R-{0)=R - {0}
inf f=infx™ = sup f=sup x" = +o
S funzione dispari: f{=x) = (x)"" = -x" =f(x)
ol )

o 11 grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine O(0, 0)
e passa per i due punti P(1,1) e P’ (-1, -1)

finvertibile

[ strettamente decrescente e strettamente
concava in |-, 0]

[ strettamente decrescente e strettamente
convessa in |0, +oo[

f ¢ una funzione continua

* i) npari f: xER-{0} — f(x) =x" €]0, +oo] f(R-{0})=]0, +oo[

inff=infx" =0 supf=supx" =+

A funzione pari:

flx) = ()" =x"=f(x)
fnon invertibile

Il grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse
delle ordinate

v

[ strettamente crescente
e strettamente convessa in |-, O]

[ strettamente decrescente e
strettamente convessa in |0, +oo

f ¢ una funzione continua
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) La funzione potenza con esponente non intero o

Ricordiamo che se a ¢ un numero reale non intero x* ha significato per ogni x >0 se a ¢ positivo , ha
significato per x>0 se o ¢ negativo. Pertanto il dominio e il codominio della funzione potenza di
esponente o

frx—= flx) =x

dipendono dal segno di a

o>0 frx €0, o[ = flx) =x € [0, +o[ S0, +oo[) = [0, +oo

f ¢ funzione strettamente crescente di [0, +oo[ su [0, +oo |
f ¢ una funzione continua

A

A

o>1 o<oa<1l
>
>
[ strett. convessa se a.>1 [ strett. concava se 0<a.<1
a<0
S:x €10, o[ =f(x) =x= € ]0, +oof f(10, +oo[) = ]0, +oo[
f ¢ funzione strettamente decrescente di |0, +oo[ su |0, +oo|
f ¢ strettamente convessa
f ¢ una funzione continua
A
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m) La funzione esponenziale di base a >0 e a#l

Se ¢ a >0, a' ha significato per ogni valore reale dell’esponente x ed € un numero positivo.
Allora la funzione x—a* ha per dominio tutto R e i suoi valori a* sono numeri positivi.

In particolare se a =1, & a'= I per ogni x reale ¢ allora la funzione xER—a'=1"=1 ¢ la
funzione costante 1.

A ssumiamo a >0 e a=l. La funzione
f: xER—=a'€ 10, +o[

¢ detta funzione esponenziale di base a; essa ha per dominio R e per codominio ]0, +oo[:

S(R) =£(10, +]), inff=infa =0 sup f=sup a* = +oo
Proprieta della funzione esponenziale indipendenti dalla scelta della base
1. f(0) =1 (a’=1)
2. f(1)=a (a'=a)
3. fo (e4y) =f(x) - £(¥) (a=a" &)
4. fo (x-y) =fL2)] L) (a’=a’ a)

Le proprieta di monotonia della funzione dipendono dall’essere a >1 0 0< a<1.

1°caso : base |a>1

A
y=a’ . .
funzione strettamente crescente di R su 10, +o|:

X <X, =a"l <a™?

1 funzione strettamente convessa

% funzione continua

v

2°caso : base |0<a<lI

funzione strettamente decrescente di R su 10, +o][:
y =ax X X
1 2
Xl < Xz =a >a

funzione strettamente convessa

] \ ffunzione continua

v
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Sf(x)=(413);

10

-2

-3

-4

-4

Come cambia il grafico al variare della base ain ]1,+o[

8(x)=2%

h(x)=3;

i(x)= 4

y=1

-10

-2

-8

X Y=2% Y=3*

5 0,03125 | 0,004115226
-4 0,0625 | 0,012345679
3 0,125 | 0,037037037
2 0,25 | 0,111111111
-1 0,5 | 0,333333333
0 1 1
1 2 3
2 4 9
3 8 27
4 16 81
5 32 243
6 64 729
7 128 2187
8 256 6561
9 512 19683
10 1024 59049

¥

10

Al crescere della base a il grafico
della funzione esponenziale si
distacca dalla retta y=I e cresce piu
rapidamente in [0, +co[, mentre in |-
e, 0] cresce meno rapidamente e si
avvicina sempre di piu all’asse delle
ascisse

13



Come cambia il grafico al variare della base ain 10, 1[ ?
Confrontiamo 1 grafici delle funzioni esponenziali di base 1/2 e di base 1/3

: AN
f: x€ER (2)

e g: x€ER—g(x)= (%)

-4

-3 -2 -1 2 3 4
-1

X Y=(1/2)* Y=(1/3)%

-5 32 243,00
-4 16 81,000
-3 8 27,0000
-2 4 9,0000
-1 2 3,00000
0 1 1
1 0,5 0,333333
2 0,25 0,1111111
3 0,125|0,037037037
4 0,0625| 0,01234567
5 0,03125 0,0041152
6 0,015625 0,0013717
7 0,0078125 0,0004572
8 0,00390625 0,0001524

Al decrescere della base a il grafico della funzio
esponenziale si distacca dalla retta y=1
diventando piu ripido in ]-o, 0],

mentre in [0,+ 0] e si avvicina sempre di piu
all’asse delle ascisse

14



Relazione trai graficidi f xER—a'€ |0,+o[ ¢ g:xER—>(1/a)'E€ |0, +x0é

10 A
9
8

g 9 % oW B ¥ @ oy P O Hd N O T B W o~ @ o g

f)=2) g)=(1/2)"

I due grafici sono simmetrici I’uno dell’altro rispetto all’asse delle ordinate:

Infatti: g(-x) =(1/a)™ =a" =f(x)

15



m) Invertibilita della funzione esponenziale e definizione di logaritmo “log,y” per y>0

La funzione esponenziale
f: xER—=a'€ 10, +[ a>0 eazl

¢ strettamente monotona e quindi invertibile:
Vy€l0,+o[= f(R) 3AlIxER: y=a"
in altre parole:
Vy €]0,+0[= f(R) esiste una sola soluzione di y = a*

Per ogni numero positivo y, la soluzione dell’equazione a’=y ¢ il numero x = f'(y) di cui y é
immagine

Si conviene di indicare tale soluzione con il simbolo ““ log, y” detto ““ logaritmo in base a di y

fl(y)=log,y

|/ N
|

/ \

v

0 x=log,y x=logy ! 0
Percio :
y>0 e y=a"=y>0 e x=log,y
Esempi:
o 3=9 ha per soluzione 2, poniamo allora 2 = log; 9;
o 2=1/8 ha per soluzione -3,, poniamo allora -3 = log: (1/8);
o =135 ha una sola soluzione e la indichiamo con log- 5

DUE MODI EQUIVALENTI DI LEGGERE IL log, y

Sia a>0 e a#1 e y>0. Per definizione di logaritmo:

1. log, y, élasoluzione x dell’equazione esponenziale a'=y ;

2. log,y, élesponente x che occorre dare alla base a per avere il numero y

Esempi:

1°. log; 27 é la soluzione dell’equazione esponenziale 3*=27 e quindivale3: log;27 =3 ;

2°. log,; 27 e lesponente da dare alla base 3 per avere I’argomento 27 quindi: log;27 =3.

16
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Dalla 2.:

a**"=b VYb>0, log,a"=b VbER 1)

Alcuni valori fondamentali del logaritmo, non dipendenti dalla base a:

log,1=0 Ya E]0,1[U]L, + o

log a=1 Ya€]0,1[U]L, + o[ Q?)

Proprieta del logaritmo:
log (x-y)=log x+log .y Vx>0 e Vy>0
loga£=10gax—10gay Vx>0 e Vy>0
y

1ogaxb=blogax Vx>0 e VbER

Esempi di applicazione delle proprieta nel calocolo del logaritmo:

log,128 =log, (4+32) =log,4+0g,32=2+5=7

1
logzﬁ=log21—10g2128=0—7=7

Formula per il cambiamento di base del logaritmo

log x
log b

Vx>0 e Vb>0¢e b=l

log, x =

Esempio di applicazione :

17



m;) Inversa della funzione esponenziale

La funzione esponenziale f: XxER—a € |0, +x[ ¢ strettamente monotona e quindi invertibile;

-/ N

v

0 x=log,y x=logy | 0

I’inversa ¢ la funzione
f1: y€EJ0,+0[— xER : a* =y cioe f': y€10,+[— log, yER

che ¢ chiamata funzione logaritmo di base a.

n) La funzione logaritmo di base a >0 e a#l1.
La funzione logaritmo di base a >0 e a#1 ¢ la funzione
g: x€]0, +oo[— log, xER,

inversa della funzione esponenziale: il grafico e il simmetrico del grafico della funzione esponenziale
rispetto alla bisettrice y=x del 1° e 3° quadrante e passa per il punto (1, 0)

g & una applicazione di |0, +oo[ su R,

g(€]0, +o[)=R, o= dnf log x, +oo= xéﬁlfw[log“ X
Il suo grafico (in blu nell’immagine seguente )

[y=a* Y
f

y=lg,z

t
/ — \ E
/ \
1)
- hAY
— 0 o \’""-—n-fv
1 T 1 T
y==zx // v=>
/ y=lgr

18

v



La funzione logaritmo eredita le proprieta di monotonia della funzione esponenziale, di cui ¢ ’inversa,
quindi ¢

‘“una applicazione

strettamente crescente se a>1,
di 10,+o[ su R

strettamente decrescente se a<1.”

Per la (3), indipendentemente dalla basea, é: g(1)=0 e g(a)=a

1°caso: base

a>1

funzione strett. crescente
funzione strett. concava

funzione continua
y=log.x limlog, x = —o0

x—0

lim log, x =+

X—>+%

A =a

1°caso: base |[0<a<l1

funzione strett. decrescente
funzione strett. convessa
funzione continua

limlog  x =+

x—0

limlog x=-o

Y—>4-00

v

y=log.,x’
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Come varia il grafico al variare della base a

Se a>I: il grafico, che cade nel 1° e 4° quadrante, ¢ al di sotto della retta y=x e al crescere
della base a il grafico della funzione logaritmo cresce meno rapidamente in [ 1, +oo[ allontanandosi
dalla bisettrice y =x, mentre in ]0, 1] cresce piu rapidamente e si avvicina sempre di piu all’asse
delle ordinate

Se 0 <a<I: il grafico, che cade nel 1° e 4° quadrante, ¢ al di sopra della retta y=-x e al
decrescere della base a il grafico della funzione logaritmo decresce meno rapidamente in [1, +oo[
allontanandosi dalla retta y = - x e decresce piu rapidamente in ]0, 1], avvicinandosi sempre di piu
all’asse delle ordinate

Relazione tra i grafici di f: xER—f(x)=log x €]0,+x[ e g:xER— g(x) =log,xE ]0,+x]

a

* y =log, x I due grafici sono simmetrici I’uno dell’altro
¥ e rispetto all’asse delle ordinate
2 7_/'*/
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