STRUTTURE ALGEBRICHE
Una operazione unaria è una operazione che trasforma un elemento di un insieme in un elemento dello stesso, o di un altro, insieme; quindi possiamo identificare una operazione unaria con una funzione.
Una operazione binaria, che denotiamo con  # è una operazione che trasforma una coppia di elementi (a,b)  in un terzo elemento a # b:  (a,b)  a # b 
Sia A un insieme. Si dice che l’operazione binaria  # è interna ad A, o che è  definita in A, se esiste una legge che associa ad ogni coppia (a,b) di elementi di A uno ed un solo elemento  a # b appartenente ad A:  (a,b)   a # b  A

A si dice una struttura algebrica se in A sono definite una o più operazioni interne, e altre eventuali operazioni “in qualche modo” collegate ad A.
Se le operazioni interne sono denotate con i simboli  +, #, ×, • , … scriveremo  
(A, # , + ,×, • , … ).
Le strutture algebriche più semplici sono quelle con una, o al massimo due, operazioni interne. 

Anelli
Sia (A,+,) una struttura algebrica con due operazioni binarie interne + e  , che diciamo rispettivamente addizione e moltiplicazione.    A si dice un anello se :
1) L’addizione è associativa e commutativa, cioè
(a+b)+c=a+(b+c),  a,b,cA
a+b=b+a ,  a,bA
2) Esiste un elemento neutro per l’addizione, che chiamiamo zero  e denotiamo con  0, tale che a+0=0+a=a ,  a A
3)  aA , esiste un elemento, che denotiamo con –a e diciamo opposto di a, tale che
a+(-a)=(-a)+a=0
4) La moltiplicazione è associativa e distributiva rispetto alla somma ovvero
(ab)c=a(bc) , a(b+c)=ab+ac,  a,b,cA
Si dimostra che lo 0 e l’opposto -a di un elemento a, se esiste, è unico.
Esempi
1) L’anello degli interi (, +, )
2) L’anello dei numeri pari ( P, +, )
3) L’anello dei polinomi nella indeterminata x, ([x], +, )
4)  Sia n = {0,1, … , n-1}, definiamo in n due operazioni, una di somma, una di prodotto nel modo seguente:   a+b= rest(a+b:n), ab = rest (ab:n). Si vede che (n, +, · ) è un anello commutativo unitario, ma non è, in generale, un dominio di integrità.  Si dice anello dei resti modulo n.
5) ( ), (, + , .
Da ora in poi omettiamo, di solito,  il simbolo  e scriveremo semplicemente ab invece che ab.
Osservazione: Non è richiesto che l’operazione  sia commutativa!
Proprietà elementari degli anelli
1) a+b=a+c   ⇒   b=c  ; b+a=c+a  ⇒  b=c  (leggi di cancellazione)
          Dim. Sia  l’opposto di . Allora, applicando le proprietà dell’addizione si ha:

          L’altra implicazione si dimostra allo stesso modo.
2) a0 = 0a = 0,   a  A 
Dim.    per la legge di cancellazione.
L’altra uguaglianza si dimostra allo stesso modo.
3) a(-b) = (-a)b= - (ab),  a, b A
Dim.  per la legge di cancellazione.  Allo stesso modo si dimostra l’altra uguaglianza.

Un anello si dice unitario se esiste l’elemento neutro per la moltiplicazione, cioè un elemento, che diciamo di solito unità e denotiamo col simbolo 1, tale che a1=1a=a,  aA. L’elemento neutro per la moltiplicazione si denota a volta anche con altri simboli come i , oppure , oppure  . Si domostra che, se esiste, è unico.
Un anello si dice commutativo se vale la proprietà commutativa per il prodotto   ovvero   
ab = ba ,    a, b  A 
Un anello commutativo unitario si dice un dominio di integrità se vale la legge di annullamento del prodotto ovvero se,
ab =  0  ⇔ a=0 oppure b=0
Un elemento a si dice invertibile in A se esiste in A un elemento, che denotiamo con a-1 e diciamo inverso di a, tale che aa-1=a-1a=1 .
 Teorema. a) L’inverso di un elemento, se esiste, è unico.
Dim. Siano  e inversi di . Proviamo che 
.
b) Il prodotto di due elementi invertibili   e è invertibile e

 Basta osservare che
  
Analogamente si prova che  . Segue .

Per la prima delle proprietà elementari degli anelli 0 non è mai invertibile! 

Campi
Un anello commutativo unitario (K,+,•)  si dice un campo se ogni elemento diverso da 0 è invertibile.
Teorema.  In un campo vale la legge di annullamento del prodotto, ovvero
ab=0 ⇔ a=0 oppure b=0
Dim. La implicazione  segue dalle proprietà elementari degli anelli. Proviamo la implicazione  . Sia  Se  non c’è niente da dimostrare. Sia , poiché K è un campo  è invertibile. Sia l’inverso di . Allora


     Esempi.
1) ( R, +, • ) e ( Q , +, • ) sono campi, detti  rispettivamente campo reale e campo razionale
2) ( Z , + , • ) è un anello commutativo unitario, è un dominio di integrità, ma non è un campo. Gli unici elementi invertibili sono 1 e -1.
3) L’anello dei numeri pari non è un anello unitario, 1 non è un numero pari.
4) ( C , +, · ) è un campo, detto campo complesso. Le operazioni di addizione e moltiplicazione sono definite nel modo seguente:
      (a+ib) + (c+id) = (a+c) + i(b+d)
      (a+ib)(c+id) = (ac-bd) + i(ad+bc)
5) ( n, + , ) è un campo se e solo se n = p è un numero primo. 
6) [bookmark: _GoBack]Sia  R[x] l’insieme dei polinomi nella indeterminata x  con le ordinarie operazioni di somma e prodotto di polinomi, allora R[x] è un anello unitario, ma non è un campo. L’elemento neutro rispetto alla somma è 0, l’elemento neutro rispetto al prodotto è 1.  Se f(x) e g(x) sono polinomi di grado m ed n rispettivamente il polinomio f(x)g(x) ha  grado m+n, quindi nessun polinomio di grado maggiore di 0 è invertibile,  se f(x) è un polinomio di grado maggiore di 0, 1/f(x) esiste ma non è un polinomio, quindi non appartiene a R[x].
