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ESEMPI SVOLTI DI PROVE D’ESAME DI SCIENZA DELLE COSTRUZIONI

Introduzione

In questo documento vengono riportate le soluzioni complete e commentate di alcuni esercizi
d’esame di Scienza delle Costruzioni. L’intenzione dello scrivente € quella di costituire un database
di esercizi d’esame mediante il quale I’allievo possa prepararsi ad affrontare la prova scritta. Il
numero degli esercizi riportati nel seguito, quindi, & destinato ad aumentare man mano che si

svolgeranno gli esami scritti di Scienza delle Costruzioni.

| primi esercizi sono stati commentati per intero ed in modo esaustivo, e, quando possibile, sono
state presentate diverse strategie di soluzione. Per i successivi esercizi si sono evitate inutili
ripetizioni e si sono presentati solamente i risultati significativi, riservandosi di commentare ogni

passaggio piu delicato o I’introduzione di un concetto o di una operazione mai affrontata prima.

Ricordando che lo spirito della presente raccolta & quello di fornire agli allievi un supporto didattico
di preparazione alla prova scritta, si invitano i lettori a dare riscontro di ogni errore od inesattezza

riscontrata.

Il docente del corso

Giacomo Navarra
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ESEMPI SVOLTI DI PROVE D’ESAME DI SCIENZA DELLE COSTRUZIONI

1 Esercizio tipo

Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione e verificare la sezione piu sollecitata

del sistema in Figura 1.1 trascurando la deformabilita assiale e a taglio.

q
bl ¥ b ¥
— T ¢
b h
T e 4
b)
L=250cm =200 N/em  =1.5-10°°C? AT=20°C E=2.1-10" N/cm?
b=10 cm h=20 cm s=lcm c=2cm Gamm=16000 N/cm?

Figura 1.1. Sistema da analizzare; a) schema d'assi; b) sezione trasversale.

1.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Il sistema &€ composto da due aste vincolate da un incastro interno (vicolo di continuita) e quindi

possiede nel piano tre gradi di liberta. | gradi di liberta sottratti dai vincoli esterni sono quattro,

quindi il sistema & una volta iperstatico (q=3n-v =3+(2+2)=-1).

1.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale a | possiede due assi di simmetria quindi il baricentro G coincidera con
I’intersezione di tali assi. Inoltre gli assi di simmetria saranno anche assi principali di inerzia ed il
centro di taglio Ct coincidera con il baricentro.

L area della sezione vale:

A =bh—(b-s)(h-2c)=56 cm* (1.1)

Il momento di inerzia rispetto I’asse forte (I’asse orizzontale baricentrico x;) si calcola come:

Esercizio tipo 4
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3 _ _ 3
I _bh —(b s)(h—2c) =3594.67 cm* (1.2)
12 12

1.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato e equivalente alla
sovrapposizione dei due schemi 0) e 1) indicati in Figura 1.2, in cui I’incognita iperstatica X deve
essere valutata in maniera tale che la rotazione del punto A ¢, deve essere nulla, ovvero deve essere
verificata la seguente equazione di congruenza:

Pp=0% +9PX =0 (1.3)

" " i
Figura 1.2. Struttura iperstatica e sua scomposizione negli schemi isostatici 0) e 1).
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:
N(%)=NP(x,)+N® (%)X
T(XS)ZT(O)(X3)+T(1)(X3)X (1.4)
M(%;) =M (x,)+M® (%)X

1.4 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 1.3, mentre i
rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di
seguito elencati:

HY =V =V :%:12500N; HY :3?TL=37500N; (1.5)

Esercizio tipo S
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L L
N () =27 =1 N (%)= (16)
L L
T206)= 05 T ()= 5] e
©) __|— ) ©) _Yy2 92
M (%,) = K MBC(X3)—4(L +Lx-2x;) (1.8)

I sistemi di riferimento delle ascisse x3 utilizzati sono mostrati nella Figura 1.3-a.

A e | IS [III[]}®
aL —
“ e s ]
. s
— =10 kN (I
w N° ©
) c b) ]
o “Jc
A s, B B
TS TR A LTS [T
= 10 kN - . 35.15kNm—1
—— =1000 kNcm ®
T(O) M(O)
c) d)
C C

37.5kN

Figura 1.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

1.5 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche

Esercizio tipo 6
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della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 1.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni
vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:
1

HY =V = HE =V = 1.9)
1 1
N%(Xs):_zz; N(Blc):(xs)zz (1.10)
1 1
T (%) =50 Tee (%) =5 (112)
X,— 2L X,— L
M%(Xe,):SZ—L; Mgc):(xs): 32L (1.12)
I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 1.4-a.
X=1
LAY B ALLLIIIIIeTTT[[[]IB
2L Zri N A L]
% ]
\3 @
) b) ]
a C Qj_ = -

=8
.
.

wg

<
y

A
AL TTTTT]

T(l) M (0]

e L
>

c) d)

C C

]

Figura 1.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.
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1.6 Determinazione dell’incognita iperstatica

Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di

congruenza (1.3). Per compiere questo passo & necessario procedere al calcolo delle rotazioni ¢f e

oV . A tale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.

1.6.1 Calcolo di ¢¥

La determinazione di ¢% viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.
Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)

vale:
L, =109 (1.13)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni

(meccaniche e distorcenti) del sistema 0) vale:

M@ (x
L, :jSM(l)(x3) ¥+ kT}dx3

X1

L (0) L (0) (1.14)
M’z (X M
- i )| MR 20T o o o) M
0 Elx1 0
che, sostituendo le espressioni ricavate in (1.8) e in (1.12), diventa:
L
jx?’ 2L kX,  20AT dx3+jx~°'—"i(|_2+|_x3—2x§)dx3 (1.15)
4El, h » 2L A4El,
Risolvendo I’integrale in (1.15) ed eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
oV = _ 7 9L _3oATL _ —0.0116621 rad (1.16)

1.6.2 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢% viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L, =1¢% (1.17)

Esercizio tipo 8
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Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni (solo

meccaniche) del sistema 1) vale:

M(l)(x ) L M(l) (X ) M(l) (X )
— @ 3 _ (6] (1) BC \ "3
L, —LM (%) A, dx _gMAB()%)—EIXl dx +j|v|BC 3)—EIX1 dx (1.18)
che, sostituendo le espressioni ricavate in (1.12), diventa:
L L 2
J‘i( j dx, + i(x?’_l‘j dxszz_l‘ (1.19)
5 El s EL,\ 2L 3EIl,,

Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
oV = 32E—II_ =2.20786-10° rad/Ncm (1.20)

X1

1.6.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori
delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (1.3):

0) 9El, aAT
-9 7 X1
o0 +oPX =0 —>X_—(p7'}:§qB+T=52821.2Nm (1.21)

1.7 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando I’equazione (1.4), come descritto in precedenza, e possibile ricavare i valori delle

reazioni vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico

assegnato:
o=V, =V, =254 X 2306an;
2L (1.22)
3L X |
o == 2 _26935N; M, =X =52821.2Nm
4 2L
N (%)=~ 30— X _ 2308aN; Ny (x,) =95+ 2 = 23084N; (1.23)
4 2L L
qL L X
Tys (%) = 4+I—23064N Toe (X )—q(Z—XSJ+Z=23064—200x3N (1.24)
My (%) = 35 x, +x 5572k = 5282120423064 x, Nem
2 (1.25)

Mg (%;) =—100(x,—250)(x,+19.3581) Ncm

I corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella seguente

Figura 1.5.

Esercizio tipo 9
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1.8 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione riportati nella Figura 1.5 si
deduce che la sezione piu sollecitata & quella denotata con la lettera A, che é soggetta alle seguenti

caratteristiche della sollecitazione:

N, =-23064N; T, =23064N; M, =-5282120Ncm. (1.26)
AN B ‘ C# B
X 7
a3 ‘F ]; A
T %
—— =10kN
N =
a) 3L X b)
%il‘; C
J7 Q4L+% 23.06kN

23.06kN
L @ |
>

— =10kN
—— =2000 KNcm

[18.16kNm

c) d)
C C

26.94kN

Figura 1.5. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute alle caratteristiche della sollecitazione
riportate nella (1.26) si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni
normali e la teoria approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

Esercizio tipo 10
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to, =E+Mx2 =— 23064 - 5282120 X, =—411.85-1469.43x, N/cm? (1.27)
A le 56 3594.67

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

tyy; =ta], .. =—15106.16 Nicm® t,, =ty| =14282.46 N/cm? (1.28)

Il diagramma delle tensioni normali ts3 € riportato nella Figura 1.6.
Per quanto attiene alle tensioni tangenziali, la loro determinazione puo essere condotta applicando
la nota formula di Jourawski a due sezioni, una posta sull’ala della sezione a I, I’altra posta

sull’anima, cosi come illustrato nella Figura 1.6:

TSy T(h-c
ly =~ | C = (2| )y =57.746y N/cm? con t,, ... = t31|y:g = 288.73 N/cm? (1.29)

X1

TS . bc(h-c
ty, = - —-=-1154.92-51.32087 +3.20811z" N/em’ con S :¥+sz(g—6—gj; (1.30)

X1
il valori estremi della tensione tz si hanno in corrispondenza della fibra baricentrica ed in
corrispondenza dell’intersezione delle ali all’anima in cui valgono:

tipmax = tso|, 0 =—1360.24 Nfem? t,, . =t,| ~=-1154.92 N/cm’ (1.31)
2

32,max 32,min

Il diagramma delle tensioni tangenziali ts; € t3, € riportato nella Figura 1.6.

289 N/cmq
LR e T (T T
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ { — 1155 N/cmq
-+ |
|
|
|
|
{
77777777777777777777777 +F=========5 1360 N/cmq
|
t3z j
|
|
{
t ;;;;;; N E— 1155 N/ecmq
33 W
-15016 Niemg 8 o L.

igura 1.6. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.

Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo
il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P di intersezione tra I’ala

inferiore e I’anima, assumendo, che Ii agiscano le tensioni tsz, t31 max € t32,min:

Esercizio tipo 11
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G, = \/t;‘i 4382+t ) =15246.2 Nfem? < o, =16000 N/em? (1.32)

VERIFICA SODDISFATTA

Esercizio tipo 12
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2 Soluzione del compito dell’8 febbraio 2011

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura
riportata in figura
o Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:
E =2.1-10° daN/cm® Gamm=1900 daN/cm? $o=0.01 rad
L =300 cm g =10 daN/cm 0=45°
b=15cm h=25cm c=2cm s=lcm
Ve L i L v
q
A Y v Y Y Y Y Y Y
A C

¢ D

Figura 2.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

2.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Il sistema privo di vincoli € composto da due aste e quindi possiede nel piano sei gradi di liberta. |

gradi di liberta sottratti dai vincoli esterni ed interni sono sette, quindi il sistema & una volta

iperstatico (g =3n-v=6—-(1+1+3+2)=-1).

Soluzione del compito dell’8 febbraio 2011 13
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2.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale a T possiede un asse di simmetria verticale, quindi il baricentro G si trovera

su tale asse. Per determinare la coordinata x, del baricentro G si determinano dapprima I’area:
A=bh—(b-s)(h-c)=53cm’ (2.1)
ed il momento statico rispetto un asse passante per il lembo inferiore della sezione:

bh? (b-s)(h-c)’

S, = - =984.5 cm® (2.2)
°© 2 2
La coordinata x, del baricentro sara quindi:
S, 9845
=0 -"""" =1858 cm® 2.3
Yo = A =3 (2.3)

Il momento di inerzia rispetto I’asse forte (I’asse orizzontale baricentrico x;) si calcola come:

3 _ _ 3
X1=b2 _(b S)gh °) _ Ay? — 308811 cm (2.9)

Infine & da rilevare che per una forza di taglio diretta in direzione xp, il centro di taglio Ct

coincidera con il baricentro G.

2.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato e equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a
molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una
molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilita di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne verranno esaminate due.
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:

N(%;)=NP(x,)+N® (%)X

T(%)=TP(%)+T®(x,)X (2.5)

M(%;) =M (x,)+M® (%)X

2.4 Soluzione numero 1- Rimozione del carrello in C

Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione del carrello in C si hanno gli

schemi isostatici indicati in Figura 2.2, in cui I’incognita iperstatica X deve essere valutata in

Soluzione del compito dell’8 febbraio 2011 14
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maniera tale che I’abbassamento del punto C v, deve essere nullo, ovvero deve essere verificata la

seguente equazione di congruenza:

Ve =v¥ +vIX =0 (2.6)
q I V%C R Ve
0) + 1)
&2 .

Figura 2.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1) — soluzione 1.

2.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni

vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 2.3, mentre i

rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di

seguito elencati:

sz N ©)

A
tle— ° o :

@
0) (0)
T M .
L D D
) % d) %

Soluzione del compito dell’8 febbraio 2011
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Figura 2.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;

c¢) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

HY =V =Vy =Hp = qu—15kN MO = aL — 4500 KNcm
L L

Nf’s(xa)=—q7; NG (%) =0; Ng’g(xs):_q?;

T200) =T q: TO(x)=0 T8 (x)=%;

2 2

q% : qL
M (%) = > “2(L-%); MR (%)=0 ME(x)= 5 ——(L—%,);
| sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 2.3-a.

2.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche

della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 2.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

HY =V =HY =1; V{’=2; MY =L (2.11)
NG (%) ==L NEL(%)=0; NE(x)=2; (2.12)
T (%)=1 Td(%)=1 T (%)=L (2.13)
M () =%t MG () =i M () =L = (214
| sistemi di riferimento delle ascisse xs utilizzati sono mostrati nella Figura 2.4-a.

Soluzione del compito dell’8 febbraio 2011 16
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1 ‘ o
A c A c
! X B X B
Zfl T x=1
®
X: N®
g D D
L ! b) 2
a) )
V
A O 1 A L_B c
1 ® B c 5
®
@ )
T M .
e D
C) 1 d) L

Figura 2.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

2.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di
congruenza (2.6). Per compiere questo passo € necessario procedere al calcolo degli spostamenti

v® e vO. A tale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.

2.4.3.1 Calcolo di Errore. Non si possono creare oggetti dalla modifica di codici di campo.

La determinazione di v viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)
vale:

L, =1-v?+MP . ¢, =v? —¢,L (2.15)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 0) vale:

Soluzione del compito dell’8 febbraio 2011 17
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L, :J'SM(l)(Xg) TS dx,
L M© 1 © (2.16)
X, Mg (X
_ M8 (x) (—I( )]dx +jM<Bl,; ()Mo= Ce) g
0 X,
che, sostituendo le espressioni ricavate in (2.10) e in (2.14), diventa:
2 5 gL
L—x,) dx,=— 2.17
2EI Xl o) 0% =2 El,, 210
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
5 gL
vO == +¢,L =5.6276 cm 2.18
=L (2.18)

X1

2.4.3.2 Calcolo di v¥

La determinazione di v& viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L, =1v¥ (2.19)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 1) vale:

L =.[3M(1) (Xs)l:%:ldxs =

X1

) M(l’ ( ) " (x) (2.20)
IM(l) J‘M(l) BC dx, +IM(1) 3)L3d X,
0 x ><1 Elxl
che, sostituendo le espressioni ricavate in (2.14), diventa:
L L(L—x )2 K
' I El,, { El, ° El (221)
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
L3
v = ——=4.20427 -10*cm/N (2.22)
© El

X1
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2.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori
delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (2.6):

© El ¢
© L Oy _ _ Vo _ 5 xPo
VOHVEX =0 X =T =gl = B = -13385.0N (2.23)

2.5 Soluzione numero 2- Rimozione dell’incastro in D

Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla rotazione in D si hanno gli schemi isostatici indicati in Figura 2.5, in cui I’incognita

iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che la rotazione del punto D, ¢, deve essere pari

al cedimento anelastico ¢,, ovvero deve essere verificata la seguente equazione di congruenza:

¢p = (P|(30) + (Pg)x =y (2.24)
EHHHHHMHHHH c A c
0) + 1)
) ;;/(p(é’) ;}7”/(P(D1)
A, XL Le

Figura 2.5. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1) — soluzione 2.

2.5.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 2.6, mentre i
rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di

seguito elencati:
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Z ‘ ‘ C A
X B Xs B
|*
©
Xs N ©)
D D
b) g
a) quL
_gzﬁ
L
o @ B
T (0) M(O)
D D
c) d)

Figura 2.6. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

HY =V =HY =0; VO :%:15 kN; VY :qu:45 kN;

3
NG () =0 NE (%) =0 N8 (x)=-aL;

L
TR () =-ax: T(6)=-"= TR(x)=0
X2 L
M2 () == ME () ==Txi ME () =0;

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 2.6-a.

2.5.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche

della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 2.7, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

Soluzione del compito dell’8 febbraio 2011
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HY =V =HY =Vv{ -1 \S 2, (2.29)
L L
& 1. \o SN 2.
NAB(X3):E, N (%) =0; NBD(xg):—E, (2.30)
1 1 1
T,éls)(xs):_f; Télg(xs)zt; Tég(xs):_t; (2.31)
X X X,—L
Mie (%)= =75 Mee (X)) == Mep (%)== —; (232)
I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 2.7-a.
< A C A B C
b % ° X t] ©
| bl
L
S
6]
Txa . N D
pd —>
/A 1 b 2
a) 2 - ) ;
i o c A 010 c
A B ® % B
S
(1) )
T M .
ol | D
c) t d) '

Figura 2.7. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

2.5.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
L’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di congruenza (2.24). Per compiere
questo passo & necessario procedere al calcolo delle rotazioni ¢& e ¢f . A tale scopo si utilizzera il

metodo della forza unitaria.
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2.5.3.1 Calcolo di ¢Y

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)
vale:

L, =109 (2.33)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 0) vale:

M© (x,)
_ &) 3
L, _LM (%3) Ei, dx,
) o ) o (2.34)
Mz (X Mge (X
- gmgl;(xs)[—gi 3)]dx3+ [ ) M
che, sostituendo le espressioni ricavate in (2.28) e in (2.32), diventa:
3 L 2 3
[ gy [ gy o L OE (2.35)
s 2EI, L > 2EI, 24 El,
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
oY :1%21.22625-102 rad (2.36)

24 E

X1

2.5.3.2 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.
Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)

vale:

L, =1¢Y (2.37)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 1) vale:

—M(l)(x3)}dx3:
L M, (x,) L M (x,) L ME, (x,) (2.38)
:jmgg(xg)$dxg+IMgg(x3)%dxa+ngé(xz) o (%)

0
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che, sostituendo le espressioni ricavate in (2.32), diventa:

L 2 L 2
X (x,—L) L
L =2|=———dx, + |2 dx, = 2.39
! !EIXlLZ ? ! EILL> 7 El (2:39)
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
oY = % =4.67141 -10°rad/Ncm (2.40)

X1

2.5.4 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori
delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (2.24):

Q) El
0O + X =, — X = =% =_%qL2 +X—L1¢°=—484320Ncm (2.41)

(€]
Pp

2.6 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando I’equazione (2.5), come descritto in precedenza, e possibile ricavare i valori delle
reazioni vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico
assegnato. Questo puo essere fatto a partire dalle due soluzioni determinate ottenendo, ovviamente,
gli stessi andamenti delle reazioni vincolari e delle caratteristiche della sollecitazione. Operando,
per esempio, secondo la prima soluzione trovata si ha:

H, =V, =H, =%+x =15000-13385 =1615N;

V, = %— 2X =15000+26770=41770N; V, =X=13385N (2.42)
qL’
M, = 7+ XL =4500-4015.5 =484.5kNcm
qL . qL
NAB(XS):—T— =-1615N; Ny (%,)=0 NBD(xa):—7+2X:—4177ON (2.43)

The (%) = q(%-x3j+X:1615-100 X3 N;  Tge (%) = X =-13385N

(2.44)
T (%) =%+ X =1615N
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qX%

Mg (%) = T(L — X, ) +X X, 1615, -50 X; Ncm
Mgc (X;) = XX, = —-13385x, Ncm (2.45)
Mo, (xs):[%mj(L_xs):484500_1615x3 Nem

I corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella seguente

Figura 2.8.

q | |

1615N
~A c A o c
1615 N v B A B
Xs Xs
10000 N
ZTlsls N J713385 N —
©
Xs N
D D
J b) 41770N
4845 kNem ™ A 1615 N
a) 41770 N
e
=)
28385 N o1Z
) 1S
A B c A 12 c
<
615N " ® 13385 N ® B
F— 10000 N F— 1000 kNcm
®
TO M®
D O-lp
C) 1615 N d) 484.5 kNcm

Figura 2.8. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

2.7 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione riportati nella Figura 2.8 si
deduce che la sezione piu sollecitata € quella denotata con la lettera B, che € soggetta alle seguenti
caratteristiche della sollecitazione:

N, =-1615N; T, =-28385N; M, =—4000kNcm. (2.46)

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute alle caratteristiche della sollecitazione
riportate nella (2.46) si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni

normali e la teoria approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.
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Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

N M 1615 4000000
lyg =+ —X% =- - X
A 53  3058.11

X1

= -30.46-1313.12x, N/cm’ (2.47)

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

Ui = La|,_, =-24422.3Nlem® g, = t33|X2:_(h_yG) =8405.73 N/cm® (2.48)

Il diagramma delle tensioni normali tz3 € riportato nella Figura 2.9
Per quanto attiene alle tensioni tangenziali, la loro determinazione puo essere condotta applicando
la nota formula di Jourawski a due sezioni, una posta sull’ala della sezione a T, I’altra posta
sull’anima, cosi come illustrato nella Figura 2.9:
o h-ye -~
_TSXl 6

()
t, = o s I y =50.351y N/cm?* con t

= t31|y:g = 377.63 N/cm? (2.49)

31,max
X1

TS, , , o z
t, =———=-172.422+4.614z° N/cm“ con S, =sz| Yy, ——
s ! 2

X1

]; (2.50)

il valore massimo della tensione ts, si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

tay max = Lo |z:yG =-1601.38 N/cm? (2.51)

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e t3, € riportato nella Figura 2.9

377 N/cm

| 8405 N/cmg d t31

f m

‘ S e

i @ 1510 N/emg
} 1601 N/cmq
|

t33

I
I
I
I
I
I
i
I
I
I
§P -22422 N/cmq

Figura 2.9. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.
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Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo

il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P assumendo che |i agisca la sola

tensione tzs i:

Gy = \Jt3; = 244223 Niem? > G, =16000 N/cm? (2.52)

VERIFICA NON SODDISFATTA
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3 Soluzione del compito del 22 febbraio 2011

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura

e Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:
E =2.1-10* kN/cm? Gamm=16 kN/cm? 0=45° a=1.50-10"°°C-1 AT=15°C
L =300cm g =150 N/cm b=10 cm h=20cm s=1lcm
. L ,
AT
YA | B
* v h v
§ ‘ A J P
+AT b
h
-
51

NI

L
2

Figura 3.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale

3.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Il sistema privo di vincoli € composto da due aste e quindi possiede nel piano sei gradi di liberta. |
gradi di liberta sottratti dai vincoli esterni ed interni sono sette, quindi il sistema e una volta

iperstatico (g =3n-v=6—-(1+1+3+2)=-1).
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3.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale é scatolare e possiede due assi di simmetria, quindi il baricentro G si trovera
nella loro intersezione.

Si determina I’area:
A =bh—(b-2s)(h-2s)=56 cm’ (3.1)
Il momento di inerzia rispetto I’asse forte (I’asse orizzontale baricentrico x;) si calcola come:

3 _ _ 3
| o (b=2)(h=25) _ 200 67 o 3.2)
T 12

Infine e da rilevare che, data la doppia simmetria, il centro di taglio Ct coincidera con il baricentro
G.

3.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato € equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a
molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una
molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilita di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne verranno esaminate due.
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:

N(%)=NP(x,)+N® (%)X

T(XS)ZT(O)(X3)+T(1)(X3)X (3.3)

M(%;) =M (x,)+M® (%)X

3.4 Soluzione numero 1- Rimozione dell’incastro in A

Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla rotazione in A, si hanno gli schemi isostatici indicati in Figura 3.2, in cui I’incognita
iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che la rotazione del punto A ¢,, deve essere
nulla, ovvero deve essere verificata la seguente equazione di congruenza:

Pa =08 +OPX =0 (3.4)
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o [T
C E C E
2l > : o Y

Figura 3.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1) — soluzione 1.

3.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 3.3, mentre i
rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di

seguito elencati:

L. 5 A 4e
— o T T T
L +
4 ]
N© 2
i sz =
c : CSIRRESElE !
aL —-=Fg D b) c D
7 X3
a) f%
1
A BaL A g'4LZB
[ |4 [l :
P RRRRARRCEARENRN B 1«
TO = M ©
@%E
CW | E C E
L D 2 D
0 oo ) ne

Figura 3.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.
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H§S>=v§\°>:VC(°>=H§>=%=11.25I<N; VP =0; (3.5)
NG (%) =55 N () == NG ()= NG (x) =0 (3.6)
T8 (%)=L T806)=-L0 T8 00) =T -ax: T2 (x)-0 @)
Mfg(x3):%x3; Mg’g(xs):%xs; Mg))D(x3):q—2X‘°’(%—x3j; ML (%) =0; (3.8)

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 3.3-a.

3.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita
iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche
della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 3.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni
vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

1 yo_2

HY =V =Y =V = 1 v = 2 39)
N@)(x):—i- N“)(x)_i- N“)(x):i- N (%;)=0; (3.10)
AB 3 3L’ BD 3 3L’ CD 3 3L' DE 3 1
2 1 1 1
TSI;(Xa):g_L; Téltg(xs)ZB_L; TC(B(Xa):_B_L; TélE)(X3):3—L; (3-11)
2X 1 1 1 x
MQ)B(X3):—1+3—L3; I\/IS)D(X3):—3—LX3; I\/I‘Cl[))(x3):—3—Lx3; MS)E(X3):_§+3_E; (3.12)

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 3.4-a.

3.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica

Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di

congruenza (3.4). Per compiere questo passo e necessario procedere al calcolo degli spostamenti

oV e o). Atale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.

3.4.3.1 Calcolo di ¢¥

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.
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Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)

vale:
L, =109 (3.13)

(A)"_‘
5
x
Il
;
vs]

1
st LI ITlOl T[] 1].

\
% A
?

TXS 2

1 3L

4 L ¢ E . C E
W3 D b) a0 @ D

2
[vs)
"Wl

A
B

M @)

?"\’:p
HON

[ |

|

T @)

1
L L] E c
c IRRESINRNET
c) d)
Figura 3.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

(o2l

o IEENEEEECHEN
X\O
O;

Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 0), sostituendo le espressioni ricavate in (3.8) e in (3.12), puo scriversi come:

L, J‘M(l) ){Mg(xs) ZQAT] J‘M(l) Mg)D)( )dX—i-

El
L/2 ) ) (3.14)
Mg Myl (x 3
+I MY (x,) o (X )dx N I M (x,) oe 3)dx3:—113 L 4 oATL
El,, i El, 1152El, 3 h
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
o__ 118 db A0ATL _ 4 15081.902rad (3.15)

" 1152El, 3 h
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3.4.3.2 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.
Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)

vale:
L, =109 (3.16)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 1) vale, sostituendo le espressioni ricavate in (3.12):

r M (x < ME) (x
L.:J.Mgg(x3)—’§l( 3)dx3+IMS3)(x3)—BIE[’I( 3)dx3+
0 0

X1 Xy

(3.17)

L/2 M(l) (X ) L M(l) (X ) 19 L
+ M(l) X de + M(l) X &dx = _-

! e» (%) El,, ’ IJZ oe (%) El,, ® 36El,
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:

19 L

O =—"_—_=2.7134 -10°rad/Ncm 3.18

Oa 36 Elxl ( )

3.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica
La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori
delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (3.4):

© aATEI
0P +oPX =0 —X= —(p—ﬁ) =%qu +%—h = 4167.47kNcm (3.19)
Pa

3.5 Soluzione numero 2- Rimozione del carrello in E

AY | B Al B
N | \

+AT

O (TIIII |
C E C E

ége D i ége D i
1 ©) 1 1)
Ve Ve

Figura 3.5. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1) — soluzione 2.
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Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione del carrello in E si hanno gli
schemi isostatici indicati in Figura 3.5, in cui I’incognita iperstatica X deve essere valutata in

maniera tale che I’abbassamento del punto E, v, deve essere nullo, ovvero deve essere verificata

la seguente equazione di congruenza:

Ve =vO +vOX =0 (3.20)

3.5.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 3.6, mentre i
rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di

seguito elencati:

<}Q4LA B A gz%B
% g IO TTITE
o :
N© o
L ]
2 Txg -
c E CSINERSEIE £
N b) e
a
K
A B% A g4LLB
ARRRERNACERRRNAN 5 g
TO 2 M ©
o4
C — E C E
g = P L 0
C) ® d) 7

Figura 3.6. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c¢) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

HO = VO =vO = HO :% =11.25kN; M9 =q; (3.21)
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L L L

NG () =0 N () == NG (6)=-3= NEL(x,)=0: (3:22)
L L L

ng()%):qj; Té(g()%):_qT; Tg))(xs):qj_qxs; TéOE)(Xz):O; (3.23)
L L X, (L

M(AOI)B(X3):qTX3; Mng)J(Xs):qTXS; Mg)l))(x3):q_23(5_xsj; M(E())I)E(XS):O; (3-24)

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 3.6-a.

3.5.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita
iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche
della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 3.7, mentre i rispettivi valori delle reazioni
vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

HY =VvP =HPD =1; v{ =2, MY =3L; (3.25)
NG (%)=-1 N (%)=2 N (%)=L NE&(x)=0; (3.26)
To(%)=2 TR(x)=L TR(x)=-L TL(x)=1 (3.27)
MG (%) ==3L+2%; MG (%)==%; M (X)==X; MS(%)=-L+X,; (3.28)

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 3.7-a.

3.5.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
L’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di congruenza (3.20). Per compiere
guesto passo & necessario procedere al calcolo delle rotazioni v e v, A tale scopo si utilizzera il

metodo della forza unitaria.

3.5.3.1 Calcolo di v

La determinazione di v viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)
vale:

L, =1v? (3.29)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 0), sostituendo le espressioni ricavate in (3.24) e in (3.28), vale:
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L M(O) L (o)
= [ o MU 2T gy ) ME )
0 ME (%) '\j'“’)( ) X1113 L*  4oATL (3.30)
(6] X (1) e \ X3 _ q o
+I Mes (%) El,, d% +LLMDE )de3_—384 El, h
1DA<’\3L B [Tl TI1]8
< A

N® —

\ C%«> D E b) 1 ® D

>
-

w

> P

o]
[
oy)
o}

T M

L
SEEREIN E € b
C Q 1 D
c) d)
Figura 3.7. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

s (EHEERERSEEE

Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:

yo__ 118 gL'  4oATL?

E =-10.1773 cm (3.31)
384 El,, h

3.5.3.2 Calcolo di v&

La determinazione di v viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L, =1-v® (3.32)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 1), sostituendo le espressioni ricavate in (3.28), vale:
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L M(l) MO (x
L= [ )M P g o) M o

X1 X1

L2 ME (%) M (x,) 19 I° (539
+J‘ ME (%) —2-"2d x, + J’ MO (%, )—2-"2d x, =
E X, L2 Elxl 4 EI
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
v = lj EII =2.19787-10" cm/N (3.34)

X1

3.5.4 Calcolo della incognita iperstatica
La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori
delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (3.20):

(©) El_aAT
v +vPX =0 —>x:—V—fl):£qL+Exl—:4630.52N (3.35)
v® 18247 19 hL

3.6 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando I’equazione (3.3), come descritto in precedenza, ¢ possibile ricavare i valori delle
reazioni vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico
assegnato. Questo puo essere fatto a partire dalle due soluzioni determinate ottenendo, ovviamente,
gli stessi andamenti delle reazioni vincolari e delle caratteristiche della sollecitazione. Operando,

per esempio, secondo la prima soluzione trovata si ha:

H, =V, =H, = 3= X _ge19.48N; v, =95+ 2X _ 20511 05N:
§ 4 3L L (3.36)
V. == =4630.52N; M, =X =4167.47kNcm
3L
N (%)= 9k _3X_ ee1oN: Ngo (%) = 9k, 2X o511
4 L 4 3L (3.37)
gL 3X , '
NCD(XS):—T+T:—6619N, NDE(X3):O
T (%) =95+ 2X 2p0511N Too (%) = 35 - %X _ g619N
4 3L 4 3L (3.38)
Teo (%) = %—é—qx =6619-150x, N Toe(x3)=31|_=4631'\|
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Mg (%) =—X +%X3+:23_>L(X3 =-4167+20.511x, KNcm
gL X
MBD(XS):TX3_3_LX3 =6.619 x, kNcm 39
Mep (%) = q;s (%— xsj—%x3 — 6.619 %, — 0.075 x kNem
X X X,—300
Mpe (%) = =—X%,—— = 4167| = kNcm
DE( 3) 3L 3 3 ( j

I corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella seguente

Figura 3.8.

6619N <]\4167chm
4 A B A B
—— I N A B R
% 6619N %
20511N F— 10000 N
20511 N
N
22500N ‘ TX3
% C)
6619N ~C E 6619N [ L L1 E
»—? D b) c D
3
a) 4631 N
6619N
4167kNcm
A A B
20511 N @% ~ O 1086knNem
— 1000 kNem
— 10000 N
®_ J1986kNcm
6619N T2 D
® ® ®

d)

Figura 3.8. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

3.7 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione riportati nella Figura 3.8 si
deduce che la sezione piu sollecitata & quella denotata con la lettera A, che é soggetta alle seguenti

caratteristiche della sollecitazione:
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N, =6619N; T, =2051IN; M, =—-4167kNcm. (3.40)

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute alle caratteristiche della sollecitazione
riportate nella (3.40) si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni
normali e la teoria approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

N M 6619.48 416700000
lg ="t —X%= -
A 56 2778.67

Xy

X, =118.205-1499.81x, N/cm? (3.41)

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

=-14879.9 N/cm® _=15116.3 N/cm® (3.42)

Ly = o |x2:100m Lags =g |x2:—10c

Il diagramma delle tensioni normali t33 € riportato nella Figura 3.9
Per quanto attiene alle tensioni tangenziali, la loro determinazione puo essere condotta applicando
la nota formula di Jourawski alle corde illustrate nellaFigura 3.9:

o
S

T,S, ) o h—

t, =———=—=70.125y N/cm* con S =2sy—; (3.43)
21, s ' 2

il valore massimo della tensione ts; si ha sullo spigolo della sezione:

tarmex = L, 0 =350.63 N/em”? (3.44)

2

L’andamento delle tensioni tangenziali ts,, invece, € dato dalla:
TS ; -

ty, =~ = ~350.63-66.432 + 3.602° Niem” con S = bs%+ 257 (g—s—gj; (3.45)

X1
il valore massimo della tensione ts; si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

tap max = tzo|, 0, =—649.58 N/cm? (3.46)
2

32,max

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e t3, € riportato nella Figura 3.9
Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo

il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P assumendo che li agiscano la

tensione tzs;, la t elat

31,max 32|Z:0 :

G =ty +3( Ly + ], ) =15140.7 Nl <, =16000 Niem® (3.47)

VERIFICA SODDISFATTA
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15116 N/cmgq t31 351 N/cmq

650 N/cmq

B R = R Pt I

-14880 N/cmq

Figura 3.9. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.
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4 Soluzione del compito del 16 giugno 2011

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura

e Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:
E = 210000 N/mm? Gamm=160 N/mm? L = 3000 mm g =10 N/mm
a=1.50-10°°C"* AT;=+15°C AT,=+25°C
b=100 mm h =200 mm s=5mm ¢=10 mm
L L L L

2L

AT1 AT2

F
WA

Figura 4.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

4.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Il sistema privo di vincoli € composto da tre aste e quindi possiede nel piano nove gradi di liberta. |

gradi di liberta sottratti dai vincoli esterni ed interni sono dieci, quindi il sistema e una volta

iperstatico (g =3n-v=9—-(1+2+2+2+3)=-1).
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4.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale & una sezione ad | e possiede due assi di simmetria, quindi il baricentro G si
trovera nella loro intersezione.

Si determina I’area:

A =bh—(b-s)(h-2c)=2900 mm? 4.1)
Il momento di inerzia rispetto I’asse forte (I’asse orizzontale baricentrico x;) si calcola come:

3 _ _ 3
o (0=9)(h=2) )1 496666.67 mm 4.2)
T 12

Infine & da rilevare che, data la doppia simmetria, il centro di taglio coincidera con il baricentro.

4.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato € equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a
molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una
molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilitda di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne verranno esaminate due.
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:

N(x3)=N(°)(x3)+N(l)(x3)X

T(%)=T7(%)+TY (%)X (4.3)

M(Xs):M(O)(Xs)"'M(l)(Xs)X

4.4 Soluzione numero 1- Rimozione dell’incastro in F

Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla rotazione in F, si hanno gli schemi isostatici indicati in Figura 4.2, in cui I’incognita
iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che la rotazione del punto F ¢, deve essere nulla,
ovvero deve essere verificata la seguente equazione di congruenza:

P =07 + 9’ X =0 (4.4)
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O« T
%A B C DTL EA 7/%7/»5\ B C D’—I—L E
0) + 1)
Sy
o il %
¢ NJF > R

Figura 4.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1) — soluzione 1.

4.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 4.3, mentre i
rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di

seguito elencati:

A JV[ o A
B c D" E B c D E
Te
L ©
N(O)
F F
2) b) 3
AN 20L
ZoL
0.75L
A ¢ T 4 A X o X
B N /@)/ D E B c E
X Y at
3 . 4
ot
T (0) M 0)
F F
c) d)

Figura 4.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

HO =H® =v? =0; VO :% =7500N;; V¢ :% = 22500N; (4.5)
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NS (x)=0 NE()=0 N (x)=0 NE(x)=0 N&(x)=-0- @5)
3qL L
TR(%)=0 TR(x)=0 T8(x)="-ax TR(x)=-"" T2(x)=0 (4.7)

X, (3L L x
M () =0 ME(1)=0 ME () =D Sox ] MR ()= mE(x)-0 @

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 4.3.

4.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita
iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche
della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 4.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni
vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

1

VO =HY =HY =0; V& =VvY =50 (4.9)
NG (%)=0 NE(%)=0 N&(%)=0 NE&(x)=0 N(Cl;(xs)z—i (4.10)
To(%)=0 TL(x)=0 Tég(XS):i Télé(x3)=i TR (%)=0 (4.11)
M2 (%) =0 MEL(x)=0 ME(x)=-1+_= ME (x)=-2% ME(x)=1 (4.12)

| sistemi di riferimento delle ascisse xs utilizzati sono mostrati nella Figura 4.4.

4.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di

congruenza (2.6). Per compiere questo passo & necessario procedere al calcolo delle rotazioni ¢! e

o¥ . A tale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.

4.4.3.1 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)
vale:

L, =10? (4.13)
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Per il calcolo del lavoro interno in questo caso, essendo presente una componente di deformazione

termica costante, non puo essere trascurato il contributo dello sforzo normale.

N ()]

R LTI T

1
' m\
A C A C E
B \HHH@HHHH% B %, D %
X3
—®
T(l) M(l)
F F
c) d)

Figura 4.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

La componente costante AT e la componente a farfalla AT,, della deformazione termica valgono:

AT, =AhtAT ;ATZ —20°c; AT, =AT2AL ;ATl —5°C (4.14)

Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 0), sostituendo le espressioni ricavate in (4.6), (4.8), (4.10) e (4.12) e trascurando gli

addendi in cui compaiono valori nulli delle sollecitazioni puo scriversi come:

L M(O) L M(O) 2L
_[ ME ( —CD( )dx3+'[MS)E(x3)—DE(X3)dx3+_[M‘Cl;(xs)(——zaﬁ-r"”jdx3+
0 0

] El,
o 3 (4.15)
X
e _< o, fax, 230 20, 00y,
EA 4EA 16 El, h
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
o_39L 3L 4 9ATw AT, - -1.65245.107 rad (4.16)

% “4EA 16EI h
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4.4.3.2 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L, =1 (4.17)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 1), tenendo ancora in considerazione lo sforzo normale, sostituendo le espressioni ricavate
in (4.10) e (4.12) e trascurando gli addendi in cui compaiono valori nulli delle sollecitazioni puo

scriversi come:

L M@ L MO
L= g () M2 0D e (o) M= )
0 0

El, <
b M) F o NS sl 9
+£ ME (xs)Td X, + '([ N‘C;(xg)Td X, :EJFE
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
o_ 8L + 1 1.85888-10 °rad/Nmm (4.19)

" T3E T 2LEA

4.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori

delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (4.4):

o + X =0 — X = —888952.10° Nmm (4.20)

4.5 Soluzione numero 2- Sostituzione della cerniera in E con un carrello

s (TITITITD E
F N D BV S I
0) + 1)
AT1<]AT2
X
F F
7777, 7777,

Figura 4.5. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1) — soluzione 2.
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Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la sostituzione della cerniera in E con un
carrello ad asse di scorrimento verticale (altrimenti la struttura sarebbe labile ed iperstatica), si
hanno gli schemi isostatici indicati in Figura 4.5, in cui I’incognita iperstatica X deve essere

valutata in maniera tale che I’abbassamento del punto E, v, deve essere nullo, ovvero deve essere

verificata la seguente equazione di congruenza:

ve =V +vPX =0 (4.21)

4.5.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 4.6, mentre i
rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di

seguito elencati:

qL
A } A
B C DEL E B C D E
O]
N(O)
F
a) e b) F
A *
gL

A c E A ST o E
qL Xs Xs
<X3 | <X3
—o
TO M ©
c) " d) "

Figura 4.6. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

2
HO =HO =v® =0; V© =qgL =30000N;; M? =%=4.5-1O7Nmm; (4.22)
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N(Aoéa(xs)zo Ng)c):(xs)zo Ng%(xs)zo N(E())I)E(XS):O Ng)%(xs):_ql—
ng(x3)=0 Té?:)(xs)zo Té%(xs):qxa TéoE)(Xa)ZO TéOF)(Xz):O

© _ ©) _ ©) _ _ﬁ ©) _ ©) _ q_L2
ME(6)=0 ME(x)=0 M (x)=-L2 M (x)=0 M (x)=2

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 4.6.

4.5.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche

della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 4.7, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

VO =HY =HY =0; V¥ =1, MY =2L; (4.26)
NG (%) =0 NG (%)=0 NE (%)=0 NS (%)=0 NE(x)=-1 (4.27)
To(%)=0 TL(%)=0 TR (%)=1 TR(X)=1 TF(x%)=0 (4.28)
MG (%)=0 MG (%)=0 M (%)=-(%+L) M (X)=-% ME(x,)=2L (4.29)
| sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 4.7-a.
A 7y “ i A
B c D E B c D E
O
N(l)
F
2L I F
a) 4 b) :
ZT .
A c D E A ZLM E
B o B e S b4
qL 1 1 X3 Xa
X X —]
o
T® — M®
c) i d) —F
Figura 4.7. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.
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4.5.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
L’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di congruenza (4.21). Per compiere
questo passo & necessario procedere al calcolo degli spostamenti v e v®. A tale scopo si

utilizzera il metodo della forza unitaria.

4.5.3.1 Calcolo di v

La determinazione di v viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)
vale:

L, =1v? (4.30)
Per il calcolo del lavoro interno in questo caso, essendo presente una componente di deformazione
termica costante, non puo essere trascurato il contributo dello sforzo normale.

Le componenti AT, e AT,, della deformazione termica sono quelle ricavate in (4.14).

Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 0), sostituendo le espressioni ricavate in (4.23), (4.25), (4.27) e (4.29) e trascurando gli

addendi in cui compaiono valori nulli delle sollecitazioni pu0 scriversi come:

|_ I_M(l) Mgg( )dX + M(l) )M(Doé( )dX + M(l) Mg),:)(Xs)_ZOLATM dx +
DE El 3
’ (4.31)

El, h

X1 X1

N© (x 2 4 2
+I Ng:ll):(xs) ﬁ*— aATy [dX; = 20k +§ L _8aATML —2LaATy
EA EA 24 El, h

Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:

V(O) _ 2q|_2 +§ qL4 _8G,ATM I_2
" EA 24El h

—2LoAT, =—402.75 mm (4.32)

4.5.3.2 Calcolo di v¥

La determinazione di v viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L, =1-v® (4.33)
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Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 1), tenendo ancora in considerazione lo sforzo normale, sostituendo le espressioni ricavate
in (4.27) e (4.29) e trascurando gli addendi in cui compaiono valori nulli delle sollecitazioni puo
scriversi come:

L M(l) M(l) X
L, :ngg)(xg,)%dx +j|v|<l> )—DEEI( 3)o|x3+
0

X1 X1

(4.34)
% ME (%,) MEL (%) 2 L 2L
+ | ME (x,)—E=2d x, + N‘l) — X, ==
! cr (%) El, j cr (%) EA 7 3 El “EA
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
W= 2L 2L 669197107 mmiN (4.35)
3 EI ,, EA

4.5.4 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori

delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (4.21):

(0)
VO 1vOX =0 X =- V(l) ~6018.41N (4.36)
E

4.6 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando I’equazione (4.3), come descritto in precedenza, ¢ possibile ricavare i valori delle
reazioni vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico
assegnato. Questo puo essere fatto a partire dalle due soluzioni determinate ottenendo, ovviamente,
gli stessi andamenti delle reazioni vincolari e delle caratteristiche della sollecitazione. Operando,
per esempio, secondo la seconda soluzione trovata si ha:

V,=H.=H_=0; V. =qL+X=23981.6N;

gL’ (4.37)

M, = > ——+2LX =8.88952-10°Nmm; V. =X =-6018.41N

Nas (%)=0 Ngo(%)=0 Ncy(x%)=0 (438)
Npe (%) =0 Nep (%) =-gL—X =-23891.6N

Tae(%)=0 Tae(%)=0 Tep(%)=0%+X=10x,—6018.41N (4:39)
Toe (X, )= X =-6018.4IN T, (%,)=0 '
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Mg (%) =0 My (%,)=0

Mo (%) = —q—f—X(L +X,)=1.8055-10" +6018.41%,—5x; Nmm (4.40)
Mpe (X;) = =X X, =6018.41x, Nmm

I corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella seguente

Figura 4.8.

30000N

A A
- 1]

C D E B C D E

6018N ZT
— 10000 N

[~
a-) 8889.52kNmm b) F

23982N
JAN

23982N

B - D E B
23982N
1 5kNm
1 10000 N | |
% 2

ICH 19.8663 kNm

T M
c) " d) "

8.8895 kNm
Figura 4.8. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;

c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

4.7 \Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione riportati nella Figura 4.8 si
deduce che la sezione piu sollecitata &€ quella nel tratto CD in cui agisce il momento massimo. Per

determinare I’ascissa della sezione bisogna trovare il punto di nullo del diagramma del taglio:

Tep (%) =10%—6018.4IN =0; — X, =601.84mm (4.41)

La sezione piu sollecitata e, quindi, soggetta alle seguenti caratteristiche della sollecitazione:

N=0; T=-6018.4IN; M =1.98663-10" Nmm. (4.42)
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La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute alle caratteristiche della sollecitazione
riportate nella (4.42) si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni
normali e la teoria approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

N M, D800, 0969246, Nimm? (4.43)
A 20496666

X1

ty; =

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

=96.924 N/mm? t, =ty| _ =-96.924 N/mm? (4.44)

t33,i = t33|x2:100mm

Il diagramma delle tensioni normali ts3 é riportato nella Figura 4.9.
Per quanto attiene alle tensioni tangenziali, la loro determinazione puo essere condotta applicando

la nota formula di Jourawski alle corde illustrate nella Figura 4.9:

TS ) o h-c
t, = —I—l =0.02789y N/mm’ con Sf = &y (4.45)

il valore massimo della tensione t3; si ha all’intersezione dell’ala con I’anima della sezione:

t :t31|y:g =1.3974 N/mm? (4.46)

31,max

L’andamento delle tensioni tangenziali ts,, invece, e dato dalla:

TS ,. _ _
=~ 2= =5.579+0,026422~1.468-10 2" Nimm’ con S :bch—zc+232(h—22—cj; (4.47)
S 1

X1

t32

il valore massimo della tensione ts; si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

U2 max = tzo|, 0 =6.7682 N/mm? (4.48)
2

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e t3, € riportato nella Figura 4.9
Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo

il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P assumendo che li agiscano la

tensione ts3;s, la t elat

31,max 32 |Z:h—c .

G =y +3( Ly + 1], ) =97.435 NIMIY” <., =160 N/mmy’ (4.49)

VERIFICA SODDISFATTA

z=h-c
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t31 1.3974 N/mmq

5.5790 N/mmq

6.7682 N/mmq

t32

96.925 N/mmq 1.3974 N/mmq

Figura 4.9. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.

5.5790 N/mmq
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5 Soluzione del compito del 18 luglio 2011

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura

e Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:
E = 210000 N/mm?  Gamm=160 N/mm? a=150-10°°C* AT=10°C  q=5N/mm
L =3000 mm 0=45° b=150 mm h =200 mm c=20 mm s=10 mm
AR RN
B
3L 5 p b v
) % ¢
ta g;i A +AT T AT h
=N
N LA
HSH
D
W

Figura 5.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

5.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Per riconoscere il grado di iperstaticita del sistema si puo considerare I’asta BD come un pendolo
interno. Il sistema privo di vincoli € composto, quindi, da due aste ABC e CD e quindi possiede nel
piano sei gradi di liberta. | gradi di liberta sottratti dai vincoli esterni sono quattro (due per il
vincolo in A e due per il vincolo in D), mentre i vincoli esterni sottraggono tre gradi di liberta (due

per la cerniera interna in C e uno per il pendolo interno BD), per un totale di sette molteplicita

vincolari, quindi il sistema € una volta iperstatico [q =3n-v =6—(2+2)—(2+1)=-1].

5.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale a T possiede un asse di simmetria, quindi il baricentro G si trovera su di esso.

Per determinare la posizione del baricentro si procede come segue: dapprima si determina I’area:
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A =bh—(b-s)(h—c)=4800 mm? (5.1)

Quindi si determina il momento statico della sezione con riferimento all’asse xo passante per il

lembo inferiore della sezione:

2 h-c)’
s, = %—(b—s)% = 732000 mm® (5.2)
La posizione del baricentro rispetto al lembo inferiore della sezione si ottiene dalla relazione:
S,, _ 732000
=—2= =152.5 mm 5.3
Yo ="A " 4800 63

Il momento di inerzia rispetto I’asse forte (I’asse orizzontale baricentrico x;) si calcola come:

3 _ _ 3
|X1:|X1—Ayg=b2 _(b S)gh ©) _ Ay? ~16210000 mm* (5.4)

5.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato e equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a
molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una
molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilita di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne viene esaminata una.
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:

N(%;)=NP(x)+N® (%)X

T(X3)=T(O)(X3)+T(1)(X3)X (5.5)

M(%;) =M (x,)+M® (%)X

5.4 Soluzione dello schema iperstatico

Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla rotazione del punto A, i sistemi isostatici sono quelli indicati in Figura 5.2, in cui
I’incognita iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che la rotazione del punto A ¢,, deve
essere nulla, ovvero deve essere verificata la seguente equazione di congruenza:

Pa =08 +QWX =0 (5.6)
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(1)

Z 7
Figura 5.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1).

5.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 5.3, mentre i

rispettivi valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di

seguito elencati:

HY =V =HY :qu:9375N; \% :%qL:13125N; RY :gﬁqL:O.quL:lMQON; (5.7)

NG () =20l NG (x) = NG (x,) =~
8L 13 . (5.8)
NS&(XJ:—%; Ng))D(X3):—ﬂ\/§qL;
5 7 L
TR(x)=-2ab TR (x)=Zal-ax; Tég(XS)z_q?;
(5.9)
L
TR(x)=-151 TR(x%)=0
2
Mf’s(x3)=—§qu3; Mg)():(XS):_£+ZqLX3_§qL2; M?é(xs)=—%x3;
: 20 ° 3 (5.10)
L
MO (%)= =% M (x,)=0;

12
I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 5.3-a.
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Lis
| i |
B y C E
—D>X3 —
A Xs
N
X3 T 0.7660L
4{:. A
5
gk A

D

Figura 5.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;

- L
c_ %
0.7660L B
N (0) I
M
b) “D
gL 1
B ‘\? [T _ i C - ‘6
O @ N
— H O
— H
| H
H H
I
A H
I
l
M®
d) °

c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

5.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

o
-

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche

della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 5.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

X 5y2X
HO —vO —HO —y® - 2. po _2VEA . 5.11
A A D D 3|_ B 9|_ ( )
X 2X
N (%) ==2=1 Nac (%) =Neg (%) =5
3L oL (5.12)
@ (x ):%- NE (x ):_@-
DE 3 gL’ BD 3 9L !
X 8X
TR () =30 TR0 =TE (%) =g
3L oL
- (5.13)
Télg(xs):—g—l_; Ten (%) =0;
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X 4., 8X 8X
M (1) =X -1-22 i MEL () =3xS M (1) =
2X
MS)E(Xs)=IX3i Mp (%;)=0;

| sistemi di riferimento delle ascisse x3 utilizzati sono mostrati nella Figura 5.4-a.

5.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica

(5.14)

Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di

(0) ®

congruenza (5.6). Per compiere questo passo € necessario procedere al calcolo degli spostamenti

¢, € @, . Atale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.
2X
B C E B oL c
X vl N N s B8
\/\0.785% Xs ' o
Xs T 9 0.785¢
x A yxa A HCH
3L zy‘ X
X X 1)
3L 8
0.785¢ X
D 3L
a) L b)
3L
V
@ B — Wan
1 I \ )
& %‘H\Cp \%
@ — “i
x ° 2X x A I
3L oL I
TW MO
U b b
C) d)

Figura 5.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

5.4.3.1 Calcolo di ¢f

La determinazione di ¢% viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.
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Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)

vale:
L, =109 (5.15)

Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 0), sostituendo le espressioni ricavate in (5.10) e in (5.14), puo scriversi come:

(0) 3L/2 (0)
L, _[M“’ )—MAB(X3)dx3+ I Mgé(xs)—MBC(Xs)dstr

El,, 0 El,,
L2 M (x,) M3 (%)  2aAT 16 gL® 2 aATL 19
+IM‘1) (%) —=—2dx, +IM(1) )| sl 22 dx, =2 1= 29
El, El,, h 27TElL, 9 h
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
o_1069L° [ 20ATL 5 40011.10rad (5.17)

= +
" 27El, 9 h

5.4.3.2 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L, =1-¢% (5.18)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 1) vale, sostituendo le espressioni ricavate in (5.14):

L M(l) 3L/2 MO (x
= ) M0 f v o M g
L/2 i M(l) ( Xl) 0 M(l) (X )Xl 187 L3 (519)
+'[M1 —CE dx, +'[M(l> ) ————2d X, = g
0 x1 E|x1 81 Elx1
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
oV = 188—17$ =2.03458 -10°rad/Nmm (5.20)

X1

5.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori

delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (5.6):
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0) aATEI
0O +o¥X =0 ox=_% __48 . 18 0ATEL,

=-11796.6 kNmm 5.21
o 1877 187 h (-20)

Il verso effettivo dell’incognita iperstatica €, quindi, opposto a quello ipotizzato.

5.5 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando I’equazione (5.5), come descritto in precedenza, e possibile ricavare i valori delle
reazioni vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico

assegnato, trovando:

H, =V, =H, = gL+ =8064.27N; szqu—1=14435.70N;
8 3L 3L
13\/_ f (522
M, = X =-11796.6 kNmm; R, = +g, X =840LO7N
5 X , gL 2X _
NAB(X3):—qL+3—L:—8064.27N, NBC(X3):NCE(X3): E+9—L:—212382N,
L 8x 13J2 . 52 629
Nope (%)= 3 tg. = 8495.27N; Ngo (%)= oy OL——g X =-840LO7N;
TAB(X3):§qL+L:8064.27N; Tac (X ):—qL+%—qx =14004.7N-5x, N;
8 3L 6 oL (5.24)
gL, 8X gL 2X '
Tee(X)= — =-8495.27N; T, = +—=2123.82N
ce (%) 3oL (%)= 12 9L

Mg (%) = —qu x3—(1+;—|‘°’_jX=1.17966-107 -8064.27 x, Nmm

2
Mo (%)= -85 TaLx—2q2 +[ 8% 2 |x = ~123963.107 +14004.70 %, — 2.5%2 Nmm
PR 23 6 8 9L 3 ’ ’

(5.25)

Mee (X,) = —LBXM&;—)CX3 — ~8495.27 x, Nmm

MDE(XS)Z( 2; :_(jx =-2123.82x, Nmm

I corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella seguente

Figura 5.5.

5.6 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione riportati nella Figura 5.5 si
deduce che la sezione piu sollecitata & quella denotata con la lettera E appartenente all’asta DE, che
e soggetta alle seguenti caratteristiche della sollecitazione:

N =8495N; T, =2124N; M, =-12743kNmm. (5.26)
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La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute alle caratteristiche della sollecitazione
riportate nella (5.26) si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni
normali e la teoria approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

ty = ey Me, 849527 12742900, ', 7698 0.78611x, Nimm’ (5.27)
A le 4800 16210000
22500N
2124 N
B v € E © C _ a95N
—=Xs = E
X3 :
X3 8401 N 8530 N o
4 j%}‘ ]
—> -+ AV 11.796kNm A S, ]
8064N 8064 N -
8064 N X, N -
8401N ]
. j% 8064N =
a) P b) b
14436 N
8495 N
B MOSN O 12'396kNmB 2 o 7] |12743Nm
QI ¢ N\ @ e
- 1 X 7.2170kNm RO
L@ 7
2124 N %A -
11.796kNm ]
T M .
C) °D d) 'D

Figura 5.5. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

Ui =t _, =—121.652 N/mm®  ty,,

- t33 |X2=h*YG

=35.57

1 N/mm?

Il diagramma delle tensioni normali ts3 é riportato nella Figura 5.6.
Per quanto attiene alle tensioni tangenziali, la loro determinazione puo essere condotta applicando

la nota formula di Jourawski alle corde illustrate nella Figura 5.6:

Q

—
w
«

X1

TESx 2 o
—I—Cl:—0.00491y N/mm? con S, =-cy

(h_ye_

)

(5.28)

(5.29)
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il valore massimo della tensione ts; si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

bt max = t31|y=9 =-0.3685 N/mm’ (5.30)
2
L’andamento delle tensioni tangenziali t3,, invece, e dato dalla:

t ——TE—SXQ;—O 01998 —0.00006551z2 N/mm? con % =sz| y. - = |: (5.31)
32 | s - ' Xy yG 2 ! '

X1
il valore massimo della tensione ts; si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

Uz max = Lo, =1.5235 N/mm’ (5.32)

32 ,max

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e ts, € riportato nella Figura 5.6.

t31
Q 35.57Nmm? . 0368N/mMmz
L/ T | [ T 1
%7‘ (;:) | 1.431N/mm?2
y j — |
Xa G
/) 1.523N/mm?
/— t32

a N\
TZ % / tsz

P 121.65N/mm?
IX.
Figura 5.6. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.

—

Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo
il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P assumendo che |i agisca la sola

tensione tas.
Oy =4/te; =121.652 N/mm® <o, =160 N/mm? (5.33)

VERIFICA SODDISFATTA
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6 Soluzione del compito del 05 settembre 2011

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura

e Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:

E =2.1.10" N/cm? Gamm=1.6-10% N/cm? h=20cm b;=10 cm t=1 cm

L =250cm g =100 N/cm $0=0.01 rad b,=20 cm s=0.5cm

q

C D

/;bl‘/

C At
b2

Figura 6.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

6.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Per riconoscere il grado di iperstaticita del sistema si puo rilevare che il sistema privo di vincoli €
composto da due aste ABC e CDE e quindi possiede nel piano sei gradi di liberta. | gradi di liberta

sottratti dai vincoli esterni sono cinque (tre per il vincolo in A e due per il vincolo in E), mentre i
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vincoli interni sottraggono due gradi di liberta (la cerniera interna in C), per un totale di sette

molteplicita vincolari sottratte, quindi il sistema e una volta iperstatico.

q=3n-v=6-(2+2)-(2+1)=-1 (6.1)

6.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale € a | con le ali asimmetriche e possiede un asse di simmetria, quindi il
baricentro G si trovera su di esso. Per determinare la posizione verticale del baricentro si procede
come nel seguito. Dapprima si determina I’area:

A=t(b,+b,)+s(h—-2t)=39 cm’ (6.2)
Quindi si determina il momento statico della sezione con riferimento all’asse X, passante per il

lembo inferiore della sezione:

b,t* t) h 5
S,, = +b,t h_E +sE(h—2t):295 mm (6.3)
La posizione del baricentro rispetto al lembo inferiore della sezione si ottiene dalla relazione:
S,, 295
=—L=""=756mm 6.4
Yo = A 39 (6.4)

Il momento di inerzia rispetto I’asse forte (I’asse orizzontale baricentrico x;) si calcola come:

b, t° t) bt £\ s(h-2t)’
|, =—2—+bt|y,——| +—+btlh-y,——| +—+
12 R (yG 2} 12 ! ( Yo 2} 12

(6.5)

2
+s(h- 2t)[%— yej =2721.59 cm*

6.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato e equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a
molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una
molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilita di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne viene esaminata una.

Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il

principio di sovrapposizione degli effetti:
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) =N (x,)+N® (%)X
)=TO(%)+TW (%)X (6.6)
M(%;) =M (x,)+ MO (%)X

6.4 Soluzione dello schema iperstatico

Scegliendo di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla rotazione del punto A, i sistemi isostatici sono quelli indicati in Figura 6.2, in cui

I’incognita iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che la rotazione del punto A ¢,, deve
essere pari alla rotazione anelastica imposta ¢, , ovvero deve essere verificata la seguente equazione

di congruenza:

(N :(Pf) +(P§)X:¢o (6.7)
q
C D
E
+ %
B C D
A 4 A 1) E

) X

Figura 6.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1).

6.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 6.3. A tal
proposito si sottolinea che la determinazione delle reazioni vincolari e delle caratteristiche della
sollecitazione per le sezioni di estremita risulta piu agevole utilizzando un sistema di riferimento

globale i cui assi sono rivolti parallelamente alle aste AB (asse X) e ED (asse Y), rispettivamente. |
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valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito

elencati:

XO =X9 =YD = % =8838.83N; Y0 = %Q =26516.5N; M® =qL* = 6250kNcm; (6.8)

con Q =qL+/2 =35355.34N .

3
Nf)s(xs):_ZQ; Ng)é(xs):N(cOE)(Xs):_qL; N(EOI)D(XS):_%; (6-9)
L
TO(6)=-2 T(0)=TS(x)=T1 T8(6)=-F+an, (6.10)
L X2
Mfl)a(xs):_%xs; Mg)c):o(xs):q?(xs_L); M(E()%(Xs):ql-z"‘%xs_q; (6-11)

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 6.3-a.

6.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita
iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche
della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 2.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

VI =V = ME = HY = HE =0 (6.12)
R R X2
N(Al)B(Xs):_i; Ngé(x3):N§,)3(x3):0; NSI)D(XS):I; R:?; (6-13)
R X R
T}jB)(xs)zz; Télc’(xs)zTél,g(xs)zz; TE‘lD’(x3)=Z; (6.14)
J2 x X[ X J2 x
i )< L2251y i) X)) x[2- Y2 | 635

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 6.4-a.

6.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di

congruenza (6.7). Per compiere questo passo & necessario procedere al calcolo delle rotazioni ¢f e

oV . A tale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.
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B C
(LTI T e T T TP

3
T (0) :
EQ
ol e ;
N = HHHH‘
aLz
M(o) 2
d) |
A
qL2

Figura 6.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

6.4.3.1 Calcolo di ¢¥

La determinazione di @Y viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)
vale:

L, =1¢% (6.16)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 0), sostituendo le espressioni ricavate in (6.11) e in (6.15), puo scriversi come:
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Ly2 M@ (x 2L M@ (x
L= | i ()M F o, () Mazo O g
0 0

El, El
L2 (0) 1 \/— 3 1 (6.17)
My (X
[ M () Mo Ul g 422002 G
0 El, 24 El,
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
3
o _4+212 08 _ 5 o064 107 1ag (6.18)

24

X1

\Xs
X N\
E
X
%
D
C
N (1)
E
R
X 2L
2L
B C D
o
ﬁ
T T (l) +
A c) E
R R
2L % , 2L
X d)
A

Figura 6.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.
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6.4.3.2 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L, =10¢% (6.19)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 1) vale, sostituendo le espressioni ricavate in (6.15):

L2 @ &)
M M X

-] Mfg(xg,)#dx +nggD )BE+X(13)dx3+

T e () Mez L) g, 172 L "
s El 6 El

Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:

o =%L=7.94608 .10 °rad/Ncm (6.21)
" 6 El

X1

6.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori
delle rotazioni appena determinati nell’equazione di congruenza (6.7):

(0> 6EI
o +oPX =g, —>x =P 290472 o BBLd o azinem (6.22)

(p(l) 388 L+72L

Il verso effettivo dell’incognita iperstatica €, quindi, opposto a quello ipotizzato.

6.5 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando I’equazione (6.6), come descritto in precedenza, e possibile ricavare i valori delle
reazioni vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico
assegnato, trovando:

~3Q R Q R
X +——=21464.4N; Y, =X, =Y. ==——=13892N;
A4 2L 4 2L (6.23)

M, =X =3572.37 kNcm; M, =qL* + X =2677.63kNcm
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N (¥ ) === =7 = ~21464.4N;  Nog (%) = Neo (%;) =~ = 25000N;

o R (6.24)
Neo (%) =+ - = ~13892N;
Too (%)=~ 2+ R = 13082N; Ty (%)= Tep (%) =0 + 2 = 5354N;

4 2L 2 L (6.25)
TED(XS):—%+£—qX3:—13982+1OOX3N;
M (%) = —%X3 +x[\/f LX3 —1} = 3572.37 —13.892x,kNcm

gL X[ X, _

MBC(X3)=MCD(X3)=—7(X3—L)+E r—l =—1338.81+5334 x, KNcm; (6.26)

2
Mep (%) = L2 +%x3—q%+ x(l—%J — 2677.63+13.982 x,~50 x2 kNcm

I corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella Figura 6.5.

6.6 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione riportati nella Figura 2.8 si
deduce che la sezione piu sollecitata & quella denotata con la lettera A, che é soggetta alle seguenti
caratteristiche della sollecitazione:

N, =—21464N; T, =-13892N; M, =3572.67kNcm. (6.27)

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute alle caratteristiche della sollecitazione
riportate nella (2.46) si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni
normali e la teoria approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

N, M,  -21464 3572370
t., +—BX, = + X
Al 39 272159

X1

, =—550.369+1312.61x, N/cm’ (6.28)

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori
ottenendo:

toi =t , =9378.3LN/em”  t,;, = =-16873.80 N/cm’ (6.29)

t33|X2:h*YG
Il diagramma delle tensioni normali ts3 € riportato nella Figura 6.6.
Per quanto attiene alle tensioni tangenziali, la loro determinazione puo essere condotta applicando

la nota formula di Jourawski alle corde illustrate nella Figura 6.6:
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LS 11.9359y N/cm? con Sy =—ty| h L) 6.30
ty,=— =-11. y Nfem® con S, =-ty| h—y,——|; (6.30)
I, t 2
1
B c D
»—«>X3
13892 N 2) W o
" /X'3572.67 kNem 2677.63 kNem >
21464N /VA//xg 25000 N 13892 N 13802 N
B c D
21464N b) 13892 N
A E
5354N
D
[TTT T T T T T T T T TN YT T I T T T TATTIT TR
®
13892 N 5 E 13802 N
1338.81 kNem
. /,@
O \[ W % [TTTTT'T'T’T*r—r— e —
B c "'L“—%%M /
1338.81 kNem ¢

3572.67 kNcm 2677.63 kNcm

Figura 6.5. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

il valore massimo della tensione ts; s Si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

Latsmax = t31|y:& =—304.6 N/cm* (6.31)
2

Per I’ala inferiore si ha, analogamente,

T,S% .
ty, =— ’; :1 =36.06w N/cm” con S :—tw(yG —lj; (6.32)

Xy
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il valore massimo della tensione ts;; si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

t31,i,ma>< = t31|W=& =360.6 Nlcm2 (633)
2

L’andamento delle tensioni tangenziali ts,, invece, e dato dalla:

TESZ 2 2 Q™ t z .
t32:_T:_1442'2_33'5032+2'5522 N/cm® con S, =b,t yG_E +52 yG_t_E ; (6.34)

X1
il valore massimo della tensione ts; si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

Uz max = Loy, ., =1552.2 Nfem® (6.35)

32,max

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e ts, € riportato nella Figura 6.6.

Q 16873.8N/cm2 3046 Nifem

P | 33 32 |

1218.4N/cm?

t31.|

SSSETTO ] m [T W 1442 2N/cm? |
360.6 N/cm?

9378.3N/cm?

Figura 6.6. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.

Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo
il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P assumendo che li agiscano le

tensioni t,,, t e ty,| ., =1218.4N/cm’

31,s,max

- \/tgsvs 43t 15| ) =17013.4 Niem? > o, =16000 N/cm? (6.36)

La verifica, pertanto, NON risulta essere soddisfatta.

z=h-
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7 Soluzione del compito del 19 settembre 2011

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura

e Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:

E =2.1.10" N/cm? Gamm=1.6-10* N/cm? h=15cm b=10cm t=1cm

L =300cm g =150 N/cm Nno=1lcm s=0.5cm

-

Figura 7.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

7.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Per riconoscere il grado di iperstaticita del sistema si puo rilevare che il sistema privo di vincoli &
composto da tre aste ABC e CDEF e BE e quindi possiede nel piano nove gradi di liberta. I gradi di
liberta sottratti dai vincoli esterni sono quattro (due per il vincolo in A e due per il vincolo in F),
mentre i vincoli interni sottraggono sei gradi di liberta (due ciascuno per le cerniere interna in B, C

ed E), per un totale di dieci molteplicita vincolari sottratte, quindi il sistema € una volta iperstatico.

q=3n-v=9-(2+2)—(2+2+2)=-1 (7.1)
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7.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale € a C e possiede un asse di simmetria orizzontale, quindi il baricentro G si
trovera su di esso e I’altezza del baricentro sara pari ad h/2. La determinazione della posizione
orizzontale del baricentro € ininfluente per la soluzione del problema proposto, nell’ipotesi di
trascurare le tensioni tangenziali prodotte dalla torsione indotta dal taglio agente in maniera
eccentrica rispetto al centro di taglio.

Per completare la caratterizzazione delle proprieta geometriche della sezione, dapprima si determina

I’area:
A =bh—(b-s)(h-2t)=150-123.5=26.5 cm’ (7.2)
Il momento di inerzia rispetto I’asse forte (I’asse orizzontale baricentrico x;) si calcola direttamente

come:

3 _ _ 3
LN CE [ Ul2) TSPy (7.3)
T 12

7.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato € equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a
molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una
molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilitd di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne viene esaminata una.
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:

N(x3)=N(°)(x3)+N(l)(x3)X

T(%)=T(%)+TY (%)X (7.4)

M(x3):M(°)(x3)+M(l)(x3)X

7.4 Soluzione dello schema iperstatico

Si sceglie di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla traslazione del punto A nella direzione a 45°, parallelamente allo spostamento imposto

Mo. | sistemi isostatici sono quelli indicati in Figura 2.2, in cui I’incognita iperstatica X deve essere
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valutata in maniera tale che lo spostamento del punto A nella direzione a 45° r,, deve essere pari

allo spostamento imposto m,, ovvero deve essere verificata la seguente equazione di congruenza:

r,=r" +rOX =n, (7.5)

450 r_|45°
, N ,
*L : *L E
v\ X

0) 1)
Uk -

Figura 7.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1).

7.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 7.3. | valori
delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito
elencati:

HY =Vv® =HY = gL =45000N; RY =R? :%Q =79550N; MY :quz =20250kNcm;  (7.6)

con Q= qLﬁ =63640N .

L 5 5
N(AO)B(Xs):_qL; NS%D(Xs):qT; NI(;)I)E(XS):ZqL; NS%(Xs):ZQ; (7.7)
0 _ . 10 9 ) ©) I | S— ol -
TAB(XB)__qL’ TBCD(X3)_ZqL_qX31 TDE(XS)__T' TEF (Xs)—ql—' (7-8)
9 X 3 L
M (%) ==L x; MSéD(X3)=—qL2+Zqu3—q73; MS’E(X3)=ZqL2—q7X3;
2 (7.9)

L
M (x,) == +aLx;

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 7.3-a.
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¥
& T & aL
B X3 B 4 D
> C D|!x &%
. x -
1.768 gL — 20t
1.768 L ]
Xs —
A T \/4 .
a . " J; X, a A
N(O)
Fl%s,,
a) gL b) F
B BY S
= :D — T { [T u@\\\@;‘ D
e /- o] © W
— T - o1
| | PEAN
oL — E A L E
0 ; 0 %
T = Mo
C) a F d) SaL2 F

Figura 7.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

7.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche
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della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 7.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

R
e B [[LIe[TT[[Tell]]P
¢ o | % C
14X .
4x o
4X 9
Xs
R }7A j% \/\
2 1 E le A E
8 | ™ x
N(l)
F s
\ RL
a) =Y b) F
2R
i |
B N B “ TR
c . ° L=
- — —/ —e
R ] _ e ]
- < | T
Al -
E— A | E
TO « - M ® al
- £
F Floe
) - d) o

Figura 7.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

R

HY =V = HP =R; MY =RL; R = X+/2;; (7.10)
NG (%) =NE (%)0; NEL(%)=-R; NEL(%)=-2R; N§L(x;)=4X; (7.11)
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T/(xls?;(xs):TélE)(Xs):R; Télc)o(xs):_ZR; TélF)(Xs):_R; (7.12)
MG (%) =RX;; M, (%)=R(L-2%); MSL(%)=R(x—L); ME(x;)=-RX,; (7.13)

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 7.4-a.

7.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di
congruenza (7.5). Per compiere questo passo e necessario procedere al calcolo degli spostamenti

r” e rl’. Atale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.

7.4.3.1 Calcolo di r{”

La determinazione di r” viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 0)
vale:

L, =1 r,§°> (7.14)
Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del
sistema 0), sostituendo le espressioni ricavate in (7.9) e in (7.13), puo scriversi come:

L MO (x L M@ (x
L= s () M U)o g, () Moo Do)
0 0

Xy X

(7.15)
L MR0S) e ME06) 372 gl
1) DE \ 3 (@) EF\"3 - _
+.([MDE(X3) el dx3+£MEF(x3) el dx, = 2 EL
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
4
r = —ﬂﬁ =-117.538 cm (7.16)
24 El,

7.4.3.2 Calcolo di r{’

La determinazione di r{” viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno compiuto dalle forze del sistema 1) per effetto degli spostamenti del sistema 1)
vale:

L=t (7.17)
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Il lavoro interno compiuto dalle sollecitazioni del sistema 1) per effetto delle deformazioni del

sistema 1) vale, sostituendo le espressioni ricavate in (7.13):

L () @
L, J.Mﬁi,’3 MAB( )dx +'[M(B%D )—MBCD(X3)dx3+
0

X EIX
ME ( )1 M(l)(x ) l 8 L° (7.18)
) (l) EF 3 _
+£MDE(X3)—EIXl dx, +IMEF 3)—EIx1 dX3_3E|x1
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
w_8 L
ry = 3E ——=3.19469 -10°cm/N (7.19)

X

7.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori
degli spostamenti appena determinati nell’equazione di congruenza (7.5):

_ rﬁo) ~ 37\/5 aL+ 3E x1n0

©) , vy _ _ Mo
ry +roX=mn, =>X= o=
ry 64

=37104.7N (7.20)

Il verso effettivo dell’incognita iperstatica €, quindi, concorde a quello ipotizzato.

7.5 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando I’equazione (7.4), come descritto in precedenza, e possibile ricavare i valori delle
reazioni vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico

assegnato, trovando:

V, =qL = 45000N; H, =H. =R—qL =7474N
3 2 _ 5 _ (7.21)

Me =2 0L* ~RL = 450782 kNem;  Rg =R =4X - Q =68869N;

N g (¥, ) = —qL = —45000N; Ngcp (X )—q4 _R = —41224N;

5 _ 5 _
NDE(x3):ZqL—2R:—48698N, Nee (%)= —Z\/EqL+4X=68869N, (7.22)
Tas (X3) =—qL+R=7474N; TBCD(XS):%qL—ZR—qxs:—3698—150x3N;

(7.23)

qL

Toe (%)= ——=+R =41223N; T, (X,)=0qL—R =-7474N;
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Mg (%) = —0L X+ R X, = 7.494 x, kKNcm

Meco (Xs)

Mpe (Xs) =

MEF(X3) =

9 qx’
= —ql? +RL+| gL - 2R |x,— —2
(S
3 qL
4q
qL? 2
-+ (AL - R)x, = 6750 - 7.474%;

L* ~RL+ (R _T) X; =—5671.18 + 41.223.9 x, KNcm

= 2242.18-3.69785 x,— 0.075 xZ KNcm;

(7.24)

I corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella seguente

Figura 7.5.

—= X3

B\QCD

68869N

I

A ﬁxg v\

45000 N
F 4508 kNcm
IR
a) 15
3698N ) ) .
B LTl
§ : I
7474N . /%
e 2
8 S
E

T 7474N

C) F

®

41224N
B LITETLITEI]D
48698 N E
— ~—
< Re
] & —
— —
| 45000\ _—
- E
68869N
b) F
B ¢ B ﬂﬂG 5617 kNem
2242kNcm /Q‘—LU/L} C D E/
- —
£ A
] /]
=
| 6750kNem \;
A — E
] F
d) 4508 kNcm

Figura 7.5. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.
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7.6 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione riportati nella Figura 7.5 si
deduce che la sezione piu sollecitata & quella denotata con la lettera E, appartenente all’asta DE, che
e soggetta alle seguenti caratteristiche della sollecitazione:

N =—-48698N; T, =41223N; M. =6750kNcm. (7.25)

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute alle caratteristiche della sollecitazione
riportate nella (7.25) si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni
normali e la teoria approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

t, = e Me, 48698 6750000, _ 43765, 6289.55x, N/cm? (7.26)
A 265  1073.21

X1

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

ty; = tsl, _n =45334 N/em?  t, =t,| » =-49009 N/cm? (7.27)
2=, ’ Xz—*i

Il diagramma delle tensioni normali ts; € riportato nella Figura 7.6.

Nonostante le sole tensioni normali siano sufficienti ad esprimere un giudizio negativo sulla verifica
della sezione, si vuole ugualmente, per scopi didattici, calcolare il contributo delle tensioni
tangenziali, la cui determinazione puo essere condotta applicando la nota formula di Jourawski alle

corde illustrate nella Figura 7.6:
o

T.S . -
t, = —IE—:l = —268.89y N/cm? con Sf) = —ty(%}; (7.28)

Xy
il valore massimo della tensione ts; si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

Cormax = Lot = 2688.8 Nfem” (7.29)

Per I’ala inferiore si ha, per simmetria, un andamento delle tensioni tz; simile.

L’andamento delle tensioni tangenziali ts,, invece, e dato dalla:

IS

X1

TES?" 2 2 Q" h-t h-z .
ty, = ———=-5377.67-249.682 +19.206z° N/cm" con S, = bt — +52 T_t ; (7.30)

il valore massimo della tensione ts, si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

tpmax = tao|, 0, =—6189.11 N/cm? (7.31)
2

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e ts; € riportato nella Figura 7.6.
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268;9777N/cm2
o e ssranens ||| 1111777,
P ? = — =
P} \—/ | —— L
y & tsz [
h— ——
N—o ]
X: G \] |
N 6189 N/cm? |
N —
= il
fffffff — —
AN\ — sa7s ome 1] Tm EEs==s
45334 Nicm? cm HH L
2689 N/cm?

X
Figura 7.6. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.

Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo
il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P assumendo che li agiscano le

tensioni ty, ty . © o =5377.66N/cm?

31,max 2=h-2t t32 |z=0

G, = \/tgsvs + 3(t§l’symax + téz‘z:hfzt) =50103.5 Nicm’ > 5, =16000 N/cm? (7.32)

La verifica, pertanto, NON risulta essere soddisfatta.
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8 Soluzione del compito del 06 ottobre 2011

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura
e Verificare la sezione piu sollecitata.
Dati:

E=2110"N/cm? Gumm=1.6-10* N/cm? a=1.5-10"°C? b;=10cm  b,=20 cm
L =300cm g =150 N/cm AT;=10°C AT,=25°C h=10cm s=0.5cm

O

C D E
-L 3L
4 4 = b1~
L f
AT (AT h S
— e
b2
- 1 5
A 7.

Figura 8.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

8.1 Riconoscimento del gradi di iperstaticita

Per riconoscere il grado di iperstaticita del sistema si puo rilevare che il sistema privo di vincoli €
composto, al netto dei vincoli di continuita, da una sola asta e quindi possiede nel piano tre gradi di
liberta. | gradi di liberta sottratti dai vincoli esterni sono quattro (due per il vincolo in A e due per il

vincolo in B), quindi il sistema € una volta iperstatico.

q=3n-v=3-(2+2)=-1 (8.1)
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8.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale & a QQ (Omega) e possiede un asse di simmetria verticale, quindi il baricentro
G si trovera su di esso e I’altezza del baricentro sara da determinarsi come nel seguito. Per facilitare

i calcoli sara opportuno dividere la sezione trasversale in sotto aree, come mostrato in Figura 8.3

B nan
= ES

Figura 8.2. Suddivisione della sezione trasversale per il calcolo delle caratteristiche geometriche.

Adesso si determina I’area:
A=A +2A,=bh—(b,-2s)(h-s)+s(b,—b,)=19.5 cm’ 8.2)
Il momento statico rispetto ad un asse orizzontale passante per il lembo inferiore della sezione puo
calcolarsi come:

_b® (B =25)(h-s)" °(b, b))
% 2 2

La posizione verticale del baricentro puo determinarsi, allora, come:

S =95.125 cm® (8.3)

S
Yo = ;\" =4.8782 cm (8.4)

Il momento di inerzia rispetto I’asse orizzontale passante per il lembo inferiore della sezione si

calcola come:
3 (b,-2s)(h-s)’ s*(b,-b
b _(B=29)(h=s) | $7(02=B:) _ 769 5yt (8.5)
° 3 3
Infine, il momento di inerzia rispetto I’asse orizzontale baricentrico x; si calcola come:
L, =1, —AyZ =297.586 cm* (8.6)

8.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Per la descrizione del metodo delle forze si rimanda agli esercizi precedenti; per quanto riguarda il

sistema assegnato, esso € equivalente alla sovrapposizione degli schemi isostatici descritti in Figura
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8.3, ottenuti mediante la soppressione della molteplicita vincolare legata alla traslazione orizzontale
del punto B. L’incognita iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che la traslazione
orizzontale del punto B, congruentemente a quanto accade nel sistema originario, sia nulla, ovvero

deve essere verificata la seguente equazione di congruenza:
ug =u? +uPX =0 (8.7)
Una volta determinata I’incognita iperstatica, i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione

agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il principio di sovrapposizione degli
effetti.

q
C D E C D E
ATlthTz +
0) 1)
B B X
- us’ \- iy T
A 7 A 7

Figura 8.3. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1).

8.3.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 8.4Figura 7.3. |

valori delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito

elencati:

HY =0,V =qL = 45000N ; MY =%qu = 3375kNcm; (8.8)

NZe (%) = NGoe (%) =0; - Ny (%) =—aL; (8.9)

Taa (%) =T (%) =0 TR (%)=-a%; Tgd(%)=aL-ax; (8.10)
L X2 L2 X

M (6) =M@ () === MG ()=~ MG (%) =~ +al 2 (611)

| sistemi di riferimento delle ascisse xs utilizzati sono mostrati nella Figura 8.4Figura 7.3-a.
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N
q | 5 |
—=X3
c D E C D E
i N© O
gLZ i X3
A T A o
a) b)
J LN
r\r‘ D - S ’5\\(1}/{[ T
c_JIIOIFTE C D E
4q|— [
=
To g‘T:
M
B Q%HHHHG\HH\EB
A A
c) d)

Figura 8.4. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

8.3.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita
iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche
della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 8.5, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

HYO = X; VO =M% =0;; (8.12)
Nia (%) =X: Neo (%)= Nep (%) = Noe (%) =0; (8.13)
Tas (%) = Top (%) = Teo (%) = Ted (%) = 0; (8.14)
MEL (%) =ME, (X5) =MEL (X5) =ML (%) =0; (8.15)

| sistemi di riferimento delle ascisse xs utilizzati sono mostrati nella Figura 7.4-a.
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—=X3
C ] ED 777777777777 E C D E
i N(l)
%
1 X —= X3 B i X | A
N * [T
a) )
D
C E ¢ P -
T(l)
Ml)
5 B
A A
C) d)

Figura 8.5. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

8.3.3 Determinazione dell’incognita iperstatica
Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di
congruenza (8.7). Per compiere questo passo € necessario procedere al calcolo degli spostamenti

u® e ul. A tale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.

8.3.3.1 Calcolo di r{”

La determinazione di r” viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio. Nel
calcolo del lavoro si dovra tenere conto sia delle componenti deformative assiali (dovute allo sforzo

normale ed alle dilatazioni termiche uniformi AT, ), che delle componenti deformative di curvatura
(dovute al momento flettente ed alle componenti “a farfalla” delle dilatazioni termiche AT,,):

ATN — AT1+AT2 =17.5°C; ATM :M:7.5°C; (8.16)
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L, =1-u® (8.17)
Li=TM§é(xg)M%( ) gx v ){M%I( o) Zo‘f Jd L+
0 X1 Xy
+LJ/‘4M(cl|)a(Xs)'M(CE(%(XS)dX3+3LI/4M(S)E(X3)M%(Xg)dxﬁ
% 0 %
J‘Nu) foé J‘N(l) [NfaoD)( )+ocAT jdX3+ o
T >—N(C°3’(X3)dx3+3T4N<.&>E(x3>—N%§X3)dxs=o

0

Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
ud =0cm (8.19)
8.3.3.2 Calcolo di r{’

La determinazione di r” viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

L, =1uY (8.20)
L () ®
L J‘M(l) MAB( )dX +IM(1) )MBD(X3)dX3+
5 Xl EIX1
L/4 @ 3L/4 @
+.[ M‘Cl[))(xg)—MCD(XS)dx3+ '[ MS)E(XS)—MDE(X3)dx3+
5 EIX1 0 EIX1 (8.21)
N N (%) NG N2 (%) |
J'NAB(X3)?d x3+INBD(x3)?d X, +

0

L/4 N(l) 3L/4 N(l) X L
+_[N‘1) CD( )dx3+ _[ NEL(%;) DI;(As)dXSZEA

0

Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:

u$) = L 7326 107cmiN (8.22)
EA

8.3.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori

degli spostamenti appena determinati nell’equazione di congruenza:

U(O)

ug’ +ug’X=0 —->X=-—2-=0N (8.23)
Ug
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8.4 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando il principio di sovrapposizione degli effetti si ricava che i i valori delle reazioni
vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico assegnato

coincideranno con quelle gia determinate per lo schema isostatico 0)

8.5 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione si deduce che la sezione piu
sollecitata e quella denotata con la lettera D, appartenente all’asta DE, che e soggetta alle seguenti

caratteristiche della sollecitazione:
N, =0N; T, :%qL =33750N; M, :—3%qu =3797kNcm. (8.24)

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute a tali caratteristiche della sollecitazione
si calcolano applicando la formula di Navier per le tensioni normali e la teoria approssimata del
taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.
Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

N, M, 3797000

t,=—2+—Dx =0-—"""""x =-12758.9%x, N/cm?* 8.25
- 297.586 - 2 (8:25)

X
| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

=-62240.7 Nfem®  t  =tg[ _  =65348.6 N/cm’ (8.26)

t33,i = t33| Xo=Ye

X=Ye
Il diagramma delle tensioni normali t3; € riportato nella Figura 7.6.

Le sole tensioni normali sono sufficienti ad esprimere un giudizio negativo sulla verifica della
sezione, si vuole ugualmente, per scopi didattici, calcolare il contributo delle tensioni tangenziali, la
cui determinazione puo essere condotta applicando la nota formula di Jourawski alle corde illustrate

nella Figura 7.6:

TS, ) o s
ty =~ = 552.52y N/cm?® con Sf =-2sy| h—yj -5 (8.27)

X1
il valore massimo della tensione t3; si ha per y=b,/2:

t = 2762.62 N/cm’ (8.28)

31,max = t31|y:|31/2

L’andamento delle tensioni tangenziali t3; in ognuna delle anime verticali & invece dato dalla:

o

TS
t, = _% — —2886.93—496.54w +56.71w? N/cm? (8.29)
S

X1
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in cui

. (b,—b S w
S =| 2—24s|s| Yg—= |+SW| Vg —S—— |; 8.30
{2y -2 ron{ v -s-2) 60
Il valore massimo della tensione ts, si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

=-3973.92 N/cm? (8.31)

t32,ma>< = t32|2=yefs
Nelle appendici laterali orizzontali agira una tensione tangenziale t3; determinabile dalla:

TDSZH 2 Q" S ).
t, = - ~524.90z N/ecm® con S{" =1zs| y, -5 (8.32)

X
il valore massimo della tensione tz; si ha per y=(b, -b,)/2:

t 12 = 2624.49 Niem’ (8.33)

31,max = 1:31 |y=(b2 ~b,

Il diagramma delle tensioni tangenziali é riportato nella Figura 8.6.

2624 N/cm? 2624 N/cm?
65348 N/cm? - T . T M
4‘/;"»\ _// — T éT ; /ﬁr Tﬁ ﬁJ
—~7 1
— [
t33 — t — L J
Jj 3973 N/ . 2 |
I AS—: -1 meNeme Y J
ya | |
~ =
//_‘\i/L J T

62240 N/cm?

Figura 8.6. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.

Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo

il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza del punto P assumendo che li agiscano le

tensioni ty,,, ty . € ta| . =2624N/cm’

G, = \/tgsvs + 3(t§1max + t;\wzh_s) =65664.1 N/cm? >, =16000 N/cm? (8.34)

La verifica, pertanto, NON risulta essere soddisfatta.

Soluzione del compito del 06 ottobre 2011 89



ESEMPI SVOLTI DI PROVE D’ESAME DI SCIENZA DELLE COSTRUZIONI

9 Soluzione del compito del 16 febbraio 2012

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura

e Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:
E =2.1.10" N/cm? Gamm=1.6-10* N/cm? 0=45° a=1510°°C* AT =10°C t=1cm
L =300 cm g =150 N/cm h=20 cm b,=10 cm b,=20 cm s=0.5cm
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Figura 9.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

9.1 Riconoscimento del grado di iperstaticita

%ﬂ e |—————— bl —_——]
C :

Per riconoscere il grado di iperstaticita del sistema si puo rilevare che il sistema privo di vincoli €

composto da due aste quindi possiede nel piano sei gradi di liberta. | gradi di liberta sottratti dai

vincoli esterni sono cinque (due per il vincolo in A, uno per il vincolo in C e due per il vincolo in

E), mentre i gradi di liberta sottratti dal vincolo interno in B sono due, quindi il siste

ma € una volta

iperstatico.
q=n-v=6—(2+1+2+2)=-1 9.1)
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9.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale € a | con ali diseguali e possiede un asse di simmetria verticale, quindi il
baricentro G si trovera su di esso. L altezza del baricentro viene determinata come di seguito:

Dapprima si determina I’area:

A=(b,+b,)t+(h-2t)s=39 cm’ (9.2)
Quindi si calcola il momento statico rispetto ad un asse orizzontale passante per il lembo inferiore:
b, )t?
S, :¢+s(h—2t)h+b2t(h—£j=485 cm® 9.3)
° 2 2 2
ed, infine, I’ordinata del baricentro rispetto il lembo inferiore:
S,
Yo =—2=12.4359 cm (9.4)
A
Il momento di inerzia rispetto I’asse orizzontale baricentrico x; si calcola come:
b, t° t ? s(h-2t) h > pt? tY
| =—2%—+b,t{h——- +—————+s(h-2t)] —— +—2—+Dbt ——| =
12 2( 2 yGJ 12 ( )(2 yGJ 12 (yG 2) (9.5)

=2721.589 cm*

9.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato € equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a
molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una
molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilita di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne viene esaminata una.
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:

N(%)=N(x,)+N® (%)X

T(XS)ZT(O)(X3)+T(1)(X3)X (9.6)

M(%;) =M (x,)+M® (%)X

9.4 Soluzione dello schema iperstatico

Si sceglie di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla traslazione orizzontale del punto E. | sistemi isostatici sono quelli indicati in Figura 9.2,
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in cui I’incognita iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che lo spostamento del punto E

u., deve essere nullo, ovvero deve essere verificata la seguente equazione di congruenza:

ug =u® +uPXx =0 9.7)
D F,HE,T D F,Ef(:) X=1
W/E WE / <%
O 5 .
- -
+
+AT ]

g

0) ° Cg%ﬂ 1)

Figura 9.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1).

9.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 9.3. | valori
delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito

elencati:

HY =HY =V =qL = 45000N; Mf):£:6750chm; HY =V =VvP =0; (9.8)
NG (%)= NR (x)=-aL; N (x)=NE(%)=0; (9.9)
To(X)=-0%; TLo(x)=dL; TH(%)=T2(x)=0; (9.10)
M ()=~ (L+): ME (%) =-alxi MG (x)=ME (%) =0 (91)

I sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 9.3-a.

9.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche
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della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 9.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:

HY =2X; MY =XL; HY=v® =v® = X;; (9.12)
NG (%) =-2X; N (%)= NE, (%) =NE (%) =-X (9.13)
To(%)=0 TR(X)=X; TR (X)=-X; TL(x)=X; (9.14)
ML (%) ==XL; MEL (%) ==X X3 ME) (%) =X X35 MEL (%) ==X X; (9.15)
| sistemi di riferimento delle ascisse x3 utilizzati sono mostrati nella Figura 9.4-a.
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D D
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Figura 9.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.
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Figura 9.4. Schema isostatico 1); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

9.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica

Come detto in precedenza I’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di
congruenza (9.7). Per compiere questo passo € necessario procedere al calcolo degli spostamenti

u® e u? . A tale scopo si utilizzera il metodo della forza unitaria.

9.4.3.1 Calcolo di u?®

La determinazione di u” viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il
sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.
L, =1-u? (9.16)

Il lavoro interno, tralasciando di riportare i termini nulli, puo scriversi come:
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L M(O) M(o) N(O)
IMgés (XS)dX3+IM(B%(x3)¢dX +J'N(1) AB(XS)dX3
0

El,, ] El, EA
NO (x,) ) ) (9.17)
X L* 3qgL
NG (%) =228 AT |dx, = =+ 295 gaTL
I se 3)( EA ° El, EA
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
4 2
u® =£+%—MTL =21.263 cm (9.18)
El, EA

9.4.3.2 Calcolo di u?

La determinazione di u® viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

L, =1u? (9.19)
L ) &) L/2 )
L. '[M(l) MAB( )dx +IM§% )—MEI( )dx + _[ Mg (X )—MBEDI(XS)dx3+
0 Xl Xy Xy
L/2 (1) (8] @)
N M‘Dlé(xg)MDE ij el gy ij )Nl (0.20)
0
L/2 N(l) L/2 N(l) ) 6L 17 L3
+ | N® (X ) BD N(1) DE dx = il
! oA I * EA 12El,

Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:

gw_6L 17 L

o= =6.7145 -10*cm/N (9.21)
EA 12El,

9.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori

degli spostamenti appena determinati nell’equazione di congruenza (9.7):
u®
u® +uPX=0 — X=--t_=-31667.4N (9.22)

u®

Il verso effettivo dell’incognita iperstatica €, quindi, discorde a quello ipotizzato.

9.5 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando il principio di sovrapposizione degli effetti & possibile ricavare i valori delle reazioni
vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico assegnato,

trovando:
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H, =2X-gL =18335N; H. =V, =9qL-X=13333N
L (9.23)
M, =XL- > =2750.21 kNem; V. =H. =X =31667N;

N (X;)=2X—qL =18335N; Ng.(X,)=X-qgL =-13333N; 0.2
Ngo (%) =X =31667N; N (%)= X =31667N; '
Tae (%) =—0%=-150%, N; Ty (X)=09L—-X=13333N; (0.25)
Top (%) =X =31667N; T, (X,)=-X=-31667N; '
M (%)= ——(L2 +X} ) +XL=2750.21- 75 x; kNcm;

MBC(XS) (X qL)x =-13333x;, Ncm; (9.26)
Mgp (%) = =X %, =-31667 x, Ncm;

M ( 3):Xx3 = 31667 x, Ncm;

| corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella Figura 9.5.
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Figura 9.5. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.
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9.6 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione si deduce che la sezione piu
sollecitata € quella denotata con la lettera D che e soggetta alle seguenti caratteristiche della
sollecitazione:

N, =31667N; T, =31667N; M, =4750.1kNcm. (9.27)

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute a tali caratteristiche della sollecitazione
si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni normali e la teoria
approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

N, M, 31667 4750100
tss + X, = +
A 39 2721.59

X1

X, =811.98+1745.34x, N/cm? (9.28)

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

tyy; = t33|X2:yG =22517 Nlem?  t,, = t33|xz%_h =-12390 N/cm? (9.29)

Il diagramma delle tensioni normali ts3 € riportato nella Figura 9.6.

Nonostante le sole tensioni normali siano sufficienti ad esprimere un giudizio negativo sulla verifica
della sezione, si vuole ugualmente per scopi didattici calcolare il contributo delle tensioni
tangenziali, la cui determinazione puo essere condotta applicando la nota formula di Jourawski alle

corde illustrate nella Figura 9.6:

TDSf(zl‘ 2 Q' t .
tus = =82.195y N/cm? con S =—ty| h—y, -5 (9.30)

X1

il valore massimo della tensione t3; s Si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

t = ty|,_b, =891.95N/cm’ (9.31)
2

31s,max

Per I’ala inferiore si ha, analogamente,

Q"

T, T t
=-——==-138.92 N/cm® con S, =1z Yo =5 | (9.32)

t31,i I

X
il valore massimo della tensione ts; ; si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

t =ty o =—694.4 N/cm? (9.33)
2

31,i,max

L’andamento delle tensioni tangenziali ts,, invece, e dato dalla:
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Q"

27 s

X

il valore massimo della tensione ts, si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

Uz max = Loy, = —3538.5 N/em”

32,max

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e ts; € riportato nella Figura 9.6.

. 891.95 N/cm?
o ‘ 12390N/cm? t31,s o
b — et O e, 3287N/om?
i N7 @ T T T T T e | E—
[ — = J“
y — t t =
Xl G E 33 32 | —
= —
| —
% [ —
— N —
— e
e t31 i —
Y9 ' | —
22517N/cm? o 2770N/cm2

694.40 N/cm?

Figura 9.6. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.

ToS, 2 2 o t w
————=-2777.6-133.1w +5.818w" N/cm” con S, =b;t| y, 5 +sw yG—t—? ;(9.34)

(9.35)

3538N/cm?

Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo

il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza dell’attacco dell’anima sull’ala inferiore

assumendo che Ii agiscano le tensioni ty,;, t;; . € t32|W:O = 2770N/cm?

G, = \/tgsvi +3(y  + |, ) = 23086 Niem” > o, =16000 N/em’ (9.36)
La verifica, pertanto, NON risulta essere soddisfatta.
98
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10 Soluzione del compito del 6 marzo 2012

e Tracciare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione della struttura riportata in figura

e Verificare la sezione piu sollecitata.

Dati:
E =2.1-10" N/em? Gamm=1.6-10* N/cm? $o=0.02 rad h=20 cm c=5cm t=2cm
L =300 cm g =150 N/cm b=10cm b,=20 cm s=0.5cm
L L
A C E:jE
[ b ——
, '
!
C
2L 1
f
h
S
—
v ]
¢ | D

Figura 10.1. Sistema da analizzare; schema d'assi e sezione trasversale.

10.1 Riconoscimento del grado di iperstaticita

Per riconoscere il grado di iperstaticita del sistema si puo rilevare che il sistema privo di vincoli e
composto da due aste quindi possiede nel piano sei gradi di liberta. | gradi di liberta sottratti dai
vincoli esterni sono cinque (due per il vincolo in C, e tre per il vincolo in D), mentre i gradi di

liberta sottratti dal vincolo interno in B sono due, quindi il sistema e una volta iperstatico.
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q=n-v=6-(3+2+2)=-1 (10.1)

10.2 Calcolo delle caratteristiche inerziali della sezione trasversale

La sezione trasversale puo essere pensata come una sezione a | con aggiunte delle appendici sull’ala
superiore. Tale sezione possiede un asse di simmetria verticale, quindi il baricentro G si trovera su
di esso. L’altezza del baricentro pud essere determinata come di seguito:

Dapprima si determina I’area:

A=bh—-(b-s)(h-2t)+2(c—t)s=51cm’ (10.2)
Quindi si calcola il momento statico rispetto ad un asse orizzontale passante per il baricentro della

sezione ad | pensata senza appendici. Dal momento che il momento statico per un asse baricentrico

e sempre nullo, I’unico contributo al momento statico sara:

S, =—2(c—t)s-d=-19.5cm’ (10.3)

Xg
in cui d é la distanza del baricentro delle appendici dall’asse X e vale:

d:h—c—t

=6.5cm (10.4)

ed, infine, I’ordinata del baricentro dell’intera figura rispetto I’asse baricentrico della sezione ad |

senza appendici sara:

S
Yo =~ =-0.3824 cm (10.5)

Le distanze del baricentro dal lembo inferiore e dal lembo superiore, rispettivamente, utili per la
verifica della sezione, saranno pertanto:
h

Y, =7 ~Ys=103824 cm (10.6)
h
Y, =2+ Yo =9.6177 om (10.7)

Il momento di inerzia rispetto I’asse orizzontale baricentrico x; si calcola come:

_bh? (b—s)(h—2t)3 , s(c—t)3 2| A
l, = o T —Ay. +2 T+s(c—t)(d—ys) =3560.89 cm (10.8)

10.3 Metodo di analisi (metodo delle forze): posizione del problema

Secondo quanto prescritto dal metodo delle forze, il sistema assegnato € equivalente alla
sovrapposizione di schemi isostatici ottenuti mediante la soppressione di un numero di vincoli a

molteplicita semplice pari al grado di iperstaticita, quindi, nel caso in esame, sopprimendo una

Soluzione del compito del 6 marzo 2012 100



ESEMPI SVOLTI DI PROVE D’ESAME DI SCIENZA DELLE COSTRUZIONI

molteplicita vincolare. Vi saranno, ovviamente, diverse possibilitd di scelta per pervenire agli
schemi isostatici e nel seguito ne viene esaminata una.
Una volta determinata I’incognita iperstatica X come mostrato nel seguito, i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione agenti sul sistema assegnato possono essere ricavate mediante il
principio di sovrapposizione degli effetti:
N(Xs) =N® (Xs)+ N® (Xs)x
T(%)=TP(x)+T9 (%)X (10.9)
M(Xs) =M? (Xs)"' M® (Xs)x

10.4 Soluzione dello schema iperstatico

Si sceglie di rendere isostatico il sistema mediante la soppressione della molteplicita vincolare
legata alla rotazione del punto D. I sistemi isostatici sono quelli indicati in Figura 10.2, in cui

I’incognita iperstatica X deve essere valutata in maniera tale che la rotazione del punto D ¢, deve
essere pari alla rotazione anelastica imposta ¢, , ovvero deve essere verificata la seguente equazione

di congruenza:

Pp =95 + 95X = ¢, (10.10)

0) 1)

wjio / %zj
; D 4
Figura 10.2. Scomposizione della struttura iperstatica negli schemi isostatici 0) e 1).

10.4.1 Soluzione dello schema isostatico 0)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 0) si determinano le reazioni
vincolari e le caratteristiche della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 10.3. | valori
delle reazioni vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito

elencati:
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2
H? =HO =0; M? =£:4500chm; Vo _ak 22500N;
3 2
X qL .
() =a[1-22 i N (%) =N (%) =0 NG () =L

X5 L?
=g (6730 MR (%)== M (%) =0,

I sistemi di riferimento delle ascisse x3 utilizzati sono mostrati nella Figura 10.3-a.
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Figura 10.3. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;

c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

10.4.2 Soluzione dello schema isostatico 1)

(10.11)

(10.12)

(10.13)

(10.14)

Applicando le equazioni cardinali della statica allo schema isostatico 1), in cui I’incognita

iperstatica assume valore unitario (X=1), si determinano le reazioni vincolari e le caratteristiche

della sollecitazione riportate graficamente nella Figura 10.4, mentre i rispettivi valori delle reazioni

vincolari e andamenti delle caratteristiche della sollecitazione sono di seguito elencati:
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VO MO =0, HY=HO = X

2L’
() - NO _0 NO X
NAB(X3)_NBD(X3)_O1 NBC(XS)__Z;
el - T® _0 TO X
TAB(X3)_TBC(X3)_O’ TBD(XS)__I,
2L X,
2L

| sistemi di riferimento delle ascisse X3 utilizzati sono mostrati nella Figura 10.4-a.

M%I)B(XS): Msl)c(xs)ZO; Mgg)(xs)zx

B % B % X
=
A Xs Xs C A Cc
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N
/I x
D
a) Xﬁﬁ = b)
Dz
gzL.
A —9B C A Q B C
@ ] ® H
T — M gl
em B
9 o 9 D
X x
2L

Figura 10.4. Schema isostatico 0); a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

10.4.3 Determinazione dell’incognita iperstatica

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

L’incognita iperstatica va determinata imponendo I’equazione di congruenza (10.10). Per compiere

questo passo & necessario procedere al calcolo degli spostamenti ¢ e ¢f'. A tale scopo si

utilizzera il metodo della forza unitaria.
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10.4.3.1 Calcolo di ¢

La determinazione di ¢ viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 0) come sistema congruente reale ed il sistema 1) come sistema equilibrato fittizio.

Il lavoro esterno vale:
L, =109 (10.19)

Il lavoro interno puo scriversi come:

MO (x M(O) MO (x
= T ) o T o) Mo i ) Mg a <0 oz

Xy X
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
o9 =0 rad (10.21)

Il sistema isostatico 1 non presenta rotazioni in D.

10.4.3.2 Calcolo di ¢¥

La determinazione di ¢f viene condotta applicando il metodo della forza unitaria assumendo il

sistema 1) sia come sistema congruente reale che come sistema equilibrato fittizio.

L, =109 (10.22)
L M, (x,) M. (x,) MS (%) 2 L
_[pm@ o ( o ( BD \ "3 _c L
Li—.([MAB(X3) il dx +IMBC ) I dx, +IMBD ) ‘i, dx3_3E| (10.23)
Eguagliando il lavoro interno ed il lavoro esterno si ricava:
u® =25 56745 .10 rad/Nem (10.24)
= T3ElL

X1

10.4.3.3 Calcolo della incognita iperstatica

La determinazione del valore della incognita iperstatica X pu0 essere condotta sostituendo i valori

degli spostamenti appena determinati nell’equazione di congruenza (9.7):

¢®  3El
oV +ePX=¢, »>X= b (pm = Zt% = 7478 kNcm (10.25)
D

Il verso effettivo dell’incognita iperstatica &, quindi, concorde a quello ipotizzato.
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10.5 Determinazione dei diagrammi della sollecitazione

Applicando il principio di sovrapposizione degli effetti & possibile ricavare i valori delle reazioni
vincolari e I’andamento delle caratteristiche della sollecitazione del sistema iperstatico assegnato,

trovando:
2
H.=H, :2—XL=12463N; A :%: 22500N; M, :%: 4500 kNcm; (10.26)
. X . qL .
NAB(X3)=0, NBC(xs)z—Z=—12463N, NBD(x3)=—7=—22500N, (10.27)

TAB(xs)z—qxs(l—zx—Ej=—15Ox3+O.25x§N Toe (%) =0; TBD(XS):—£=—12463N; (10.28)

X2
M sg (Xs) = q6|_3

(x,—3L)=—75x;+0.0833x; Ncm;

10.29
2L —x, ( )

2
Mac (%)=~ 35 = 4500 kNem; Mgy (%)= X - 7478[1—ij kNcm;
3 600
| corrispondenti diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione sono riportati nella Figura 10.5.

10.6 Verifica della sezione piu sollecitata

Dall’esame dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione si deduce che la sezione piu
sollecitata € quella denotata con la lettera D che & soggetta alle seguenti caratteristiche della
sollecitazione:

N, =-22500N; T,=-12463N; M, =7478kNcm. (10.30)

La distribuzione delle tensioni normali e tangenziali dovute a tali caratteristiche della sollecitazione
si calcolano, rispettivamente, applicando la formula di Navier per le tensioni normali e la teoria
approssimata del taglio secondo Jourawski per le tensioni tangenziali.

Per quanto riguarda le tensioni normali, I’andamento e quello indicato dalla relazione:

%+% X, =—441.18+2100x, N/cm’ (10.31)

X1

ty; =

| valori estremi delle tensioni si verificano in corrispondenza delle fibre inferiori ed superiori

ottenendo:

toi = tag|, 0, =21362 Nlem®  ty =tg[ _n ~=-20638 N/cm® (10.32)
2=, Ve ’ Xz—*E* G

Il diagramma delle tensioni normali tz; € riportato nella Figura 10.6.
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4500kNcm

fZSOON

A ;53\ f&iéiﬂ A :H I‘B‘ [TITOITTT] \(H:mssN
N —
=
_ i 74“78chm ; D
& X£ a <Xﬂ€3” b) 22500N
22500N
[ HHHAHH o HH ‘ :‘5‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 4500kNcm
A seal ‘ f E B c A — il } |]3 .
T 5 M -
c) D d) b E
12463N

7478kNem
Figura 10.5. Schema iperstatico; a) reazioni vincolari; b) diagramma dello sforzo normale;
c) diagramma del taglio; d) diagramma del momento flettente.

Nonostante le sole tensioni normali siano sufficienti ad esprimere un giudizio negativo sulla verifica
della sezione, si vuole ugualmente per scopi didattici calcolare il contributo delle tensioni

tangenziali, la cui determinazione puo essere condotta applicando la nota formula di Jourawski alle
corde illustrate nella Figura 10.6:

o

ty,=— ID txl = —34.49-32.84y N/cm? con Sfl' = —cs(%—ye)—ty(%—yej; (10.33)
il valore massimo della tensione ts; s Si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

tor s max = t31|y=973 =-182.26N/cm? (10.34)

2
Per I’ala inferiore si ha, analogamente,
. h—t

ty,; = ———==30.16z N/cm® con S, = tz(yG +Tj; (10.35)
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il valore massimo della tensione ts; ; si ha in corrispondenza dell’attacco dell’ala all’anima:

t31,i,ma>< = t31|z=g =-150.81 Nlcm2 (1036)

L’andamento delle tensioni tangenziali ts,, invece, € dato dalla:

S

t,, = —% =1206.47 + 26.66w —1.75w? N/cm? (10.37)
xlS

incui S = bt(yG +%)+sw(yG 4l ;Wj; (10.38)

il valore massimo della tensione ts; si ha in corrispondenza della fibra baricentrica in cui vale:

o max = '[32|W:2+ye_t =1308.02 N/cm? (10.39)

Il diagramma delle tensioni tangenziali t3; e ts; € riportato nella Figura 10.6.

» 182.26N/cm?
— 20638N/cm T 1185.06N/cm?
34.49N/cm?2 =] [ T ‘
s =
T
X t33 T
N G | 1308.02N/cm?
[—
[ —
W 1
= —
=TI ;206 4TNIem?
z 21362N/cm? 150.81N/cm?
"X,

Figura 10.6. Tensioni normali e tangenziali sulla sezione trasversale.
Data I’entita delle tensioni appena determinate, la verifica di sicurezza puo essere condotta, secondo
il criterio di resistenza di Von Mises, in corrispondenza dell’attacco dell’anima sull’ala inferiore

assumendo che li agiscano le tensioni t,;;, t;; . € t32|w=0 =1206.47N/cm?

G, = \/tgsvi +3(t§max 1| ) = 21465 N/cm? > &, =16000 N/cm? (10.40)

w=0

La verifica, pertanto, NON risulta essere soddisfatta.

Soluzione del compito del 6 marzo 2012 107





