Forma canonica di Jordan di un operatore

Introduzione

Sia V uno spazio vettoriale non nullo finitamente generato, di dimensione dimV = n,
su un campo K e sia f : V. — V un endomorfismo, o operatore lineare, di V. Come e
noto, sotto certe condizioni (espresse nel Teorema Spettrale) f ¢ diagonalizzabile, ovvero
esiste una base D di V, detta spettrale, costituita da autovettori. La matrice D = Mg (f),
associata ad f rispetto a tale base spettrale, risulta diagonale e si ha

A0 ...00
0 X ... 0
D=1\ . . :
0 0 ... X\
dove gli scalari A\, Ao, ..., A, che compaiono sulla diagonale sono gli autovalori (non ne-

cessariamente tutti distinti) di f. Se invece f non ¢ diagonalizzabile, ma vale comunque
la prima parte della condizione (d) del Teorema Spettrale, & possibile trovare una base
C costituita da alcuni autovettori e da altri vettori, detti autovettori generalizzati, tale
che la matrice C' = Mg( f) risulti quasi diagonale, nel senso che possono comparire, oltre
agli autovalori gia menzionati sulla diagonale, anche degli 1 sulla sopradiagonale, che &
costituita dagli elementi di posizione i, + 1, (i = 1,...,n — 1). Nelle applicazioni risulta
spesso utile determinare una tale base C.

Osserviamo esplicitamente che la prima parte della condizione (d) del Teorema Spettrale
equivale al fatto che il polinomio caratteristico di py(x) di f sia completamente riducibile,

ovvero che, detti A, Ag, ..., A, gli autovalori distinti di f ed indicata con il simbolo m,(A;)
la molteplicita algebrica di A;, si abbia
pr(z) = (M1 — z)Me1) Ny — g)mal2) (O — g)ma(Me)

e tale condizione ¢ sempre verificata se il campo K e algebricamente chiuso, ad esempio se

K=C.

Matrici diagonali a blocchi e sottospazi invarianti

Consideriamo una matrice quadrata A di ordine n suddivisa in blocchi quadrati:

Ay [Arg |- | A
Ay |Aga |- | Ao

A=

Ap | Ak |- | Ak

) )



1 DEFINIZIONE. La matrice A si dice quadrata a blocchi se i blocchi A; j, con i # j, sono
nulli. Scriveremo allora, per semplicita,

Ay
Ag 2
A= 7 (1)
Ak
In tale situazione ¢ chiaro che n ¢ la somma degli ordini dei blocchi A1 1, A22,..., Ak k.
2 ESEMPIO. La matrice
1 0 5 1 0 5 0 O
A 1 5 4 1 5 4 0 O
A:(1’1A>:887 =8 8 7 0 0
2 15 00015
1 4 0 0 0 1 4

é diagonale a blocchi, di ordine 5, e i suoi blocchi diagonali sono di ordine 3 e 2.

Sia ora A come in (1), e sia B dello stesso tipo, ovvero

Bi1
Bs o

)

dove A;; e B;; sono dello stesso ordine, per ogni i.

3 LEMMA. Valgono le seguenti proprieta:
1. det A=det Ay -det Ay -----det Ay .
2. A-B e A+ B sono ancora diagonali a blocchi dello stesso tipo, e si ha
A11-Big
A9 - Boo

Ak - Br g

) )



A1+ Bia
Az o+ Bao

A+B=
A+ Bk

3. A é invertibile se e solo se lo é ogni suo blocco diagonale, e si ha che

-1
A1,1

Introduciamo ora il concetto di sottospazio invariante rispetto ad un endomorfismo.

4 DEFINIZIONE. Sia f : V — V un endomorfismo dello spazio vettoriale V. Un sottospazio
U < V si dice f-invariante, o, pill semplicemente, invariante, se f(U) < U, ovvero per
ogni u € U si ha anche che f(u) € U.

Ad esempio, i sottospazi banali {0} e V' sono sempre invarianti. Se A & un autovalore,
I’autospazio V) € invariante. Il congiungente di sottospazi invarianti ¢ ancora invariante.
Se U un sottospazio invariante, f induce, per restrizione, un endomorfismo fy : U — U

di U.

5 TEOREMA. Siano Uy,...,U; <V sottospazi invarianti rispetto all’endomorfismo f e sia
V=U&---®Ug. Consideriamo, per ogni h, una base B, di Uy, ¢ la base B =B1U---UBy,
di V. La matrice A = ME(f) é diagonale a blocchi, come in (1), dove Ay, = Mg:'(fUh),
per ogni h.

In una matrice quadrata A = (a; ;) € utile, talvolta, considerare gli elementi posizionati
immediatamente al di sopra della diagonale, ovvero gli elementi del tipo a; i+1 (1 < i < n):

* 41,2 * ce *
*x * a273 e *
A= ,
* * * An—1,n
* * * *



dove gli asterischi, in questo caso, indicano scalari qualunque. Chiameremo sopradiagonale
il vettore numerico (a12,a23,...,an—1,), che ha ordine n — 1.

6 DEFINIZIONE. Sia A € K, p € N. Si dice blocco di Jordan di ordine p relativo a A
la matrice quadrata J), di ordine p con lo scalare \ sulla diagonale e lo scalare 1 sulla

sopradiagonale:

A1 0 --- 00
O X1 -+ 00
0O 0 A -+ 00
Ip = :
0 0 O Al
0 0 O 0 A
Ad esempio
A1 0 010 01
J)\73: 0 X 1 ;J()’g: 0 0 1 ;J071:(O); J0,2: <0 0) .
0 0 X 0 00

Osserviamo che Jy, = A - I, + Jop, e che det Jy , = AP. Pertanto J), ¢ invertibile se e
solo se A # 0. Il polinomio caratteristico di Jy , ¢ (A — )P e A & I'unico autovalore di Jy p,
di molteplicita algebrica mq(\) = p e geometrica mgy(\) = dim V) = 1.

7 ESERCIZIO. a)

A2 20 1 0 0 0 0
0 A 2x 1 0 0 0
0 0 X 2x 0 0 0
0 0 0 X 0 0 0
0O 0 0 O A2 20 1
0 0 0 0 - 0 X 2x
o 0 0 0 -~ 0 0 X

b) J&p = (ci;j), dove cijj = disa,j;
¢) Jip=(cij), dove cij = ditsj;

d) Jip = (ciy), dove cij = disnj; Jip = O se h > p.



Ad esempio

01 0 0 0 010

. 0 010 2 0 0 01 .

Joa=10 00 1] %= {0 00 0f°
0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 O
J3 0 0 0O JA 0 0 0O
%4710 00 0] " o000
0 0 0 O 0 0 0 O

8 EsEmPIO. Sia B = (e1,...,e,) una base ordinata di V, A uno scalare, e definiamo un endomorfismo

f:V — V ponendo
fle1) = de1, f(e2) =e1+ Xea, f(es) =ex+ Nes,..., flen) =en+ Aen_1,

ed estendendo poi per linearita. In tale situazione si ha che ME(f) = Jan, € Va = L(e1).

9 DEFINIZIONE. Sia f:V — V un endomorfismo e C = (uy,...,u,) una p-pla di vettori,
con uj # 0. C & una A-stringa (di lunghezza p) se

flur) = Auy, f(uz) =uw + Aug, f(uz) =uz +Auz,..., f(uy) =u, 1+ Ay,

ovvero f(uy) =up_1 + A\uy, dove h =1,...,p e si intende ug = 0.

In tale situazione e chiaro che u; & un autovettore, associato all’autovalore A, e si scrive
talvolta

f=Xidy f—Xidy f=Xidy f=Xidy f=Xidy
U, — Up 1 — Up 9 > ... — up ——

0.

I1 vettore u,, si dice leader della stringa.
10 PROPOSIZIONE. Sia C una A-stringa di lunghezza p. Si ha che C é indipendente.

Dimostrazione. Sia C = (ui,...,up). Poiché u; # 0, & chiaro che u, # 0 per ogni
h. Procediamo per induzione. L’asserto € banalmente vero se p = 1. Sia ora p > 1.
Supponiamo induttivamente che 1’asserto sia vero per stringhe di lunghezza minore di p e
consideriamo una combinazione nulla di C:

ajuy + -+ ap_1uy_1 +apu, =0 .



Se fosse a, # 0 avremmo

Pertanto

0= f(0) = f(aqu; + -+ ap_1up_1 + apuy)
=arf(w) +--+ap1f(up-1) +apf(up)
= a1 Auy + aAug + - - + ap_1AU,_1 + apAuy,
+asu; + -+ ap_1up-2 +apuy g
= a1 Auy + aAug + - - + ap_1 AU,

+asuy + -+ ap1up 2+ apuy g

a a ap—
+ apA <—1) u; + apA (—2> ug + -+ ap <— L 1> u,_1
ap ap ap

=aou; + -+ ap_1Up—2 + apUp_1 .

Essendo a, # 0, questa sarebbe una relazione di dipendenza per C’, contro I'ipotesi indutti-
va. Deve quindi essere a, = 0. La combinazione si riduce quindi a aju; +---+ap—1up—1 =
0, e poiché C' = (uy,...,u,—1) ¢ una stringa di lunghezza p — 1, per ipotesi induttiva i
vettori uy,...,u,_1 sono indipendenti e deve essere a1 = --- = ap—1 = 0. L]

11 ESERCIZIO. Si provi che C & una A-stringa (di lunghezza p) se e solo se C é indipendente, il sottospazio
U = L(C) & invariante, e M§ (fu) = Jx,p-

Il caso nilpotente

Sia f: V — V un endomorfismo e poniamo f' = f e, induttivamente, f**! = f o f™ per
ogni n > 1. Ricordiamo che un endomorfismo f si dice nilpotente se esiste ¢ € N tale che
f9=0. Abbiamo qui indicato con 0 ’endomorfismo nullo. Il minimo di tali esponenti si
dice indice di nilpotenza e si indica con ¢(f). In modo del tutto analogo, diremo che una
matrice quadrata A ¢ nilpotente se una sua potenza ¢ nulla, ed in tal caso il minimo di
tali esponenti, ¢(A), prende il nome di indice di nilpotenza di A. E chiaro che tale indice &
necessariamente maggiore di 1 quando I’endomorfismo f non & nullo, o quando la matrice
A non ¢ nulla.

12 ESERCIZIO. Si provi che un endomorfismo nilpotente (o anche una matrice nilpotente) ammette 0 come
unico suo autovalore.



13 PROPOSIZIONE. Sia f un endomorfismo nilpotente, e sia (f) = p. Allora

{0} <kerf<kerf?<---<kerff=V.

Dimostrazione. Poiché 0 & un autovalore, si ha che ker f = Vj # {O } D’altra parte,
essendo fP = 0, si ha che ker f? = V. Inoltre, € sempre vero che

{0}<kerf§kerf2§-~§kerf1’:v,

Bisogna provare, quindi, che le inclusioni sono strette. Supponiamo, per assurdo, che
esista un intero positivo h < p tale che ker f* = ker f**1. Se h = p — 1, abbiamo che
ker f" = ker fP~! = ker fP = V. Ma allora fP~! = 0, e cid ¢ in contrasto con il fatto
che o(f) = p. Se h < p—1 e ker f* = ker f*!, si vede subito che ker f"+1 = ker f"+2,
e cosi via, e, in definitiva, ker f* = ker f? = V, cio¢ f* = 0, in contrasto con il fatto che
t(f) = p. Verifichiamo dunque che se ker f* = ker f"*! allora ker f"*! = ker f+2. Sia
u € ker f"*2. Si ha che 0 = f*2(u) = f**1(f(u)). Ma allora f(u) € ker f"*1 = ker f*,
e quindi 0 = f*(f(u)) = f**(u), ovvero u € ker f"+1. O

14 EsERrcC1zIO. Si provi che un blocco di Jordan J),, & nilpotente se e solo se A =0, e si ha t(Jxp) = p.

15 ESERCIZIO. Sia A una matrice diagonale a blocchi, come in (1), e sia A, = Jo,p, per ogni h. Si provi
che A ¢é nilpotente e si ha t(A) = max{p1,...,pxr}

16 EsEmpP1o. Consideriamo la matrice

0 1
0 0

Jo,2
A= 0 - o .
Jo,3

o O O
o O =
o = O

Si ha ((A) = 3.

17 DEFINIZIONE. Siano U, W due spazi vettoriali e sia W < U. Consideriamo un sistema
C = [uy,...,u] di vettori di U. Diremo che C é indipendente, mod W, se é indipendente
ed inoltre L(C) N W = {0}. In altre parole C é indipendente, mod W, se vale la seguente
equivalenza

auy+---+apup €W << a1 =---=ap=0.

18 DEFINIZIONE. Siano U, W due spazi vettoriali e sia W < U. Il sistema indipendente,
mod W, C é una base, mod W, di U se L(C) ® W =U.



Osserviamo esplicitamente che se C & una base, mod W, di U e C' = [wy,...,w¢] & una
base di W, allora By =CUC' = [uy,...,u;, Wy ..., W] & una base di U.

19 LEMMA. Sia f : V. — V un endomorfismo nilpotente e sia «(f) = p > 2. Se i
vettori uy,...,u; € ker f’ sono indipendenti, mod ker fi=!, allora f(uy),..., f(uy) sono
indipendenti, mod ker 2.

Dimostrazione. E chiaro che se u € ker f? allora f(u) € ker f=!, in quanto

0= fi(u) = f"(f(u).

Proviamo dunque che i vettori f(uy),..., f(ug) sono indipendenti, mod ker f®~2. Siano
ai,...,ay scalari tali che af(uy) + - + apf(ug) = flaguy + --- + aguy) € ker fi=2,
Abbiamo quindi che

fHaug + -+ apug) = F2f(aur + - +aguy) =0,

e cioé ajuy + - -- + apuy € ker f=1. Poiché uy,...,u; sono indipendenti, mod ker fi~1,
avremo che a1 = --- = a; = 0. ]

20 TEOREMA DI JORDAN PER GLI OPERATORI NILPOTENTI. SiaK=Ced f:V — V un
endomorfismo nilpotente, e sia (f) = p. Esiste una base B di V' che é unione di stringhe
(detta base a stringhe). La matrice J = ME(f) é una matrice diagonale a blocchi di
Jordan nilpotenti. Tale matrice, detta forma canonica di Jordan per f, & unica, a meno
dell’ordine in cui compaiono i blocchi sulla diagonale. La molteplicita geometrica di 0 ¢
pari al numero di blocchi di Jordan che compaiono sulla diagonale di J.

(Per inciso, ricordiamo che nell’ipotesi del teorema appena enunciato la molteplicita alge-
brica di 0 ¢ necessariamente n).

Dimostrazione. Poniamo n; = dimker f*, ¢; = n; — n;_1, per ogni i € {1,...,p} (e,
convenzionalmente, poniamo ng = 0). Sia B? = [uf,...,uf | una base di V' = ker f?,
mod ker fP~1. Poniamo uﬁfl = f(u}) (1 < h < gp). I vettori cosi definiti appartengono,
come osservato, a ker fP71 e [uzl’_l, . ,ugp_l] ¢ un sistema indipendente, mod ker fP~2.
E possibile quindi determinare ulteriori vettori ulq)pjl, ceey ug;ll (qualora fosse ¢, < ¢p—1)

ed ottenere una base BP~! = [up_l, e ,ugp__ll] di ker fP~1, mod ker fP~2. Si procede in
modo analogo, nel senso che, avendo trovato una base B+ = [uﬁ“, e u}lj;ll] di ker fi11,
mod ker f?, si costruisce una base B = [ul,..., uf]i] di ker %, mod ker fi=!. Nell’ultimo

passaggio di questo procedimento, si determina una base B! = [u}, ..., uél] di ker f (i cui



elementi sono quindi autovettori associati all’unico autovalore 0). E chiaro che B! U B2 &
una base di ker f2, B U B? U B2 ¢ una base di ker f3, e cosi via. Infine B=B'U---UBP
¢ una base di V. I vettori di B? sono leader di stringhe di lunghezza p (necessariamente
associate all’autovalore 0) contenute in B. Infatti, per costruzione,

w w2 L Ll o 1<h<yg) .
Gli eventuali vettori ugp_jl, e ugp__ll di ker fP~! (presenti quando ¢p < qp—1), sono leader
di stringhe di lunghezza p — 1 (necessariamente associate all’autovalore 0) contenute in B,
e cosl via. Quindi B € una base di stringhe. Se si sceglie un opportuno ordine dei vettori
di B, la matrice J = M g (f) & del tipo richiesto. Piu precisamente, si dovranno ordinare i
vettori di B stringa per stringa, in ordine inverso a quello trovato. Ad esempio, abbiamo

-1 ) —1 1 2
= f(u]), uTT = fu]T), . uy = f(ud)
e in B consideriamo tali vettori in ordine inverso: B = (uj,uj,... ,uf_l, ul ... ). Avremo

()

Procedendo in modo analogo nell’ordinare i vettori di B, stringa per stringa, otterremo
che la matrice associata ad f rispetto a B sara diagonale a blocchi, il blocco Jy;, comparira
gp volte, il blocco Jyp—1 comparira g,—1 volte, e cosl via. Si osserva esplicitamente che
possono comparire blocchi del tipo Jy 1. E chiaro che se si cambia l'ordine delle stringhe
in B, puo cambiare 'ordine dei blocchi di Jordan lungo la diagonale di J. Si puo verificare
anche 'unicita di tale matrice, a meno di permutazione dell’ordine in cui compaiono i
blocchi, ma ce ne asterremo. ]

Il caso generale

Premettiamo il seguente lemma, di carattere generale.

21 LEMMA. Siano g,h : V — V due endomorfismi che commutano, ovvero tali che ho g =
goh:V — V. Allora

(i) ker g e im g sono h-invarianti.
(ii) ker h e im h sono g-invarianti.
Dimostrazione. Proviamo la (i) (la (ii) ¢ analoga). Sia v € kerg. Allora g(h(v)) =

h(g(v)) = 0, e quindi h(v) € kerg. Sia ora v € img. Esiste u € V tale che g(u) = v.
Quindi h(v) = h(g(u)) = g(h(u)), cioé h(v) € img. O



Sia ora f : V — V un endomorfismo, A un suo autovalore e V) il corrispondente
autospazio. Abbiamo che u € V) <= f(u) = Au, ovvero (f — Aidy)(u) = 0. In altre
parole V) = ker(f — Aidy). Abbiamo quindi una catena

{0} <ker(f —Aidy) < ker(f —Aidy)* < <V

e, come gia osservato, vale la disuguaglianza stretta fino ad un certo esponente, diciamo
ny, OVVero

{0} < Vy=ker(f — Aidy) < ker(f — Aidy)? < -+ < ker(f — Aidy)™ <V .

22 DEFINIZIONE. Il sottospazio Vy = ker(f — Aidy )™ si dice autospazio generalizzato di
f, associato all’autovalore \.

Analogamente, abbiamo che
m(f — Midy) D im(f — Xidy)? D - D im(f — Nidy)™

Poniamo, per semplicita, Vy = im(f — Aidy)™. Osserviamo che f o (f — Aidy) =
(f — Aidy) o f, e quindi anche f o (f — Aidy)* = (f — Aidy)¥ o £, per ogni k € N.

23 LEMMA. I sottospazi V) e V) sono invarianti e complementari (ovvero la loro somma
é diretta e coincide con V).

Dimostrazione. Poiché f e (f — Aidy )™ commutano, in base al lemma precedente ‘7)\ e
‘7>\ sono invarianti. Per provare l'ultima parte dell’enunciato, osserviamo che, in base al
Teorema dell’Equazione Dimensionale, si ha che n = dim V' = dim V,\ +dim V)\ Proveremo
che V)\ N VA = {0} e quindi il sottospazm congiungente V,\ + VA € una somma diretta, ed
ha dimensione n, ovvero V = V,\ @ V)\ Sia dunque v € V,\ N V,\ P01che v E VA, esiste un
vettore u tale che v = (f — Aidy)™ (u). D’altra parte, poiché v € Vy := ker(f — Xidy )™,
si ha che

0= (f = Aidy)™(v) = (f = Aidy)™ (f = Aidy)™ (u) = (f = Aidy)*™ (u) .

Quindi u € ker(f — Aidy)?™ = ker(f — Aidy)™ (in quanto 2ny > n,). Pertanto v =
(f — Aidy)™ (u) = 0, come richiesto. O

24 TEOREMA DI JORDAN. Sia f : V — V un endomorfismo, dove V & uno spazio vettoriale
di dimensione n sul campo K, e supponiamo che il suo polinomio caratteristico p(x) sia

10



completamente riducibile. Esiste allora una base B a stringhe, tale che J = ME(f) sia
una matrice diagonale a blocchi di Jordan. La matrice J, detta forma canonica di Jordan
di f, & unica, a meno di permutazioni dei suoi blocchi di Jordan. Gli autovalori di f
coincidono con gli autovalori di tali blocchi. Per ognuno di tali autovalori, A\, avremo che
mg(A) = dim V) é il numero di blocchi di Jordan di J relativi a A\, mentre mq,(X) € la
somma degli ordini di tali blocchi, e si ha mg(\) = dim Vy.

Dimostrazione. Consideriamo la restrizione di f al sottospazio invariante VA Per tale
restrizione A non € un autovalore, in quanto V) C V)\ e V,\ N V)\ = {O} In VA non
compaiono autovettori di f associati ad autovalori diversi da A. Infatti, se p # A & un
altro autovalore di f, e u € un autovettore ad esso associato, si ha

(f=Aldy)(u) = f(u) —du=pu—Au=(p—A)u#0
Pertanto
(f = Aldy)™(u) = (k= A)"u#0,

e quindi u ¢ XN/A = ker(f — Aidy)™. Dunque la restrizione f‘~/A di fa 17,\ non ha auto-
valori diversi da A e, posto dim VA = d}, il polinomio caratteristico di f% e (A —x)h.
Osserviamo esplicitamente che py(z) € prodotto di (A — x)dA e del polinomio caratteristico
della restrizione f‘A/A di f, e quest’ultimo non ammette A\ come radice. Avremo quindi che
dy = mg(N\). L’endomorfismo fp, — Aidy, = (f — )‘idv)f& ¢ nilpotente, con indice di

nilpotenza al pit n), e quindi 17,\ ha una base a stringhe rispetto a f‘~/A — /\id‘;A e al suo

unico autovalore 0. Ma se, ad esempio, C = (uy,...,u,) € una tale stringa, si ha che
(f — )\idv)(up) = Ollp + Up—1 = Up—1; --- (f — )\idv)(UQ) = Uuj; (f — )\idv)(ul) =0
ovvero
flup) =Aup +upq; ... 5 f(ug) =Aug +ur; f(ur) =0

e quindi C & una stringa per f associata all’autovalore \. In altre parole, ‘7)\ ammette una
base di stringhe. Il ragionamento portato avanti finora in relazione ad un singolo autovalore
A sara utilizzato per ogni autovalore. Supponiamo che Ay, ..., \; siano gli autovalori di f.
Per quanto detto fin qui, abbiamo che

V=",eW

W = im(f — Aidy )" ¢ invariante per f e fjr non ammette A\; come autovalore. Il
polinomio caratteristico ps(x) = (A; — 2)™a) . (g — p)maB2) ..o () — g)malr)
decompone in p(z) = (A —2)™«A).pr (x). Quindi py,, (r) non ammette \; come radice
e si ha pp, (v) = (Ag — x)ma2) . ... (N, — 2)™e(). Ragioniamo come in precedenza

11



ed otteniamo che W = W)Q @ Z, dove W)\z ¢ lautospazio generalizzato di fy relativo
all’autovalore A2, Z ¢ un sottospazio invariante e la restrizione di fy, e quindi anche
di f, a Z non ammette A\j, Ao come autovalori. E chiaro che Wy, < 17,\2 e dimW,, =
dim V3, = mq(A2), quindi W,\Q =V, e V=V, @&V, &Z Dopo t— 1 passaggi si ottiene
la. decomposizione B B B

V=V\,0Vy,D DV, ,

e poiché ogni autospazio generalizzato ‘7}\]. ammette una base a stringhe B;, ponendo

B =ByU---UDB;, si ottiene una base a stringhe. E poi chiaro che la matrice J = Mg(f) e
del tipo richiesto. Ci asterremo, come nel caso nilpotente, dal provare 'unicita di J. [

25 ESEMPIO. Sia V uno spazio vettoriale reale e sia B = (e1, ez, e3) una sua base ordinata. Sia f : V — V
Pendomorfismo definito ponendo

fler) =e1+3ex; f(ea) = —e1 +2ex+e3; f(es) = —er + 3e2 + 2e3

ed estendendo poi per linearita. Si ha che A = ME(f) = ((13; %1 él) ep(z) = 8x—1)-(x—2)%. Gli autovalori
di f sono quindi A\ = 1, semplice, e A = 2 doppio, con dim V2 = 1. Pertanto f non é diagonalizzabile,
ma il polinomio caratteristico & completamente riducibile ed é possibile determinare una base a stringhe.
Un autovettore per A = 1 e il vettore u; = —2e; — 3e2 + 3es, che genera V1. Un autovettore per A=2
¢ il vettore uz = —e1 + es, che genera V2. La dimensione dell’autospazio generalizzato Va ¢ 2, e quindi
bisogneNré trovare un ulteriore autovettore generalizzato us € Va2 che formi una stringa con uz. Studiamo
allora Vo = ker(f — idy)™?. In questo contesto & chiaro che ny = 2. Ma ragioniamo in modo pitl generale.
Vediamo a che punto la sequenza

{0} <ker(f —2idy) < ker(f —2idv)* < ... <V
si stabilizza. Si ha, in effetti, che

{0} <ker(f —2idv) < ker(f — 2idy)® = ker(f — 2idy)® = ker(f — 2idy)* = ... <V,

e cioé ny = 2. Infatti, la matrice B associata a f —2idy é B = (:3)1 E)l %l) esi hache p(B) =2edimV, =

dimker(f —2idy) = 3—2 = 1. Inoltre B? = (i} § Z}) p(B?) =1 e dimker(f —2idy)? = 3—1 = 2, e poi
B?* = —B?, B* = —B?, ¢ cosi via. Quindi ker(f — 2idy)? = ker(f — 2idy)® = ker(f —2idv)* = ... < V.

Si ha che B . o
Vo = ker(f — idv)2 - B? (g) = (8) .
Tale sistema si riduce ad un’unica equazione:

Voix+2=0
che ammette, come insieme delle soluzioni,

Sol:{(—a,b,a)|a,b€R}.

Quindi _
Vo={ —ae1 +bes+aes|a,beR} .
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Una base di \72 e l§2 = {—e1 + e3,e2}. Come si vede, il primo vettore di tale base & un autovettore
dell’autovalore \ = 2; il secondo ¢ invece un suo autovettore generalizzato. Si ha che

fle2) = —e1 +2ex +e3=(—e1+e3)+2e; f(—e1 +e3)=2(—ei +e3),

e quindi (e2, —e1 +e3) ¢ una stringa di lunghezza 2 associata all’autovalore A = 2. Pertanto, posto us = ez,

la base a stringhe cercata é
C = (ul,uQ,U3)

_ Ji1
J2,2

e si ha che

J=M¢(f) =

S O =
o NN o
N = O
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