
FORME BILINEARI SIMMETRICHE E FORME
HERMITIANE

1. Forme bilineari simmetriche

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K.

De�nizione 1.1. Si dice forma bilineare simmetrica sullo spazio

vettoriale V , un'applicazione:

¡ : V � V �! K

tale che:

1. ¡(u; v) = ¡(v; u); 8u; v 2 V (simmetria)
2. ¡(u; �v + �w) = �¡(u; v) + �¡(u;w); 8u; v; w 2 V; 8�; � 2 K
(linearita̅ nella seconda variabile)

Combinando le due proprieta̅ si ricava immediatamente la linearita̅

anche nella prima variabile:

¡(�v + �w; u) = �¡(v; u) + �¡(w; u); 8u; v; w 2 V; 8�; � 2 K(1)

Esercizio 1.2. Dimostrare la 1.

Esempio 1.3. 1. Il prodotto scalare standard nello spazio delle n-

uple:

¡ : Kn �Kn �! K

¡(X; Y ) := XtY =
nX

i=1

xiyi; 8X; Y 2 Kn

rappresenta un primo esempio di forma bilineare simmetrica, gra-

zie alle proprieta̅ del prodotto righe per colonne.

N. B. X e Y indicano vettori colonna e l'apice t indica la traspo-

sizione.

2. In R2 la funzione ¡((x1; x2); (y1; y2)) := x1y1 + x2y1 + x1y2 e̅ una
forma bilineare simmetrica.

3. In R2 la funzione ¡((x1; x2); (y1; y2)) := x1y1 + 2x2y1 + x1y2 non
e̅ una forma bilineare simmetrica.
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Proposizione 1.4. Sia A = (aij) 2 Kn;n una matrice quadrata di
ordine n nel campo K. Allora l'applicazione

¡A(X;Y ) := X
tAY =

nX

i;j=1

aijxiyj

rappresenta una forma bilineare simmetrica se e solo se A e̅ simmetrica

(At = A).

Dimostrazione: la condizione e̅ necessaria in quanto aij = ¡A(ei; ej)

e aji = ¡A(ej ; ei), dove ei (1 ⋅ i ⋅ j) indica l' i-esimo vettore della

base canonica.

Su�cienza: ¡A(X; Y ) = XtAY = (X tAY )t = Y tAtX = Y tAX =

¡A(Y;X). c.v.d.

La proposizione precedente mostra come si possa associare ad una

matrice simmetrica una forma bilineare simmetrica in Kn. In realta̅
ogni forma bilineare simmetrica si puo̅ rappresentare cos̅�, pur di �ssare

una base nello spazio vettoriale V . Infatti, dati i vettori u; v 2 V e

detti X; Y 2 Kn i vettori colonna che ne rappresentano le coordinate
rispetto alla base �ssata B = fe1; : : : ; eng, si trova:

¡(u; v) = ¡(
nX

i=1

xiei;
nX

j=1

yjej) =
nX

i;j=1

¡(ei; ej)xiyj = X
tAY;

dove si e̅ posto A = (aij) = (¡(ei; ej)).

De�nizione 1.5. Tale matrice A 2 Kn;n e̅ detta matrice associata
alla forma ¡, nella base B.

Esercizio 1.6. 1. Determinare la matrice associata agli esempi 1.3,

sia nella base canonica che nella base B := f(1; 1); (1;�1)g.
2. Determinare, per gli stessi esempi, le espressioni nelle diverse co-

ordinate e veri�care la coerenza dei risultati ottenuti.

2. Forma quadratica associata

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e ¡ una forma bilineare

simmetrica su V .

De�nizione 2.1. L' applicazione:

q¡ : V �! K
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de�nita da

q¡(u) = ¡(u; u)

si dice forma quadratica associata a ¡.

Si osservi che q¡(�v) = ¡(�v; �v) = �2¡(v; v), 8� 2 K e 8v 2 V ,

proprieta̅ che giusti�ca la terminologia scelta. In seguito, in assenza di

ambiguita̅, si omettera̅ il pedice del simbolo q¡.

Il seguente, importante, Teorema mostra come si possa ricostruire

la forma bilineare a partire dalla forma quadratica associata, purch�e il

campo non sia quello binario.

Teorema 2.2. (di polarizzazione) Se charK6= 2 allora:

¡(u; v) =
1

2
(q(u+ v)� q(u)� q(v)); 8u; v 2 V

Dimostrazione:

q(u+ v) = ¡(u+ v; u+ v) = ¡(u; u) + ¡(v; v) + ¡(u; v) + ¡(v; u) =

= q(u) + q(v) + 2¡(u; v)

e la tesi segue immediatamente. c.v.d.

Esempio 2.3. Una semplice veri�ca mostra come, nel campo binario,

la forma bilineare simmerica associata alla matrice

£
0 1

1 0

!

dia luogo

alla forma quadratica nulla. Quindi non c'e̅ speranza di trovare, per il

campo binario, un analogo al teorema di polarizzazione!

Osservazione 2.4. (forma quadratica in coordinate) Se A 2 Kn;n e̅
la matrice associata alla forma ¡ e X 2 Kn la colonna delle coordinate
di un vettore v 2 V (rispetto ad una base �ssata), avremo:

q(v) = XtAX =

nX

i;j=1

aijxixj =

nX

i=1

aii(x
i)2 + 2

X

i<j

aijxixj :

3. prodotti scalari

De�nizione 3.1. Sia V uno spazio vettoriale reale. Una forma bilin-

eare simmetrica ¡ si dice positiva se

q(v) = ¡(v; v) � 0; 8v 2 V:

Si dice negativa se

q(v) = ¡(v; v) ⋅ 0; 8v 2 V:
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Si dice de�nita positiva (o negativa) se, inoltre,

q(v) = 0 () v = 0

Esercizio 3.2. 1. Dimostrare che la forma bilineare simmetrica di

R2:

¡((x1; x2); (y1; y2)) = x1y1 + x2y1 + x1y2 + 4x2y2

e̅ de�nita positiva.

2. Dimostrare che la forma bilineare simmetrica:

¡((x1; x2); (y1; y2)) = x1y1 � x2y1 � x1y2 + x2y2

e̅ positiva ma non de�nita positiva.

3. Cosa si puo̅ dire della seguente forma bilineare simmetrica?

¡((x1; x2); (y1; y2)) = x1y1 + x2y1 + x1y2 � 4x2y2

De�nizione 3.3. Una forma bilineare simmetrica de�nita positiva si

dice anche prodotto scalare.

De�nizione 3.4. Sia V uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto

scalare ¡. La quantita̅

kvk :=
p
q(v) =

p
¡(v; v)

si dice norma o lunghezza del vettore v 2 V .

Teorema 3.5. (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) Sia V uno

spazio vettoriale reale dotato di un prodotto scalare ¡. Allora

j ¡(u; v) j⋅ kuk kvk; 8u; v 2 V

Dimostrazione: Poich�e, 8x 2 R,

0 ⋅ ku+ xvk2 = q(u+ xv) = x2q(v) + 2x¡(u; v) + q(u) =

= kvk2x2 + 2¡(u; v)x+ kuk2;
il discriminante del trinomio kvk2x2+2¡(u; v)x+ kuk2 dev'essere ⋅ 0:

4¡(u; v)2 � 4kuk2kvk2 ⋅ 0:

Quindi ¡(u; v)2 ⋅ kuk2kvk2 e la tesi segue immediatamente. c.v.d.

Teorema 3.6. (disuguaglianza triangolare) Sia V uno spazio vet-

toriale reale dotato di un prodotto scalare ¡. Allora

ku+ vk ⋅ kuk+ kvk; 8u; v 2 V
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Dimostrazione:

ku+ vk2 = ¡(u+ v; u+ v) = ¡(u; u) + ¡(v; v) + 2¡(u; v) ⋅

⋅ kuk2 + kvk2 + 2 j ¡(u; v) j⋅ kuk2 + kvk2 + 2kukkvk = (kuk+ kvk)2

e la tesi segue immediatamente. c.v.d.

4. Forme hermitiane

Sia V uno spazio vettoriale sul campo C.

De�nizione 4.1. Si dice forma hermitiana sullo spazio vettoriale

V , un'applicazione:

¡ : V � V �! C

tale che:

1. ¡(u; v) = ¡(v; u); 8u; v 2 V (hermiticita̅)
2. ¡(u; �v + �w) = �¡(u; v) + �¡(u;w); 8u; v; w 2 V; 8�; � 2 K
(linearita̅ nella seconda variabile)

Combinando le due proprieta̅ si ricava immediatamente che una forma

hermitiana e̅ antilineare nella prima variabile:

¡(�v + �w; u) = �¡(v; u) + �¡(w; u); 8u; v;w 2 V; 8�; � 2 C

Esempio 4.2. Il prodotto hermitiano standard in Cn:

¡ : Cn �Cn �! C

¡(X; Y ) := X+Y =

nX

i=1

xiyi; 8X;Y 2 Cn

rappresenta un primo esempio di forma hermitiana, grazie alle pro-

prieta̅ del prodotto righe per colonne.

Osservazione 4.3. Si osservi come, dalla proprieta̅ di hermiticita̅, segua

¡(v; v) = ¡(v; v) 2 R; 8v 2 V:

Per le forme hermitiane vale una terminologia simile a quella usata

per le forme simmetriche reali:
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De�nizione 4.4. 1. Sia V uno spazio vettoriale complesso. Una

forma hermitiana ¡ si dice positiva se

¡(v; v) � 0; 8v 2 V:

Si dice negativa se

¡(v; v) ⋅ 0; 8v 2 V:

Si dice de�nita positiva (o negativa) se, inoltre,

¡(v; v) = 0 () v = 0

2. Una forma hermitiana de�nita positiva si dice anche prodotto

scalare hermitiano.

3. Sia V uno spazio vettoriale complesso dotato di un prodotto scalare

hermitiano ¡. La quantita̅

kvk :=
p
q(v) =

p
¡(v; v)

si dice norma o lunghezza del vettore v 2 V .

De�nizione 4.5. L' applicazione:

q : V �! R

de�nita da

q(v) = ¡(v; v)

si dice forma quadratica associata a ¡.

Si osservi che q(�v) = ¡(�v; �v) =j � j2 ¡(v; v), 8� 2 C, 8v 2 V .

5. Matrice associata ad una forma hermitiana

De�nizione 5.1. 1. Data una matrice complessa A 2 Cm;n, la ma-
trice Ay := At 2 Cn;m si de�nisce matrice aggiunta oppure her-
mitiana coniugata di A.

2. Una matrice quadrata complessa A 2 Cn;n si dice autoaggiunta
o hermitiana se concide con la propria aggiunta: A = Ay.

Proposizione 5.2. Sia A = (aij) 2 Cn;n una matrice quadrata di
ordine n nel campo complesso. Allora l'applicazione

¡A(X;Y ) := X
yAY =

nX

i;j=1

aijxiyj

rappresenta una forma hermitiana se e solo se A e̅ hermitiana.
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Dimostrazione: la condizione e̅ necessaria in quanto aij = ¡A(ei; ej)

e aji = ¡A(ej ; ei), dove ei (1 ⋅ i ⋅ j) indica l' i-esimo vettore della

base canonica.

Su�cienza: ¡A(X;Y ) = X
yAY = (XyAY )t = Y tAtX = Y yAyX =

Y yAX = ¡A(Y;X). c.v.d.

La proposizione precedente mostra come si possa associare ad una

matrice autoaggiunta una forma hermitiana in Cn. In realta̅, come per
le forma simmetriche, ogni forma hermitiana si puo̅ rappresentare cos̅�,

pur di �ssare una base nello spazio vettoriale V . Infatti, dati i vettori

u; v 2 V e detti X; Y 2 Cn i vettori colonna che ne rappresentano le
coordinate rispetto alla base �ssata B = fe1; : : : ; eng, si trova:

¡(u; v) = ¡(

nX

i=1

xiei;

nX

j=1

yjej) =

nX

i;j=1

¡(ei; ej)xiyj = X
yAY

dove si e̅ posto A = (aij) = (¡(ei; ej)).

De�nizione 5.3. Tale matrice A 2 Cn;n e̅ detta matrice associata
alla forma ¡, nella base B.



CAMBIAMENTI DI COORDINATE

1. Matrice del cambiamento di coordinate

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e sia B = fe1; : : : ; eng una
base di V . Ogni vettore v 2 V si esprimera̅ in modo unico come

combinazione lineare di B:

v = x1e1 + : : : xnen =

nX

i=1

xiei; xi 2 K:

De�nizione 1.1. X := (x1; : : : ; xn)
t 2 Kn si dice n-upla delle coor-

dinate del vettore v rispetto alla base B.

Supponianiamo ora di avere �ssato due basi, B = fe1; : : : ; eng e B0 =
fe01; : : : ; e0ng, in V e ricaviamo la relazione tra le coordinate del generico
vettore rispetto alle due basi. Ogni vettore di B potra̅ esprimersi come
combinazione lineare di B0:
8
><

>:

e1 = m11e
0
1 +m21e

0
2 + � � �+mn1e

0
n

...

en = m1ne
0
1 +m2ne

0
2 + � � �+mnne

0
n

dove mij 2 K. Piu̅ sinteticamente:

ej =
nX

i=1

mije
0
i; 1 ⋅ j ⋅ n:

De�nizione 1.2. La matrice

M =M(id;B;B0) = (mij) 2 Kn;n

si dice matrice del cambiamento di coordinate dalla base B alla
base B0.

Esercizio 1.3. Determinare la matrice del cambiamento di coordinate

dalla base canonica alla base B := f(1; 1); (1;�1)g, in R2.

Osservazione 1.4. Si osservi che M rappresenta la matrice associata

alla funzione identita̅, una volta �ssata la base B nel dominio e la base
B0 nel codominio.

1
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Per l'osservazione precedente se X 2 Kn (X 0 2 Kn) e̅ l'n-upla delle
coordinate di un vettore v 2 V rispetto alla base B (B0), si avra̅

X 0 =MX; x0i =
nX

j=1

mijxj:(1)

La formula 1 puo̅ essere veri�cata direttamente:

v =
nX

i=1

x0ie
0
i =

nX

j=1

xjej =

=

nX

j=1

xj(

nX

i=1

mije
0
i) =

nX

i=1

(

nX

j=1

mijxj)e
0
i:

2. Cambiamento di coordinate per un endomorfismo

Sia f : V ! V un endomor�smo e sia B = fe1; : : : ; eng una base
dello spazio vettoriale V . Ricordiamo la seguente:

De�nizione 2.1. Posto

f(ej) =
nX

i=1

fijei; 1 ⋅ j ⋅ n;

la matrice F = (fij) =M(f ;B;B) si dicematrice associata all'endo-
mor�smo f nella base B.

Supponianiamo ora di avere �ssato due basi, B = fe1; : : : ; eng e
B0 = fe01; : : : ; e0ng, in V e ricaviamo la relazione tra F = M(f ;B;B) e
F 0 =M(f ;B0;B0):

F 0 =M(f ;B0;B0) =M(id;B;B0)M(f ;B;B)M(id;B0;B) =MFM�1
(2)

dove M rappresenta la matrice del cambiamento di coordinate dalla

base B alla base B0. L'espressione 2 puo̅ essere veri�cata direttamente,
indicando con X (X 0) la n-upla delle coordinate di v 2 V rispetto alla
base B (B0) e con Y (Y 0) la n-upla delle coordinate di f(v) 2 V rispetto
alla base B (B0):

Y 0 = F 0X 0 = F 0MX

Y 0 =MY =MFX

quindi

F 0MX =MFX; 8X 2 Kn
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che e̅ equivalente a

F 0 =MFM�1:

De�nizione 2.2. Due matrici quadrate F; F 0 2 Kn;n si dicono simili
se esiste una matrice invertibile M 2 Kn;n tale che F 0 =MFM�1.

3. Cambiamento di coordinate per una forma simmetrica

o hermitiana

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, sia ¡ una forma bilineare
simmetrica in V e siano B = fe1; : : : ; eng e B0 = fe01; : : : ; e0ng due basi
di V . Dati due vettori v; u 2 V indichiamo con X e Y (X 0 e Y 0) le

rispettive coordinate nella base B (B0). Indichiamo inoltre con A (A0)
la matrice associata a ¡ nella base B (B0). Avremo:

¡(v; u) = X tAY = X
0tA0Y 0 = (MX)tA0MY = XtM tA0MY;

dove M rappresenta la matrice del cambiamento di coordinate dalla

base B alla base B0. Troviamo quindi:

X tAY = X tM tA0MY; 8X; Y 2 Kn;

che e̅ equivalente a

A =M tA0M; oppure a A0 = P tAP (P :=M�1):(3)

De�nizione 3.1. Due matrici quadrate A; A0 2 Kn;n si dicono
congruenti se esiste una matrice invertibile P 2 Kn;n, tale che
A0 = P tAP .

Esercizio 3.2. Veri�care la 3 per la forma bilineare simmetrica in R2:

¡((x1; x2); (y1; y2)) := x1y1 + x2y1 + x1y2;

nel passaggio dalla base canonica alla base B := f(1; 1); (1;�1)g.

Analogamente, sia V uno spazio vettoriale complesso, sia ¡ una

forma hermitiana in V . Nelle stesse notazioni, avremo:

¡(v; u) = X+AY = X
0+A0Y 0 = (MX)+A0MY = X+M+A0MY;

quindi

X+AY = X+M+A0MY; 8X; Y 2 Cn;
che e̅ equivalente a

A =M+A0M oppure a A0 = P+AP (P :=M�1):
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De�nizione 3.3. Due matrici quadrate A; A0 2 Cn;n si dicono
congruenti in senso hermitiano se esiste una matrice invertibile

P 2 Cn;n, tale che A0 = P+AP .



DIAGONALIZZAZIONE DI FORME BILINEARI
SIMMETRICHE

1. Diagonalizzazione di una forma bilineare simmetrica in

un campo di caratteristica dispari

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, ¡ una forma bilineare
simmetrica su V e q la forma quadratica associata.

De�nizione 1.1. Due vettori v; u 2 V si dicono ortogonali rispetto

a ¡, se ¡(v; u) = 0.

Ci proponiamo di stabilire se esiste una base B = fe1; : : : ; eng rispetto
alla quale la matrice associata a ¡ risulti essere diagonale.

Osservazione 1.2. 1. Poich�e la matrice associata a ¡, nella base B,
e̅ A = (aij) = (¡(ei; ej)), tale matrice sara̅ diagonale se e solo se

la base B e̅ ortogonale.
2. L'espressione della forma quadratica in una base diagonale risulta

essere:

q =
nX

i=1

aiix
2
i :

De�nizione 1.3. Un vettore v 2 V si dice isotropo per ¡, se q(v) =
¡(v; v) = 0.

In altri termini un vettore isotropo e̅ ortogonale a s�e stesso,

rispetto alla forma ¡.

Esempio 1.4. 1. Il vettore (1; 1) 2 R2 e̅ isotropo per la forma
bilineare simmetrica: ¡((x1; x2); (y1; y2)) = x1y1 � x2y2.

2. Il vettore (1; 1) 2 Z22 e̅ isotropo per la forma bilineare simmetrica:
¡((x1; x2); (y1; y2)) = x1y1 + x2y2.

3. Tutti i vettori di Z22 sono isotropi per la forma bilineare sim-
metrica: ¡((x1; x2); (y1; y2)) = x1y2 + x2y1.

De�nizione 1.5. Indicheremo con v? l'insieme dei vettori ortogonali

a v:

v? := fu 2 V j ¡(v; u) = 0g:
Si veri�ca facilmente che v? e̅ un sottospazio vettoriale di V di dimen-

sione n (in tal caso v e̅ isotropo) oppure n� 1 (esercizio).
1
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Lemma 1.6. Se v 2 V non e̅ isotropo (cioe̅ q(v) 6= 0) allora V =

L(v)� v?.

Dimostrazione: e̅ su�ciente dimostrare che L(v)\v? = f0g (perch�e?).
Sia u 2 L(v) \ v?. Abbiamo quindi:

1. u 2 L(v) ) u = �v, � 2 K.
2. u 2 v? ) ¡(u; v) = 0.

Combinando si trova:

0 = ¡(u; v) = ¡(�v; v) = �¡(v; v):

Poich�e v non e̅ isotropo si ha necessariamente � = 0, quindi u = �v = 0.

c.v.d.

Teorema 1.7. (di diagonalizzazione) Sia ¡ una forma bilineare

simmetrica de�nita in uno spazio vettoriale V sul campo K. Se charK6=
2 allora ¡ ammette una base ortogonale.

Dimostrazione: se ¡ e̅ la forma nulla non c'e̅ nulla da dimostrare.

Supponiamo quindi 9u; v 2 V tali che ¡(u; v) 6= 0 e dimostriamo il

teorema per induzione sulla dimensione, n, dello spazio vettoriale. Se

dimV = 1 la tesi e̅ ovvia. Dimostriamo il passo induttivo. Per il

teorema di polarizzazione:

06= ¡(u; v) = 1

2
(q(u+ v)� q(u)� q(v));

almeno uno dei tre vettori u, v, u + v (ad esempio v) non e̅ isotropo.

Il lemma precedente ci consente di applicare l'ipotesi induttiva a v?

in quanto dimv? = n � 1. Sia dunque Bv? = fv1; : : : ; vn�1g una base
ortogonale di v?. Un secondo richiamo al lemma precedente ci consente

di concludere che B = fv; v1; : : : ; vn�1g rappresenta una base ortogonale
di V . c.v.d.

Corollario 1.8. Ogni matrice simmetrica con coe�cienti in un campo

K, tale che charK6= 2, e̅ congruente ad una matrice diagonale.

Osservazione 1.9. Poich�e, nel campo binario, la forma quadratica as-

sociata alla matrice

£
0 1

1 0

!
e̅ nulla e poiche̅ tale matrice non puo̅

essere congruente alla matrice nulla (perch�e?), il teorema precedente e̅

falso nel campo binario.
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2. Diagonalizzazione di una forma bilineare simmetrica

nel campo complesso

Teorema 2.1. Sia ¡ una forma bilineare simmetrica de�nita in uno

spazio vettoriale complesso V . Allora ¡ ammette una base rispetto alla

quale la matrice associata e̅ del tipo:
£
Ir 0

0 0

!

;

dove Ir indica la matrice idendita̅, 0 matrici nulle di tipo opportuno e

r il rango.

Dimostrazione: in base al teorema di diagonalizzazione dovra̅ esistere

una base ortogonale B = fv1; : : : ; vng. Non e̅ restrittivo assumere:
1. q(vi)6= 0; 1 ⋅ i ⋅ r
2. q(vi) = 0; r + 1 ⋅ i ⋅ n:

Allora la base B0 = fe1; : : : ; eng de�nita da
1. ei =

vip
q(vi)

; 1 ⋅ i ⋅ r
2. ei = vi; r + 1 ⋅ i ⋅ n

soddisfa la tesi del teorema. c.v.d.

3. Diagonalizzazione di una forma bilineare simmetrica

nel campo reale

Teorema 3.1. (di Sylvester) Sia ¡ una forma bilineare simmetrica

de�nita in uno spazio vettoriale reale V . Allora ¡ ammette una base

rispetto alla quale la matrice associata e̅ del tipo:
0

B@
Ip 0 0

0 �Ir�p 0

0 0 0

1

CA ;

dove p ⋅ r e̅ indipendente dalla base scelta (le notazioni sono le stesse
del teorema precedente).

Dimostrazione: in base al teorema di diagonalizzazione dovra̅

esistere una base ortogonale B = fv1; : : : ; vng. Non e̅ restrittivo as-
sumere:

1. q(vi) > 0; 1 ⋅ i ⋅ p
2. q(vi) < 0; p+ 1 ⋅ i ⋅ r
3. q(vi) = 0; r + 1 ⋅ i ⋅ n:
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Allora la base B0 = fe1; : : : ; eng de�nita da
1. ei =

vip
q(vi)

; 1 ⋅ i ⋅ p
2. ei =

vip
�q(vi)

; p+ 1 ⋅ i ⋅ r
3. ei = vi; r + 1 ⋅ i ⋅ n

soddisfa la tesi del teorema.

Resta da dimostrare che l'indice p non dipende dalla base scelta.

Siano B0 = fe1; : : : ; eng e B00 = ff1; : : : ; fng due basi del tipo appena
introdotto e assumiamo che la forma quadratica del generico vettore

v 2 V si esprima nelle forme:

q(v) =

pX

i=1

x2i �
rX

i=p+1

x2i =

qX

j=1

y2j �
rX

j=q+1

y2j (�)

dove le xi (yj) rappresentano le coordinate del vettore v rispetto alla

base B0 (B00). La tesi consiste nel provare p = q. Ragioniamo per

assurdo e assumiamo p > q. Poniamo G := L(fe1; : : : ; epg) e
U := L(ffq+1; : : : ; fng). Si osservi che, in base alla (�), la forma
quadratica e̅ de�nita positiva in G e negativa in U , quindi l'intersezione

G \ U puo̅ contenere solo il vettore nullo. Dal teorema di Grassmann
si ricava:

dimG\U = dimG+dimU�dim(G+U) = p+(n�q)�dim(G+U) �

� n+ 1� dim(G+ U) � 1
e si giunge ad un assurdo. c.v.d.

De�nizione 3.2. 1. L'intero p del teorema precedente si dice in-

dice di ¡.

2. La di�erenza p� (r � p) = 2p� r si dice segnatura di ¡.

4. Algoritmo di Gauss

Vogliamo stabilire un procedimento pratico, detto algoritmo di Gauss,

per diagonalizzare una forma quadratica reale q =
Pn

i=1 aiix
2
i+2

P
i<j aijxixj :

Cerchiamo quindi di determinare un cambiamento di coordinate

yi = Li(x1; : : : ; xn); 1 ⋅ i ⋅ n;

a�nch�e si abbia:

q =

nX

i=1

aiix
2
i + 2

X

i<j

aijxixj =

nX

i=1

�iy
2
i :
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Procediamo per induzione sulla dimensione e, poich�e per n = 1 non c'e̅

nulla da dimostrare, occupiamoci direttamente del passo induttivo.

Distinguiamo due casi:

1. 9i j aii 6= 0;
2. aii = 0; 8i:

1. Non e̅ restrittivo assumere a11 6= 0. Avremo dunque:

q = a11x
2
1 + 2Rx1 + S;

dove si e̅ posto:

R =
nX

j=2

a1jxj; S =
nX

i;j=2

aijxixj :

Potremo quindi scrivere q nella forma:

q = a11(x1 +
R

a11
)2 � (R

2

a11
) + S:

Poich�e �( R2
a11
) + S e̅ una forma quadratica nelle x2; : : : ; xn, per ipotesi

induttiva avremo:

�(R
2

a11
) + S =

nX

i=2

�iy
2
i ;

dove yi = Li(x2; : : : ; xn); 2 ⋅ i ⋅ n, rappresenta un opportuno cam-

biamento di coordinate. E' facile dimostrare (esercizio) che le forme

lineari:

L1(x1; : : : ; xn) = x1 +
R

a11
; L2; : : : ; Ln

sono linearmente indipendenti.

In conclusione:

q = a11y
2
1 +

nX

i=2

�iy
2
i ; dove yi = Li(x1; : : : ; xn); 8i:

2. Non e̅ restrittivo assumere a12 6= 0. Avremo dunque:

q = 2a12x1x2 + 2Rx1 + 2Tx2 + S;

dove si e̅ posto:

R =

nX

j=3

a1jxj ; T =

nX

j=3

a2jxj ; S =

nX

i;j=3

aijxixj:

Potremo quindi scrivere q nella forma:

q = 2a12(x1 +
T

a12
)(x2 +

R

a12
)� (2RT

a12
) + S = �LL0 + S 0 =
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=
�

4
f(L+ L0)2 � (L� L0)2g+ S 0;

dove si e̅ posto � = 2a12, L = (x1 +
T
a12
), L0 = (x2 +

R
a12
) e S0 =

�(2RT
a12
) + S. Poich�e S 0 e̅ una forma quadratica nelle x3; : : : ; xn, per

ipotesi induttiva avremo:

S 0 =
nX

i=3

�iy
2
i ; yi = Li(x3; : : : ; xn); 3 ⋅ i ⋅ n:

E' facile dimostrare (esercizio) che le forme lineari:

L1 = L+ L
0; L2 = L� L0; L3; : : : ; Ln;

sono linearmente indipendenti.

In conclusione:

q =
�

4
(y21 � y22) +

nX

i=3

�iy
2
i ; dove yi = Li(x1; : : : ; xn); 8i:

Esercizio 4.1. Diagonalizzare ciascuna delle seguenti forma quadratiche,

determinandone indice e segnatura:

1. in R2, q(x; y) = x2 + 6xy + 2y2;
2. in R2, q(x; y) = 2xy � 2y2;
3. in R2, q(x; y) = xy;
4. in R3, q(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � 4(xy + xz + yz);
5. in R3, q(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � (xy + xz + yz);
6. in R3, q(x; y; z) = x2 + 6y2 � 4xy + 8xz;
7. in R3, q(x; y; z) = 2(xy + xz + yz);
8. in R3, q(x; y; z) = x2 + 4y2 � 4xy + 4yz.



ORTOGONALITA̅

1. Sottospazio ortogonale

Sia V uno spazio vettoriale, ¡ una forma bilineare simmetrica oppure

una forma hermitiana su V e q la forma quadratica associata.

De�nizione 1.1. Sia ; 6= U � V un sottoinsieme. Si dice ortogonale
di U il sottoinsieme:

U? := fu 2 V j ¡(v; u) = 0; 8v 2 Ug:

Lemma 1.2. (proprieta̅ dell'ortogonale)

1. U? e̅ un sottospazio vettoriale;

2. U �W ) U? �W?;

3. U � (U?)?;
4. se U e̅ un sottospazio e B una base di U allora U? = B?.

Dimostrazione: 1: Se u; u0 2 U? allora ¡(v; u) = ¡(v; u0) = 0,

8v 2 U . Quindi

¡(v; �u+ �u0) = �¡(v; u) + �¡(v; u0) = 0; 8v 2 U; 8�; � 2 K

cioe̅ �u+ �u0 2 U?, 8�; � 2 K.
2:

w 2W? ) ¡(v; w) = 0; 8v 2W ) ¡(v;w) = 0; 8v 2 U ) w 2 U?:

3: Dalla de�nizione di U? si ricava

¡(v; u) = ¡(u; v) = 0; 8v 2 U; 8u 2 U?;

quindi v 2 (U?)?, 8v 2 U .
4: L'inclusione U? � B? segue dal punto 2:.
Sia B = fe1; : : : ; ekg, sia u 2 B? (quindi ¡(ei; u) = 0; 1 ⋅ i ⋅ k) e sia
v 2 U . La tesi consiste nel mostrare ¡(v; u) = 0. Poich�e v 2 U e B e̅
una base di U si avra̅ v =

Pk
1 �iei, per opportuni scalari �i. Ma allora

� (caso simmetrico) ¡(v; u) = ¡(
Pk

1 �iei; u) =
Pk

1 �i¡(ei; u) = 0;

� (caso hermitiano) ¡(v; u) = ¡(
Pk

1 �iei; u) =
Pk

1 �i¡(ei; u) = 0.

c.v.d.
1
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De�nizione 1.3. Il sottospazio

V ? = fu 2 V j ¡(v; u) = 0; 8v 2 V g

si dice anche nucleo della forma ¡ e si indica con ker(¡).

Fissata una base nello spazio vettoriale e detta A la matrice associata

a ¡ in tale base, si vede immediatamente che il nucleo di ¡ coincide con

il nucleo della matrice A.

Teorema 1.4. (regola del doppio ortogonale) Le seguenti con-

dizioni sono tra loro equivalenti:

1. U = (U?)? per ogni sottospazio U � V ;
2. dim(U?) = dimV � dimU per ogni sottospazio U � V ;
3. ker(¡) = f0g (oppure det(A)6= 0).

Dimostrazione: 1:) 3:. Ragioniamo per assurdo e poniamo ker(¡) =

W 6= f0g. Allora avremo

(f0g?)? = V ? = ker(¡) =W 6= f0g

che contraddice l'ipotesi 1:.

3: ) 2:. Assumiamo ¡ simmetrica poiche̅ nel caso hermitiano la

dimostrazione e̅ del tutto analoga. Fissiamo una base B = fe1; : : : ; eng
di V , una base B0 = ff1; : : : ; fkg di U e indichiamo conX1; : : : ; Xk 2 Kn

le colonne che rappresentano le coordinate dei vettori f1; : : : ; fk nella

base B. Per il punto 4: del lemma precedente il sottospazio U? e̅

rappresentato, nella base B, dell'insieme delle soluzioni del seguente
sistema lineare omogeneo:

8
><

>:

X t
1AY = 0
...

...

X t
kAY = 0

Poiche̅ i vettori f1; : : : ; fk sono indipendenti e poiche̅ det(A) 6= 0, il

sistema precedente ha rango k e la tesi segue dal teorema di Rouch�e-

Capelli.

2:) 1:. Applicando due volte l'ipotesi si trova:

dim(U?)? = dimV � dimU? = dimV � (dimV � dimU) = dimU

e si conclude ricordando il punto 3: del lemma precedente. c.v.d.
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Ricordiamo la seguente

De�nizione 1.5. Un vettore v 2 V si dice isotropo per ¡, se q(v) =
¡(v; v) = 0.

Esempio 1.6. 1. Ogni vettore appartenente al nucleo di ¡ e̅ isotropo;

2. se u 2 U \ U? allora u e̅ isotropo.

Teorema 1.7. (di decomposizione ortogonale) Le seguenti con-

dizioni sono tra loro equivalenti:

1. V = U � U? per ogni sottospazio U � V ;
2. non esistono in V vettori isotropi non nulli: q(v) = 0) v = 0.

Dimostrazione: la condizione e̅ necessaria in quanto q(v) = 0) v 2
L(v) \ v?.
Su�cienza: per il punto 2: dell'esempio precedente l'ipotesi implica

U \ U? = f0g. Per il teorema di Grassmann basta quindi dimostrare
che dimU + dimU? = dimV . Per il punto 1: dell'esempio precedente

l'ipotesi implica ker¡ = f0g, quindi siamo nelle ipotesi della regola del
doppio ortogonale, che implica dimU + dimU? = dimV . c.v.d.

Osservazione 1.8. Per il teorema di Sylvester, se V e̅ reale, l'ipotesi del

teorema precedente (q(v) = 0 ) v = 0) e̅ veri�cata soltanto per una

forma de�nita positiva oppure de�nita negativa.

2. Proiezioni ortogonali

D'ora in poi, in questo capitolo, supporremo V reale e ¡ de�nita

positiva. Sia U � V un sottospazio vettoriale. Il teorema di decompo-
sizione ortogonale ci assicura che

8v 2 V; 9 ! u 2 U; 9 ! u? 2 U? j v = u+ u?

Esercizio 2.1. Mostrare esistenza e l'unicita̅ di tali vettori u 2 U e

u? 2 U?.

De�nizione 2.2. Il vettore u 2 U si dice proiezione ortogonale del
vettore v nel sottospazio U e si indica col simbolo �U(v).

La proiezione ortogonale �U(v) e̅ quindi caratterizzata dalle seguenti

condizioni:

� �U(v) 2 U ,
� v � �U(v) 2 U?,
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che si traducono in un sistema lineare di Cramer. Sia infatti BU =
fe1; : : : ; ekg una base del sottospazio U . La prima condizione dice che
la proiezione cercata e̅ combinazione lineare di BU :

9 �1; : : : ; �k 2 R j �U(v) =
kX

i=1

�iei:

La seconda condizione si esprime imponendo che il vettore v��U(v) =
v�

Pk
i=1 �iei sia ortogonale alla base BU e cio̅ si traduce, appunto, nel

seguente sistema lineare di Cramer (nelle incognite �i):

8
><

>:

¡(v � �U(v); e1) = 0
...

¡(v � �U(v); ek) = 0

cioe̅
8
><

>:

Pk
i=1 �i¡(ei; e1) = ¡(v; e1)

...Pk
i=1 �i¡(ei; ek) = ¡(v; ek)

Esercizio 2.3. Determinare la proiezione ortogonale del vettore v =

(1; 1; 1) nel sottospazio U = L((1; 0; 0); (0; 1; 0)), sia rispetto al prodotto

scalare standard che rispetto al prodotto scalare:

q(x; y; z) = x2 + 2xy + 2y2 + 4yz + 5z2:

3. Basi ortonormali e algoritmo di Gram-Schmidt.

De�nizione 3.1. Una base B = fe1; : : : ; eng � V si dice ortonor-

male per la forma ¡ se

¡(ei; ej) = �ij (simbolo di Kronecker):

Equivalentemente, la condizione di ortonormalita̅ richiede che la ma-

trice associata a ¡ nella base B sia la matrice identita̅ ossia che, in co-
ordinate rispetto a tale base, la forma si identi�chi col prodotto scalare

standard.

Esercizio 3.2. Dimostrare che un prodotto scalare, anche hermitiano,

ammette sempre una base ortonormale.
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E' particolarmente semplice calcolare le componenti di un vettore

v 2 V rispetto ad una base ortonormale:

¡(ei; v) = ¡(ei;

nX

k=1

�kek) =

nX

k=1

�k¡(ei; ek) = �i

quindi

8v 2 V; v =
nX

i=1

¡(ei; v)ei:

Osservazione 3.3. Sia U � V un sottospazio, sia B0 = fe1; : : : ; evg una
base ortonormale di U e sia B = fe1; : : : ; eng una base ortonormale di
V contenente B0. Il vettore

Pk
i=1 ¡(ei; v)ei soddisfa le due condizioni

che caratterizzano la proiezione �U(v):

�U(v) =
kX

i=1

¡(ei; v)ei:

Esercizio 3.4. Siano v; u 2 V due vettori e supponiamo u6= 0. Mostrare
che:

�L(u)(v) =
¡(v; u)

kuk2 u:

De�nizione 3.5. Il vettore ¡(v;u)
kuk2 u =: �u(v) si dice anche proiezione

di v lungo u.

Osservazione 3.6. Si osservi che valgono le due condizioni:

� �u(v) 2 L(u),
� v � �u(v) ? u.

Sia B = fe1; : : : ; eng � V una base qualunque. Applicando ripetu-

tamente l'osservazione precedente, vede che i vettori
8
>>>><

>>>>:

v1 = e1
v2 = e2 � �v1(e2)

...

vn = en �
Pn�1

i=1 �vi(en)

sono tra loro ortogonali e, una volta normalizzati, danno luogo ad una

base ortonormale. Tale procedimento di ortonormalizzazione va sotto

il nome di algoritmo di Gram-Schmidt.

Esercizio 3.7. Si consideri R3 dotato del prodotto scalare:

q(x; y; z) = x2 + 2xy + 2y2 + 4yz + 5z2:
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1. Usando l'algoritmo di Gram-Schmidt, determinare la proiezione

ortogonale del vettore v = (1; 1; 1) nel sottospazio

U = L((1; 0; 0); (0; 1; 0)).

2. Ortonormalizzare la base canonica usando l'algoritmo di Gram-

Schmidt.
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1. Isometrie negli spazi euclidei reali

Sia V uno spazio vettoriale reale, dotato di un prodotto scalare ¡ e

sia q la forma quadratica associata.

De�nizione 1.1. Un'applicazione lineare f : V ! V si dice isome-

tria se conserva la norma di ciascun vettore:

kvk = kf(v)k; 8v 2 V:(1)

De�nizione 1.2. Un'applicazione lineare f : V ! V si dice ortogo-

nale se conserva tutti i prodotti scalari:

¡(v; u) = ¡(f(v); f(u)); 8v; u 2 V:(2)

Proposizione 1.3. Le due de�nizioni precedenti sono equivalenti.

Dimostrazione: (1)) (2). Segue dall'identita̅ di polarizzazione:

¡(v; u) =
1

2
(q(v + u)� q(v)� q(u)) = 1

2
(kv + uk2 � kvk2 � kuk2) =

1

2
(kf(v+u)k2�kf(v)k2�kf(u)k2) = 1

2
(kf(v)+f(u)k2�kf(v)k2�kf(u)k2)

=
1

2
(q(f(v) + f(u))� q(f(v))� q(f(u))) = ¡(f(v); f(u)):

(2)) (1).

kvk =
p
¡(v; v) =

p
¡(f(v); f(v)) = kf(v)k:

c.v.d.

Osservazione 1.4. In base alla proposizione precedente se un endomor-

�smo conserva le lunghezze allora conserva anche gli angoli.
1
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2. Isometrie in forma matriciale

Vogliamo tradurre la de�nizione 1.2 in forma matriciale. Sia dunque

B = fe1; : : : ; eng una base di V e A la matrice associata a ¡, nella base
B. Fissati due vettori generici v; u 2 V e indicate con X; Y 2 Rn le
rispettive colonne di coordinate rispetto alla base B, la (2) si traduce
nella seguente condizione matriciale:

X tAY = (FX)tA(FY ) = XtF tAFY; 8X; Y 2 Rn;

ossia, data l'arbitrarieta̅ di X; Y 2 Rn, nella seguente equazione ma-
triciale:

A = F tAF:(3)

In particolare, se B e̅ ortonormale (condizione equivalente a A = In),
la condizione precedente si traduce nella piu̅ semplice:

F�1 = F t:(4)

Poniamo dunque la seguente

De�nizione 2.1. Una matrice F 2 Rn;n tale che F�1 = F t si dice

ortogonale.

Si puo̅ concludere:

Teorema 2.2. Un endomor�smo e̅ ortogonale se e solo se la sua ma-

trice associata, rispetto ad una base ortonormale, e̅ ortogonale.

Osservazione 2.3. La de�nizione 2.1 esprime il fatto che le colonne della

matrice sono ortonormali rispetto al prodotto scalare ordinario in Rn.

3. Endomorfismi simmetrici

Sia V uno spazio vettoriale reale, dotato di un prodotto scalare ¡.

De�nizione 3.1. Un endomor�smo f : V ! V si dice simmetrico

se vale la seguente condizione:

¡(f(v); u) = ¡(v; f(u)); 8v; u 2 V:(5)

Tale condizione, mantenendo le notazioni usuali, si si traduce nella

seguente condizione matriciale:

(FX)tAY = X tA(FY ); 8X; Y 2 Rn;
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ossia, data l'arbitrarieta̅ di X; Y 2 Rn, nella seguente equazione ma-
triciale:

F tA = AF:(6)

In particolare, se B e̅ ortonormale (condizione equivalente a A = In),
la condizione precedente si traduce nella piu̅ semplice:

F t = F:(7)

Si puo̅ quindi concludere:

Teorema 3.2. Un endomor�smo e̅ simmetrico se e solo se la sua ma-

trice associata, rispetto ad una base ortonormale, e̅ simmetrica.

4. Endomorfismi unitari ed hermitiani

In questo paragrafo ci proponiamo di generalizzare i contenuti dei

precedenti agli spazi vettoriali complessi. Sia V uno spazio vettoriale

complesso, dotato di un prodotto scalare hermitiano ¡.

De�nizione 4.1. Un endomor�smo f : V ! V si dice unitario se

conserva tutti i prodotti scalari hermitiani:

¡(v; u) = ¡(f(v); f(u)); 8v; u 2 V:(8)

Tale condizione, mantenendo le notazioni usuali, si si traduce nella

seguente condizione matriciale:

X+AY = (FX)+A(FY ) = X+F+AFY; 8X; Y 2 Cn;

ossia, data l'arbitrarieta̅ di X; Y 2 Cn, nella seguente equazione ma-
triciale:

A = F+AF:(9)

In particolare, se B e̅ ortonormale, la condizione precedente si traduce
nella:

F�1 = F+:(10)

Poniamo dunque la seguente

De�nizione 4.2. Una matrice F 2 Cn;n tale che F�1 = F+ si dice

unitaria.
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Osservazione 4.3. La de�nizione 4.2 esprime il fatto che le colonne della

matrice sono ortonormali rispetto al prodotto hermitiano standard in

Cn.

De�nizione 4.4. Un endomor�smo f : V ! V si dice hermitiano se

vale la seguente condizione:

¡(f(v); u) = ¡(v; f(u)); 8v; u 2 V:(11)

Tale condizione, mantenendo le notazioni usuali, si si traduce nella

seguente condizione matriciale:

(FX)+AY = X+A(FY ); 8X; Y 2 Cn;
ossia, data l'arbitrarieta̅ di X; Y 2 Cn, nella seguente equazione ma-
triciale:

F+A = AF:(12)

In particolare, se B e̅ ortonormale, la condizione precedente si traduce
nella:

F+ = F:(13)

Le formule 10 e 13 permettono di concludere:

Teorema 4.5. Un endomor�smo e̅ unitario (hermitiano) se e solo se

la sua matrice associata, rispetto ad una base ortonormale, e̅

unitaria (autoaggiunta).

5. Diagonalizzazione ortogonale

Teorema 5.1. (teorema spettrale) Sia V uno spazio vettoriale com-

plesso, ¡ un prodotto scalare hermitiano e sia f un endomor�smo her-

mitiano de�nito in V . Allora tutti gli autovalori di f sono reali.

Dimostrazione: sia � un autovalore e v un autovettore corrispon-

dente. La proprieta̅ 4.4 implica:

¡(f(v); v) = ¡(v; f(v))

quindi

¡(�v; v) = ¡(v; �v)

che equivale a

�kvk2 = �kvk2:
Poich�e v6= 0, si trova � = �. c.v.d.



ENDOMORFISMI SPECIALI 5

Corollary 5.2. Sia V uno spazio vettoriale reale, ¡ un prodotto scalare

e sia f un endomor�smo simmetrico de�nito in V . Allora il polinomio

caratteristico di f e̅ completamente riducibile.

Teorema 5.3. (teorema della base spettrale) Sia V uno spazio

vettoriale reale (complesso), ¡ un prodotto scalare (hermitiano). Sia

f un endomor�smo simmetrico (hermitiano) de�nito in V . Allora f

ammette una base ortonormale di autovettori.

Dimostrazione: Dimostriamo il teorema per induzione sulla dimen-

sione, n.

Essendo ovvia la base d'induzione dimostriamo il passo induttivo.

Sia v un autovettore che e̅ lecito assumere normalizzato. Vogliamo

applicare l'ipotesi induttiva a U := v?. A tale scopo osserviamo

u 2 U ) ¡(f(u); v) = ¡(u; f(v)) = ¡(u; �v) = �¡(u; v) = 0) f(u) 2 U:

Quindi la restrizione di f al sottospazio U e̅ un endomor�smo sim-

metrico (hermitiano). Pertanto e̅ lecito applicare l'ipotesi induttiva al

sottospazio U che dovra̅ possedere una base ortonormale di autovettori:

BU = fe1; : : : ; en�1g. Per concludere bastera̅ aggiungere v alla suddetta
base, BV = fv; e1; : : : ; en�1g, per ottenere una base ortonormale di au-
tovettori in V . c.v.d.

De�nizione 5.4. La diagonalizzazione tramite base ortonormale di

autovettori si dice anche diagonalizzazione ortogonale.

Esercizio 5.5. 1. Osservare che la diagonalizzazione ortogonale di

una matrice simmetrica puo̅ essere interpretata sia come una

diagonalizzazione per similitudine che come una diagonalizzazione

per congruenza.

2. Dimostrare che diversi autospazi di un endomor�smo simmetrico

o hermitiano sono tra loro ortogonali.

3. Diagonalizzare ortogonalmente le seguenti matrici:
0

B@
1 2 0

2 1 0

0 0 5

1

CA ;

0

B@
5 �2 4

�2 8 2

4 2 5

1

CA ;

0

B@
2 0 1

0 3 0

1 0 2

1

CA :



DECOMPOSIZIONE AI VALORI SINGOLARI (SVD)

1. Preliminari

De�nizione 1.1. Data una matrice M 2 Cm;n si dicono matrici di
Gram associate a M la due matrici M+M 2 Cn;n e MM+ 2 Cm;m.

Lemma 1.2. Le matrici di Gram sono hermitiane positive.

Dimostrazione: L'hermiticita̅ segue immediatamente dalla de�nizione,

inoltre:

X+M+MX = (MX)+MX � 0; 8X 2 Cn

Y +MM+Y = (M+Y )+M+Y � 0; 8Y 2 Cm:
c.v.d.

Remark 1.3. In generale le matrici di Gram non sono de�nite positive.

Lemma 1.4.

KerM = (ImM+)?; 8M 2 Cm;n;

dove l'ortogonalita̅ e̅ intesa rispetto al prodotto hermitiano standard.

Dimostrazione:

X 2 KerM � Cn ()MX = 0()

Y +MX = 0; 8Y 2 Cm () X+M+Y = 0; 8Y 2 Cm

() X 2 (ImM+)?:

c.v.d.

Lemma 1.5.

KerM+ = KerMM+; 8M 2 Cm;n:

Dimostrazione: Essendo ovvia l'inclusione KerM+ � KerMM+, e̅

su�ciente dimostrare l'inclusione opposta:

Y 2 KerMM+ � Cm ()MM+Y = 0()

X+MM+Y = 0; 8X 2 Cm =) Y +MM+Y = 0;

() (M+Y )+M+Y = 0() Y 2 KerM+:

c.v.d.
1
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Remark 1.6. Combinando il Lemma precedente con il teorema delle

dimensioni si trova che le matrici di Gram hanno lo stesso rango di M

e di M+.

In base al Lemma 1.2 e al Teorema della base spettrale, le matrici

di Gram sono diagonalizzabili ortogonalmente ed hanno autovalori non

negativi.

Esercizio 1.7. Dimostrare che un insieme ortonormale di vettori e̅

indipendente.

De�nizione 1.8. Se B e̅ una matrice quadrata e � e̅ un autovalore di

B, indicheremo con V B� = Ker(B� �I) l'autospazio di B relativo a �.

Lemma 1.9. Se �6= 0 e̅ un autovalore positivo di MM+ e

fX1; : : : ; Xkg � V MM
+

� e̅ un insieme ortonormale di autovettori di

MM+, allora fM+ X1p
�
; : : : ;M+Xkp

�
g � V M+M

� e̅ un insieme ortonormale

di autovettori di M+M .

Dimostrazione:

M+M(M+ Xip
�
) =M+(MM+ Xip

�
) = �M+ Xip

�
=) M+ Xip

�
2 V M+M

� :

Inoltre:

(M+ Xip
�
)+(M+ Xjp

�
) = (

Xip
�
)+MM+ Xjp

�
=
�

�
X+
i Xj = �ij:

c.v.d.

Corollario 1.10. L'applicazione:

X7�! 1p
�
M+X

e̅ un isomor�smo tra V MM
+

� e V M
+M

� , con inverso dato da:

X7�! 1p
�
MX

Dimostrazione: segue direttamente dal Lemma precedente, osser-

vando che la composizione tra le due applicazioni e̅ l'identita̅. c.v.d.

Remark 1.11. 1. Il corollario precedente implica che le due matrici di

Gram condividono gli autovalori non nulli e le rispettive molteplicita̅.

2. Se m 6= n le matrici di Gram non hanno lo stesso polinomio

caratteristico.
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2. Decomposizione ai valori singolari

De�nizione 2.1. Le radici quadrate degli autovalori non nulli delle

due matrici di Gram M+M 2 Cn;n e MM+ 2 Cm;m, si dicono valori
singolari della matrice M 2 Cm;n,.

I valori singolari di una matrice, non necessariamente quadrata, pos-

sono essere interpretati come una sorta di \autovalori generalizzati".

Infatti vale il seguente:

Teorema 2.2. (decomposizione ai valori singolari)

Sia M 2 Cm;n, allora esistono due matrici unitarie, U 2 Cm;m e
V 2 Cn;n;, tali che:

UMV = D =

£
S 0

0 0

!
;

dove S = diag(s1; : : : ; sr) indica la matrice diagonale contenente i

valori singolari di M , contati con le rispettive molteplicita̅, e 0 indica

matrici nulle di tipo opportuno.

Dimostrazione: combinando il Lemma 1.2 con il teorema della base

spettrale, sappiamo che MM+ ammette una base ortonormale di au-

tovettori B = fu1; : : : ; umg � Cm. Pertanto rimarra̅ de�nita una ma-
trice unitaria:

U+ = (u1; : : : ; um) =: (Ur j Uk); Uk = (ur+1; : : : ; un);

dove non e̅ restrittivo assumere che i vettori colonna fur+1; : : : ; ung �
Cm rappresentino una base ortonormale di KerMM+ = KerM+ (si

ricordi il Lemma 1.5).

Avremo dunque:

M+Uk = 0:(1)

La de�nizione della matrice U+ implica:

UMM+U+ =

£
S2 0

0 0

!

che, una volta scritta per blocchi, diventa:

(MM+Ur jMM+Uk) =MM
+(Ur j Uk) = (Ur j Uk)

£
S2 0

0 0

!

=

= (UrS
2 j 0);
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cioe̅:

MM+Ur = UrS
2:(2)

Ricordando il Lemma 1.9, de�niamo ora

Vr :=M
+UrS

�1 2 Cn;r:(3)

Le colonne fv1; : : : ; vrg � Cn di tale matrice sono ortonormali:

V +r Vr = S
�1U+r MM

+UrS
�1 = S�1U+r UrS

2S�1 = S�1S2S�1 = Ir;

e, poich�eM+ ha rango r, costituiscono una base ortonormale di ImM+.

Completando i vettori fv1; : : : ; vrg ad una base ortonormale di Cn,
fv1; : : : ; vng � Cn, possiamo de�nire la matrice unitaria:

V = (v1; : : : ; vn) =: (Vr j Vk); Vk := (vr+1; : : : ; vn):(4)

Combinando 3 e 4 e ricordando il Lemma 1.4, si vede che le colonne di

Vk costituiscono una base ortonormale di KerM , quindi:

MVk = 0:(5)

Concludendo:

UMV =

£
U+r
U+k

!

M(Vr j Vk) =

=

£
U+r MVr U+r MVk
U+k MVr U+k MVk

!

=

£
S 0

0 0

!

in quanto:

� U+r MVk = U+k MVk = 0 per la 5,
� U+k MVr = (V +r M+Uk)

+ = 0 per la 1,

� U+r MVr = U+r MM+UrS
�1 = U+r UrS

2S�1 = S per la 2.

c.v.d.

Remark 2.3. Le colonne della matrice V costituiscono una base ortonor-

male di autovettori di M+M . Infatti:

V +M+MV =

£
V +r
V +k

!

M+M(Vr j Vk) =

=

£
V +r M

+MVr V +r M
+MVk

V +k M
+MVr V +k M

+MVk

!
=

£
S2 0

0 0

!
;

in quanto:

� V +r M+MVk = V
+
k M

+MVr = V
+
k M

+MVk per la 5,
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� V +r M+MVr = S
�1U+r MM

+MM+UrS
�1 =

= S�1S2U+r UrS
2S�1 = S2 per la 2.

Quindi la SVD diagonalizza simultaneamente le due matrici di

Gram.

La dimostrazione del teorema 2.2 e̅ valida anche nel campo reale:

Teorema 2.4. Sia M 2 Rm;n, allora esistono due matrici ortogonali,
U 2 Rm;m e V 2 Rn;n;, tali che:

UMV = D =

£
S 0

0 0

!
;

dove S = diag(s1; : : : ; sr) indica la matrice diagonale contenente i

valori singolari di M , contati con le rispettive molteplicita̅, e 0 indica

matrici nulle di tipo opportuno.

Esercizio 2.5. Determinare una decomposizione ai valori singolari per

le seguenti matrici:
£
1 2 0

2 1 0

!
;

£
�1 1 0

0 �1 1

!
;

£
1 0 1

1 0 1

!
:



NORMA ED ESPONENZIALE DI UN OPERATORE

1. Norma di un operatore

Sia V uno spazio vettoriale reale o complesso dotato di una norma

k � kV , ossia di una funzione:

k � kV : V 7�! R�0;

che gode delle seguenti proprieta̅:

1. kvkV = 0 () v = 0;

2. k�vkV =j � j kvkV ; 8� 2 K; 8v 2 V ;
3. kv+ukV ⋅ kvkV +kukV ; 8v; u 2 V; (disuguaglianza triangolare).

De�nizione 1.1. Diremo che due norme, k � k1 e k � k2, de�nite su uno
spazio vettoriale, sono equivalenti se esistono due costanti positive,

m1 e m2, tali che:

kvk1 ⋅ m1kvk2 ⋅ m2kvk1; 8v 2 V:

Sussiste il seguente, importante,

Teorema 1.2. Tutte le norme de�nite su uno spazio vettoriale di di-

mensione �nita sono tra loro equivalenti.

De�nizione 1.3. Sia f 2 End(V ) un endomor�smo dello spazio nor-
mato V . Indicheremo con kfk la norma spettrale di f :

kfk := supv6=0
kf(v)kV
kvkV

:

Tale de�nizione e̅ ben posta in quanto:

supv6=0
kf(v)kV
kvkV

= supv6=0k
f(v)

kvkV
kV = supkwkV =1kf(w)kV ;

e l'ultima quantita̅ e̅ ben de�nita per il Teorema di Bolzano-Weierstrass,

in quanto l'insieme fw 2 V : kwkV = 1g e̅ compatto (in coordinate
ortonormali esso e̅ rappresentato da una sfera unitaria):

supkwkV =1kf(w)kV = maxkwkV=1kf(w)kV :(1)

1
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Osservazione 1.4. 1. L'espressione 1.3 implica:

9 w 2 V; kwkV = 1; tale che: kfk = kf(w)kV :

2. Dalla de�nizione segue immediatamente:

kf(v)kV ⋅ kfkkvkV :

Teorema 1.5. Le de�nizione 1.3, da̅ a EndV una struttura di spazio

normato.

Dimostrazione: dobbiamo veri�care le tre proprieta̅ che caratteriz-

zano una norma.

1. Dalla de�nizione segue:

kfk = 0 () kf(v)kV = 0; 8v 2 V ()

() f(v) = 0; 8v 2 V () f = 0:

2.

k�fk = supv6=0
k�f(v)kV
kvkV

= supv6=0 j � j
kf(v)kV
kvkV

=

=j � j supv6=0
kf(v)kV
kvkV

=j � j kfk:

3. Fissiamo f; g 2 End(V ). Per l'osservazione 1.4, esiste un versore
v 2 V tale che kf + gk = k(f + g)(v)kV . Allora

kf + gk = k(f + g)(v)kV ⋅ kf(v)kV + kg(v)kV ⋅

⋅ maxkwkV =1kf(w)kV +maxkwkV=1kg(w)kV = kfk+ kgk:
c.v.d.

Teorema 1.6.

kf � gk ⋅ kfkkgk; 8f; g 2 End(V ):

Dimostrazione: possiamo assumere f�g6= 0, altrimenti l'enunciato
e̅ scontato. Per l'osservazione 1.4, esiste un versore v 2 V tale che

kf � gk = k(f � g)(v)kV = kf(g(v))kV , quindi dovra̅ aversi g(v) 6= 0

(altrimenti kf �gk = kf(g(v))kV = 0, contrariamente all'ipotesi f �g6=
0). Allora

kf � gk = k(f � g)(v)kV = kf(g(v))kV = k
kg(v)kV
kg(v)kV

(f(g(v))kV =

= kg(v)kV kf(
g(v)

kg(v)kV
)kV ⋅ (maxkwkV=1kg(w)kV )�
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�(maxkwkV=1kf(w)kV ) = kfkkgk:
c.v.d.

Esercizio 1.7. Fissato g 2 EndV , dimostrare la continuita̅ dell' ap-
plicazione:

Fg : EndV 7�! EndV; f 7�! Fg(f) = f � g:

De�nizione 1.8. Analogamente, data F 2 Rn;n (F 2 Cn;n), si pone:

kFk := maxkXkS=1kFXkS;

dove k � kS indica il prodotto scalare (hermitiano) standard.

Osservazione 1.9. Fissata una base B nello spazio vettoriale reale V,
indicata con A la matrice associata al prodotto scalare nella base B e
indicata con F la matrice associata ad un endomor�smo f nella base

B, si trova:

kfk := maxkvkV =1kf(v)kV = maxXtAX=1

p
X tF tAFX:

Pertanto, in generale,

kfk 6= kFk = maxXtX=1

p
X tF tFX;

a meno che la base non sia ortonormale.

2. Serie geometrica

Teorema 2.1. Sia f 2 EndV un endomor�smo tale che kfk < 1.

Allora la serie:
+1X

n=0

fn;

converge all'inverso di (f � id) 2 EndV .

Dimostrazione: dimostriamo la convergenza. Per il teorema 1.6,

abbiamo

kfnk ⋅ kfkn; 8n > 0:
Ponendo kfk = � < 1, sappiamo che la serie

P+1
n=0 �

n converge

(al valore (1� �)�1).
Dobbiamo dimostrare che 8� > 0; 9N 2 N tale che:

k
MX

N

fnk ⋅ �; 8M � N:
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Cio̅ segue da:

k
MX

N

fnk ⋅
MX

N

kfnk ⋅
MX

N

kfkn =
MX

N

�n ⋅ �; 8M � N;

per un opportuno N , in virtu̅ della convergenza della serie
P1

n=0 �
n.

Dimostriamo ora che:
+1X

n=0

fn = (id� f)�1;

ossia che:

(id� f) �
+1X

n=0

fn = id:

Infatti:

(id� f) �
+1X

n=0

fn = limN!+1(id� f) �
NX

n=0

fn =

= limN!+1(
NX

n=0

fn �
N+1X

n=1

fn) = limN!+1(id� fN+1) = id;

in quanto:

kfN+1k ⋅ kfkN+1 = �N+1 ! 0; per N ! +1:

c.v.d.

De�nizione 2.2. Sia f 2 EndV un endomor�smo tale che kfk < 1.
La serie

+1X

n=0

fn

si dice serie geometrica di f .

3. Procedimenti iterativi

Sia A 2 Rn;n una matrice invertibile, e sia

AX = B(2)

il sistema di Cramer associato ad A e alla colonna dei termini noti

B 2 Rn. Assumiamo che la matrice A possa essere decomposta nella
forma:

A =M �N;
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con M 2 Rn;n invertibile. Indicata con Y = A�1B 2 Rn la soluzione
esatta del sistema 2, otteniamo:

Y =M�1(NY +B):(3)

De�nizione 3.1. 1. Sia X0 2 Rn un vettore generico, la succes-
sione:

Xm+1 =M
�1(NXm +B)

si dice procedimento iterativo associato al problema 3 con

dato iniziale X0.

2. Il procedimento iterativo si dice globalmente convergente se,

per ogni dato iniziale X0 2 Rn, tale successione converge alla
soluzione esatta:

limm!+1Xm = Y:

Teorema 3.2. Se kM�1Nk < 1 allora il procedimento iterativo e̅ glo-
balmente convergente.

Dimostrazione: per sempli�care le notazioni poniamo P :=M�1N .

Poich�e

A =M �N =M(In � P );
e poich�e kPk < 1, otteniamo:

A�1 = (

+1X

i=0

P i)M�1(4)

De�niamo

�m := Xm � Y = Xm � A�1B;
che rappresenta la di�erenza tra l' m-esimo termine della successione

e la soluzione esatta. La tesi e̅ la seguente:

limm!+1�m = 0; 8X0 2 Rn:(5)

Otteniamo:

�m+1 = Xm+1 �A�1B = PXm +M�1B � (
+1X

i=0

P i)M�1B =

= PXm � (
+1X

i=1

P i)M�1B = PXm � P (
+1X

i=0

P i)M�1B =

= P (Xm � (
+1X

i=0

P i)M�1B) = P (Xm �A�1B) = P�m;
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quindi �m+1 = P
m+1�0 e

k�m+1kS ⋅ kPm+1kk�0kS ⋅ kPkm+1k�0kS ! 0; se m! +1;

perch�e kPk < 1. c.v.d.

Esercizio 3.3. 1. Metodo di Jacobi. Scegliendo M coincidente

con la parte diagonale di A, M := diag(a11; : : : ; ann), si trova:

x
(m+1)
i =

1

aii
(bi �

X

j6=i

aijx
(m)
j );

dove si e̅ posto Xm = (x
(m)
1 ; x

(m)
2 ; : : : ; x

(m)
n ) e B = (b1; b2; : : : ; bn).

2. Metodo di Gauss-Seidel. Scegliendo M coincidente con la

parte triangolare inferiore di A:

M := (mij) j mij = aij se i � j; mij = 0 se i < j;

si trova:

x
(m+1)
i =

1

aii
(bi �

i�1X

j=1

aijx
(m+1)
j �

nX

j=i+1

aijx
(m)
j ):

4. Perturbazioni di una matrice definita positiva

Lemma 4.1. Indichiamo con A 2 Rn;n una matrice simmetrica e con
� il minimo tra i suoi autovalori, allora:

� = minkXkS=1X
tAX:

Dimostrazione: per il teorema della base spettrale, esiste una ma-

trice ortogonale U (U tU = In), tale cheA = U
tDU ,D = diag(�1; : : : ; �n)

(�i sono gli autovalori di A). La matrice U , essendo ortogonale, rap-

presenta un'isometria di Rn, pertanto avremo:

minkXkS=1X
tAX = minkXkS=1X

tU tDUX = minkXkS=1(UX)
tDUX =

= minkUXkS=1(UX)
tDUX = minkY kS=1Y

tDY = minkY kS=1

nX

1

�iy
2
i :

Quindi:

minkXkS=1X
tAX � minkY kS=1

nX

1

�y2i = � �minkY kS=1
nX

1

y2i = �:

D'altra parte, se Y e̅ un autovettore normalizzato relativo a �, avremo

in�ne:

� = Y tAY � minkXkS=1X tAX:
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c.v.d.

Teorema 4.2. Se A 2 Rn;n e̅ de�nita positiva e � > 0 e̅ il minimo

autovalore di A, allora ogni matrice simmetrica B 2 Rn;n, tale che
kB � Ak < �, e̅ de�nita positiva.

Dimostrazione: In base al lemma precedente avremo:

minkXkS=1X
tAX = � > 0;

e bastera̅ dimostrare:

minkXkS=1X
tBX > 0:

Poich�e

X tBX = X tAX +X t(B �A)X;

si trova:

minkXkS=1X
tBX � minkXkS=1X tAX +minkXkS=1X

t(B �A)X =

= �+minkXkS=1X
t(B �A)X:(6)

Per il teorema di Bolzano-Weierstrass, il valore minkXkS=1X
t(B�A)X

sara̅ assunto per un opportuno versore X0:

minkXkS=1X
t(B �A)X = X t

0(B � A)X0:(7)

Se X t
0(B �A)X0 � 0 allora il teorema e̅ provato, se Xt

0(B �A)X0 < 0
allora:

X t
0(B �A)X0 = � j Xt

0(B � A)X0 j(8)

e, inoltre,

j X t
0(B � A)X0 j⋅ kX0kSk(B �A)X0kS ⋅ kB � Ak;

per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Combinando l'ultima disu-

guaglianza con la 6, la 7 e la 8 troviamo:

minkXkS=1X
tBX � �� j Xt

0(B � A)X0 j� �� kB �Ak > �� � = 0:

c.v.d.
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5. Esponenziale di un operatore

De�nizione 5.1. Dato f 2 EndV , de�niamo la serie esponenziale
di f :

ef :=
+1X

n=0

fn

n!
= id+ f +

f � f
2

+ : : : :

Teorema 5.2. La serie esponenziale converge, per ogni f 2 EndV .

Dimostrazione: ponendo kfk = �, sappiamo che la serie
P+1

n=0
�n

n!

converge.

Dobbiamo dimostrare che 8� > 0; 9N 2 N tale che:

k
MX

N

fn

n!
k ⋅ �; 8M � N:

Cio̅ segue da:

k
MX

N

fn

n!
k ⋅

MX

N

kfnk
n!

⋅
MX

N

kfkn
n!

=
MX

N

�n

n!
⋅ �; 8M � N;

per un opportuno N , in virtu̅ della convergenza della serie
P1

n=0
�n

n!
.

c.v.d.

Osservazione 5.3. Dalla de�nizione segue:

e0 = id:

De�nizione 5.4. Analogamente, data una matrice quadrata F , a co-

e�cienti reali oppure complessi, de�niamo la serie esponenziale di

F :

eF :=

+1X

n=0

F n

n!
:

Proposizione 5.5. Se f; g 2 EndV , con g invertibile, allora:

g�1 � ef � g = eg�1�f�g:

Dimostrazione: poich�e

(g�1�f �g)n = (g�1�f �g)�(g�1�f �g)�� � ��(g�1�f �g) = g�1�fn�g;

troviamo:

g�1 �ef �g = limN!+1g
�1 � (

NX

n=0

fn

n!
)�g = limN!+1

NX

n=0

g�1 � f
n

n!
�g =
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= limN!+1

NX

n=0

(g�1 � f
n!
� g)n = eg�1�f�g:

c.v.d.

Corollario 5.6. Se F e̅ diagonalizzabile, allora anche eF e̅ diagonal-

izzabile dagli stessi autovettori di F e con autovalori uguali agli espo-

nenziali degli autovalori di F .

Dimostrazione: Se P e̅ una matrice le cui colonne costituiscono

una base di autovettori di F , avremo:

P�1FP = D = diag(�1; : : : ; �n);

dove �i, 1 ⋅ i ⋅ n, rappresentano gli autovalori di F .
Ma allora la proposizione precedente implica:

P�1eFP = eP
�1FP = eD =

+1X

n=0

Dn

n!
= diag(e�1 ; : : : ; e�n):

c.v.d.

Teorema 5.7. Siano f e g due operatori commutanti: f � g = g � f .
Allora ef+g = ef � eg.

Dimostrazione: Poich�e

ef � eg =: efeg = limN!+1

NX

n;m=0

fn

n!

gm

m!
;

e̅ su�ciente dimostrare che la di�erenza
NX

n;m=0

fn

n!

gm

m!
�

NX

l=0

(f + g)l

l!
(9)

tende a 0, se N tende a +1.
Poich�e i due operatori commutano, abbiamo:

(f + g)2 = f 2 + g2 + fg + gf = f 2 + g2 + 2fg

e, piu̅ in generale, vale la formula del binomio di Newton:

(f + g)l =

lX

k=0

£
l

k

!

fkgl�k;(10)

pertanto la di�erenza 9 diventa:

NX

n;m=0

fn

n!

gm

m!
�

NX

l=0

1

l!

lX

k=0

£
l

k

!
fkgl�k =
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=
NX

n;m=0

fn

n!

gm

m!
�

NX

l=0

lX

k=0

fk

k!

gl�k

(l � k)!
=

=

NX

n;m=0

fn

n!

gm

m!
�

X

0⋅n+m⋅N

fn

n!

gm

m!
=

=
X

D

fn

n!

gm

m!
; D := f(n;m) 2 N2 j n; m ⋅ N; n+m > Ng:

Concludendo troviamo:

k
X

D

fn

n!

gm

m!
k ⋅

X

D

kfnk
n!

kgmk
m!

⋅
X

D

kfkn

n!

kgkm

m!
⋅

⋅
X

n+m>N

kfkn

n!

kgkm

m!
=

+1X

l=N+1

lX

k=0

kfkk

k!

kgkl�k

(l � k)!
=

=
+1X

l=N+1

1

l!

lX

k=0

£
l

k

!
kfkkkgkl�k =

+1X

l=N+1

1

l!
(kfk+ kgk)l;

che tende a 0 (per N ! +1), in vertu̅ della convergenza della serie
esponenziale. c.v.d.

Corollario 5.8. Per ogni f 2 EndV , ef e̅ invertibile e, inoltre, (ef )�1 =
e�f .

Dimostrazione:

efe�f = ef�f = e0 = id:

c.v.d.

Piu̅ in generale:

Corollario 5.9. Per ogni f 2 EndV e per ogni coppia di scalari h; k:

ehfekf = e(h+k)f :

Teorema 5.10. Per ogni f 2 EndV la funzione

R (C)7�! EndV; t7�! etf

e̅ derivabile in t e, piu̅ precisamente:

(etf )0 = fetf = etff:
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Dimostrazione: ovviamente fetf = etff , quindi e̅ su�ciente di-

mostrare (etf)0 = fetf .

Per cominciare, poniamo t = 0 e dimostriamo:

(etf)0t=0 = f;(11)

cioe̅:

limt!0k
etf � id
t

� fk = 0:(12)

Poich�e
etf � id
t

� f = 1

t

+1X

k=2

(tf)k

k!
;

otteniamo

ke
tf � id
t

� fk = k1
t

+1X

k=2

(tf)k

k!
k ⋅ 1

j t j

+1X

k=2

ktfkk

k!
=
ektfk � 1
j t j � kfk;

che tende a 0 (per t ! 0), in quanto (etkfk)0t=0 = kfk. Pertanto la 12
(e la 11) e̅ dimostrata.

Concludiamo la dimostrazione del teorema e mostriamo:

(etf)0t=t0 = fe
t0f :

Per il corollario 5.9:

etf = e(t�t0)fet0f ;

quindi:

(etf)0t=t0 = limt!t0
etf � et0f
t� t0

= limt!t0
e(t�t0)fet0f � et0f

t� t0
=

= limt!t0
e(t�t0)f � id
t� t0

et0f = (limt!t0
e(t�t0)f � id
t� t0

)et0f =

= (lim�!0
e�f � id
�

)et0f = fet0f :

c.v.d.
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1. Matrici diagonali a blocchi

Con delle linee orizzontali e verticali tratteggiate possiamo ripartire

una matrice A in tante matrici piu̅ piccole, chiamate blocchi di A. La

matrice A viene allora chiamatamatrice a blocchi. Una data matrice

puo̅ essere ripartita in blocchi in vari modi.

Esempio 1.1.

0

B@
1 2 3 4 5

4 1 5 3 2

1 7 2 3 1

1

CA =

0

B@
1 2 j 3 4 j 5

4 1 j 5 3 j 2

1 7 j 2 3 j 1

1

CA =

0

B@
1 2 3 j 4 5

4 1 5 j 3 2

1 7 2 j 3 1

1

CA :

In questo esempio la matrice A e̅ una matrice 3 � 5; nella prima de-
composizione A appare come una matrice a blocchi: 2� 3, cioe' appare
nella forma:

A =

£
A11 A12 A13

A21 A22 A23

!
;

dove A11 =

£
1 2

4 1

!
, A12 =

£
3 4

5 3

!
, A13 =

£
5

2

!
, A21 =

�
1 7

�
,

A22 =
�
2 3

�
, A23 =

�
1
�
. Invece nella seconda decomposizione A

appare come una matrice a blocchi 3� 2.

La convenienza della partizione in blocchi consiste nel fatto che (al-

meno in certi casi) il risultato di operazioni su matrici a blocchi si puo̅

ottenere portando avanti il calcolo sui blocchi stessi, proprio come se

essi fossero gli elementi e�ettivi della matrice. Cio̅ conduce ad una

sempli�cazione dei calcoli. Questo avviene soprattutto in presenza di

matrici diagonali a blocchi. Una matrice si dice matrice diagonale a

blocchi se e̅ una matrice quadrata, se i blocchi disposti lungo la diag-

onale principale sono quadrati, e se tutti i blocchi fuori della diagonale

sono nulli.
1
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Esempio 1.2. La seguente matrice:

A =

0

BBBBB@

2 1 0 0 0

1 1 0 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 1 5

0 0 0 1 6

1

CCCCCA

e̅ diagonale a blocchi, con i blocchi lungo la diagonale principale dati

da A11 =

£
2 1

1 1

!
, A22 =

�
3
�
ed A33 =

£
1 5

1 6

!
. Si puo̅ rappre-

sentare A anche sotto la forma

A =

0

B@
A11

A22

A33

1

CA ;

in cui si indicano solo i blocchi disposti lungo la diagonale principale,

e gli spazi bianchi stanno ad indicare i blocchi nulli.

Piu̅ in generale una matrice diagonale a blocchi si puo̅ indicare sotto

la forma:
0

BBBBBBBB@

A11
A22

:

:

:

Akk

1

CCCCCCCCA

:

E' evidente che la somma di matrici diagonali a blocchi (con blocchi

corrispondenti della stessa grandezza) e̅ ancora una matrice diagonale

a blocchi. Cio̅ vale anche per il prodotto per uno scalare. Inoltre

se A11; : : : ; Akk denotano i blocchi sulla diagonale di una matrice A

diagonale a blocchi, allora il determinante di A e̅ uguale al prodotto dei

determinanti dei singoli blocchi, cioe' det(A) = det(A11) � � � � �det(Akk).
In�ne A e̅ invertibile se e solo se i singoli blocchi sono invertibili, e

l'inversa di A e̅ quella matrice diagonale a blocchi con i blocchi dati

dalle matrici inverse dei blocchi di A.
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Esempio 1.3. Con riferimento all'esempio precedente, abbiamo:

A2 =

0

B@
A211

A222
A233

1

CA =

0

BBBBB@

5 3 0 0 0

3 2 0 0 0

0 0 9 0 0

0 0 0 6 35

0 0 0 7 41

1

CCCCCA
;

ed anche

A�1 =

0

B@
A�111

A�122
A�133

1

CA =

0

BBBBB@

1 �1 0 0 0

�1 2 0 0 0

0 0 1
3

0 0

0 0 0 6 �5
0 0 0 �1 1

1

CCCCCA
:

In�ne

det(A) = det(A11) � det(A22) � det(A33) = 1 � 3 � 1 = 3:

2. Matrici diagonali a blocchi e sottospazi invarianti di

un operatore lineare

Ora vogliamo mostrare che in certe situazioni la matrice rappresen-

tativa di un operatore si puo̅ presentare come una matrice diagonale

a blocchi. Il concetto che consente di tradurre la nozione di matrice

a blocchi nel contesto degli operatori lineari e̅ quello di sottospazio

invariante.

De�nizione 2.1. Sia f : V ! V un endomor�smo di uno spazio

vettoriale V . Un sottospazio U di V si dice sottospazio invariante

per f se i vettori di U sono trasformati tramite f ancora in vettori di

U , cioe̅ se f(U) � U .

In tal caso l'operatore f induce per restrizione un operatore di U ,

cioe̅ l'operatore fU : u 2 U ! f(u) 2 U . Si osservi anche che sia V
che f0g sono sempre invarianti. Altri esempi di sottospazi invarianti
sono gli autospazi. La seguente osservazione e̅ utile per riconoscere se

un sottospazio e̅ oppure no invariante.

Osservazione 2.2. Supponiamo che U sia generato dai vettori u1; : : : ; uh.

Allora U e̅ invariante per f se e solo se i vettori f(u1); : : : ; f(uh) ap-

partengono ancora ad U .
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Quanto segue mostra il legame con le matrici diagonali a blocchi.

Supponiamo che V sia somma diretta di due sottospazi invarianti per

f , U e W :

V = U �W:

Denotiamo con BU = fu1; : : : ; uhg una base per U e con
BW = fw1; : : : ; wkg una base per W . Sappiamo che B := BU [ BW e̅

una base per V . Sia fU : U ! U l'operatore indotto da f su U , e sia

fW : W ! W quello indotto su W .

Esercizio 2.3. La matrice rappresentativa di f rispetto alla base B,
M(f ;B;B), e̅ diagonale a blocchi, con blocchi dati dalla matrice
M(fU ;BU ;BU) di fU rispetto ad BU e dalla matrice M(fW ;BW ;BW ) di
fW rispetto ad BW , cioe̅:

M(f ;B;B) =
£
M(fU ;BU ;BU) 0

0 M(fW ;BW ;BW )

!
:

In altre parole, la conoscenza di una decomposizione di V in sot-

tospazi invarianti permette di rappresentare il dato operatore con una

matrice diagonale a blocchi. Cio̅ consente di sempli�care lo studio

dell'operatore. Ad esempio il polinomio caratteristico di f si decom-

pone nel prodotto del polinomio di fU e del polinomio di fW , quindi

per calcolare gli autovalori di f ci si riconduce a calcolare le radici di

polinomi aventi grado piu̅ piccolo di quello di f . Una ovvia genera-

lizzazione si ha quando V ammette una decomposizione in piu̅ di due

sottospazi invarianti.

Esempio 2.4. Sia f : C4 ! C4 l'operatore lineare de�nito ponendo
f(x; y; z; t) := (x + y + z; t;�y; x + z). Consideriamo i seguenti sot-
tospazi: U := L(2e1 + e2 � e3 + e4), W := L(e1 � e3; e2; e4). Poniamo
BU := f2e1+ e2� e3+ e4g e BW := fe1�e3; e2; e4g. E' chiaro che BU e̅
una base per U , BW e̅ una base per W , e che B := BU [BW e̅ una base

per C4. Dunque C4 = U�W . Proviamo che U e W sono invarianti per

f . Infatti f(2e1+ e2� e3+ e4) = 2e1+ e2� e3+ e4 2 U , e cio̅ comporta
che U e̅ invariante. Analogamente abbiamo: f(e1 � e3) = 0 2 W ,

f(e2) = e1 � e3 2 W e f(e4) = e2 2 W , quindi anche W e̅ invari-

ante. Andiamo a studiare gli operatori indotti per restrizione. Studiare

l'operatore indotto su U signi�ca calcolare la matrice rappresentativa

di fU rispetto alla base BU . Nel nostro caso M(fU ;BU ;BU) =
�
1
�
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(in particolare fU = idU). Invece M(fW ;BW ;BW ) =

0

B@
0 1 0

0 0 1

0 0 0

1

CA

(quindi se (y0; z0; t0) sono le coordinate di W rispetto alla base BW si

ha £(y0; z0; t0) = (z0; t0; 0)). Quindi:

M(f ;B;B) =

0

BBB@

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

1

CCCA
:

Quindi se (x0; y0; z0; t0) sono le coordinate di C4 rispetto alla base B si
ha f(x0; y0; z0; t0) = (x0; z0; t0; 0), ed inoltre pf(x) = pfU (x) � pfW (x) =
(x� 1)x3.

3. Blocchi di Jordan e stringhe di un operatore lineare

De�nizione 3.1. Fissiamo un numero complesso � 2 C ed un in-

tero p 2 N. Si de�nisce blocco di Jordan di ordine p relativo

all'autovalore � la matrice quadrata J�;p di ordine p che ha sulla di-

agonale principale tutte le entrate uguali a �, sopra la diagonale prin-

cipale tutte le entrate uguali ad 1, e tutte le rimanenti entrate nulle.

Esempio 3.2.

J�;1 =
�
�
�
; J�;2 =

£
� 1

0 �

!
; J�;3 =

0

B@
� 1 0

0 � 1

0 0 �

1

CA ;

J�;4 =

0

BBB@

� 1 0 0

0 � 1 0

0 0 � 1

0 0 0 �

1

CCCA :

Si osservi che J�;p = �Ip + J0;p. Quindi, come diremo meglio in

seguito, lo studio di un blocco di Jordan si puo̅ sempre ricondurre a

quello di un blocco relativo all'autovalore 0. Il polinomio caratteristico

di J�;p e̅ pJ�;p(x) = (�1)p(x��)p. Dunque J�;p ha soltanto l'autovalore
�. Inoltre, quando p � 2 J�;p non e̅ diagonalizzabile. Infatti a� = p

mentre g� = p� rk(J�;p � �Ip) = p� (p� 1) = 1.
La nozione di blocco di Jordan corrisponde, nell'ambito degli opera-

tori lineari, a quella di stringa:
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De�nizione 3.3. Se f : V ! V e̅ un operatore lineare ed C =

fu1; : : : ; upg e̅ un sistema di p vettori di V , allora C si dice che e̅ una
�-stringa di lunghezza p per f se u1 6= 0 ed inoltre:

8
>>>>><

>>>>>:

f(up) = �up + up�1

f(up�1) = �up�1 + up�2

: : :

f(u1) = �u1:

Il vettore up si dice leader della stringa.

Possiamo rappresentare una stringa nel seguente modo:

up
f��idV7�! up�1

f��idV7�! up�2
f��idV7�! � � � f��idV7�! u1

f��idV7�! 0:

Esercizio 3.4. Mostrare che la condizione u1 6= 0 comporta che i vet-
tori di una stringa siano linearmente indipendenti.

Osservazione 3.5. 1. Il vettore u1 6= 0 e̅ un autovettore relativo all'
autovalore �.

2. Una stringa di lunghezza 1 altro non e̅ che un autovettore.

Esercizio 3.6. Sia f : V ! V un operatore lineare e C un sistema di
vettori di V . Allora C e̅ una �-stringa di lunghezza p per f se e solo
se C e̅ linearmente indipendente, U = L(C) e̅ invariante per f , e la
matrice M(fU ; C; C) e̅ il blocco di Jordan J�;p.

Esempio 3.7. 1. Nell'esempio 2.4 sia BU che BW sono stringhe per

f . La prima e̅ una stringa di lunghezza 1 relativa all'autovalore 1,

mentre la seconda e̅ una stringa di lunghezza 3 relativa all'autova-

lore 0;

2. La base canonica di C4 e̅ una stringa per l'operatore f(x; y; z; t) =
(�x+ y; �y + z; �z + t; �t).

4. Il Teorema di Jordan per un operatore nilpotente

De�nizione 4.1. Un operatore f 2 EndV si dice nilpotente se esiste
un esponente p 2 N tale che f p = 0. Il minimo di tali esponenti si dice
indice di nilpotenza di f .

Esercizio 4.2. L'unico autovalore di un operatore nilpotente e̅ lo 0.
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Osservazione 4.3. Per un operatore nilpotente di indice p, si trova:

Kerf � Kerf 2 � � � � � Kerf p = V(1)

Esercizio 4.4. Tutte le inclusioni precedenti sono strette.

Esempio 4.5. 1. Gli unici blocchi di Jordan nilpotenti sono quelli

con l'autovalore nullo, cioe̅ i blocchi della forma J0;p. Inoltre

l'indice di nilpotenza di un blocco di Jordan del tipo J0;p e̅ pro-

prio p. Visualizziamo nel caso p = 4.

J0;4 =

0

BBB@

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

1

CCCA
; J20;4 =

0

BBB@

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1

CCCA
;

J30;4 =

0

BBB@

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

CCCA
; J40;4 =

0

BBB@

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

CCCA
:

Questo comportamento vale in generale. Cioe̅ la diagonale di "1"

di J0;p sale di una diagonale nella matrice J
2
0;p, e cio̅ accade ogni

volta che si esegue una nuova potenza, �nch�e non si arriva a Jp0;p,

che e̅ la prima potenza che annulla il blocco. Ne consegue che

l'indice di nilpotenza di una matrice diagonale a blocchi di Jor-

dan nilpotenti e̅ l'ordine massimo dei blocchi che appaiono nella

matrice.

2. Per esempio la matrice
0

BBBBBBBBBB@

0 1

0 0

0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

1

CCCCCCCCCCA

ha indice di nilpotenza p = 4.

De�nizione 4.6. Siano W � U � V sottospazi vettoriali di V .
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1. I vettori fu1; : : : ; ukg � U si dicono indipendenti modulo W

se sono indipendenti e se L(fu1; : : : ; ukg) \W = f0g:

�1u1 + � � �+ �kuk 2W () �1 = � � � = �k = 0:

2. I vettori fu1; : : : ; ukg � U si dicono una base di U modu-

lo W se, inoltre, U = L(fu1; : : : ; ukg) � W (in altri termini

L(fu1; : : : ; ukg) e W sono complementari in U).

Osservazione 4.7. Se i vettori fu1; : : : ; ukg � U sono una base di U

modulo W allora si otterra̅ una base di U aggiungendo ad essi una

qualunque base di W .

Lemma 4.8. Sia f un operatore nilpotente di indice p, se i vettori

fu1; : : : ; ukg � Kerf i (i ⋅ p) sono indipendenti modulo Kerf i�1 al-

lora i vettori ff(u1); : : : ; f(uk)g � Kerf i�1 sono indipendenti modulo
Kerf i�2.

Dimostrazione: Se u 2 Kerf i allora f i�1f(u) = f i(u) = 0, quindi
f(u) 2 Kerf i�1. Inoltre:

�1f(u1)+� � �+�kf(uk) 2 Kerf i�2 () f i�2(�1f(u1)+� � �+�kf(uk)) = 0

() f i�1(�1u1+� � �+�kuk) = 0 () �1u1+� � �+�kuk 2 Kerf i�1 ()

() �1 = � � � = �k = 0:

c.v.d.

Teorema 4.9. (Teorema di Jordan per un operatore nilpo-

tente) Sia f : V ! V un operatore nilpotente (di indice p) de�nito su

uno spazio vettoriale complesso V . Allora esiste una base B di V for-

mata da stringhe, detta base a stringhe, tale che la matrice rappresen-

tativa J =M(f ;B;B) e̅ una matrice diagonale a blocchi, con blocchi di
Jordan relativi all'autovalore nullo. Tale matrice si chiama la forma

canonica di Jordan di f . Essa e̅ unica a meno dell'ordine con cui

�gurano i blocchi. La molteplicita̅ geometrica dell'autovalore nullo e̅

uguale al numero dei blocchi che appaiono in J .

Dimostrazione: Poniamo

ni := dimKerf
i; qi = ni � ni�1; 1 ⋅ i ⋅ p (n0 = 0):

Vogliamo de�nire opportunamente delle basi fui1; : : : ; uiqig � Kerf i

di Kerf i modulo Kerf i�1. Procediamo per induzione decrescente a
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partire da V = Kerf p, scegliendo una base fup1; : : : ; upqpg � Kerf
p di

Kerf p modulo Kerfp�1. Tali vettori rappresenteranno i leaders delle

stringhe di lunghezza p.

De�niamo poi:

up�1k := f(upk) 2 Kerf
p�1; 1 ⋅ k ⋅ qp:

In virtu̅ del lemma 4.8, tali vettori sono indipendenti modulo Kerf p�2

e possono quindi essere completati ad una base fup�11 ; : : : ; up�1qp�1g �
Kerf p�1 diKerf p�1 moduloKerf p�2. I vettori \aggiunti"rappresente-

ranno i leaders delle stringhe di lunghezza p � 1 (e sono in numero
qp�1 � qp � 0).
Piu̅ in generale, avendo de�nito una base fui+11 ; : : : ; ui+1qi+1

g � Kerf i+1

di Kerf i+1 modulo Kerf i, poniamo:

uik := f(u
i+1
k ) 2 Kerf i; 1 ⋅ k ⋅ qi+1:

In virtu̅ del lemma 4.8, tali vettori sono indipendenti moduloKerf i�1 e

possono quindi essere completati ad una base fui1; : : : ; uiqig � Kerf
i di

Kerf i modulo Kerf i�1. I vettori \aggiunti"rappresenteranno i leaders

delle stringhe di lunghezza i (e sono in numero qi � qi+1 � 0).
Alla �ne del procedimento si otterra̅ una base di autovettori

fu11; : : : ; u1q1g � Kerf (si osservi che q1 = n1). Per l'osservazione 4.7,
l'unione fu21; : : : ; u2q2g[ fu

1
1; : : : ; u

1
q1
g rappresenta una base di Kerf2 e,

piu̅ in generale,

i[

k=1

fuk1; : : : ; ukqkg

rappresenta una base di Kerf i. I vettori

p[

k=1

fuk1; : : : ; ukqkg

rappresentano quindi una base a stringhe di Kerf p = V . c.v.d

Osservazione 4.10. Un operatore e̅ diagonalizzabile se e solo se tutti i

blocchi che appaiono nella forma canonica hanno ordine 1.
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Esercizio 4.11. Trovare una base a stringhe per le seguenti matrici

nilpotenti:

0

BBB@

0 1 �1 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

1

CCCA
;

0

BBBBB@

1 0 0 �1 0

1 0 0 �1 0

1 0 0 �1 0

0 1 0 �1 0

0 0 1 �1 0

1

CCCCCA
;

0

BBBBBBBB@

1 �1 0 1 0 �1
1 �1 0 1 0 �1
0 0 0 1 0 �1
0 0 0 1 0 �1
0 0 0 1 0 �1
0 0 0 0 1 �1

1

CCCCCCCCA

:

5. Il Teorema di Jordan sulla forma canonica

Sia f un operatore de�nito in V , � un autovalore di f e

V� = Ker(f � �id) l'autospazio corrispondente.
Come nell'esercizio 4.4, se

Ker(f � �id)i = Ker(f � �id)i+1

allora

Ker(f � �id)i+1 = Ker(f � �id)i+2:

De�nizione 5.1. Se n� e̅ il minimo tra gli esponenti i che veri�cano

Ker(f � �id)i = Ker(f � �id)i+1, allora il sottospazio:

eV� := Ker(f � �id)n� ;

si dice autospazio generalizzato associato all'autovalore �.

Avremo dunque una catena di inclusioni strette:

V� = Ker(f � �id) � Ker(f � �id)2 � � � � � Ker(f � �id)n� = eV�:
(2)

Osservazione 5.2. Per il teorema delle dimensioni, avremo anche la

seguente sequenza di inclusioni strette:

Im(f � �id) � Im(f � �id)2 � � � � � Im(f � �id)n� :(3)

Esercizio 5.3. Osservare che

f(f � �id)i = (f � �id)if; 8i 2 N:
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Lemma 5.4. I sottospazi = eV� e Im(f � �id)n� sono invarianti e
complementari:

V = eV� � Im(f � �id)n� :

Dimostrazione. Dimostriamo che sono invarianti:

v 2 Ker(f ��id)n� =) (f ��id)n�(f(v)) = f((f ��id)n�(v)) = 0 =)

=) f(v) 2 Ker(f � �id)n� ;
v 2 Im(f � �id)n� =) v = (f � �id)n�(u) =)

f(v) = f((f��id)n�(u)) = (f��id)n�(f(u)) =) f(v) 2 Im(f��id)n� :
Per concludere, ricordando il teorema delle dimensioni, e̅ su�ciente

dimostrare:
eV� \ Im(f � �id)n� = f0g:

Sia v 2 eV� \ Im(f � �id)n� : Poich�e v 2 Im(f � �id)n� , esiste u 2 V
tale che v = (f � �id)n�(u). Poich�e v 2 eV�,

0 = (f � �id)n�(v) = (f � �id)2n�(u);

quindi u 2 Ker(f��id)2n� = Ker(f��id)n� e v = (f��id)n�(u) = 0.
c.v.d.

Siamo in condizione di enunciare il il seguente Teorema, che e̅ il

risultato principale di questo capitolo.

Teorema 5.5. (Teorema di Jordan) Sia f : V ! V un operatore

lineare de�nito su uno spazio vettoriale complesso V . Allora esiste una

base B di V , formata da stringhe, e detta base a stringhe, tale che

la matrice rappresentativa J = M(f ;B;B) e̅ una matrice diagonale
a blocchi, con blocchi di Jordan. Tale matrice si chiama la forma

canonica di Jordan di f . Essa e̅ unica a meno dell'ordine con cui

�gurano i blocchi. Gli autovalori di f coincidono con gli autovalori dei

blocchi di J. Per ciascun autovalore � di f , g� e̅ uguale al numero dei

blocchi relativi a � che appaiono in J, mentre a� e̅ uguale alla somma

delle grandezze dei blocchi relativi a � che appaiono in J e coincide con

la dimensione dell'autospazio generalizzato eV�.

Dimostrazione. Per il lemma 5.4, la restrizione di f al sottospazio

invariante Im(f � �id)n� non ammette � come autovalore. Inoltre, se
u 2 V� e̅ un autovettore con autovalore �6= �, allora

(f � �id)(u) = (�� �)u
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e

(f � �id)n�(u) = (�� �)n�u6= 0;

quindi u62 eV�. Pertanto il polinomio caratteristico della restrizione

f
eV�
: eV� ! eV�

e̅ (�� x)a� e dimeV� = a�.
Poich�e inoltre f

eV�
� �id

eV�
e̅ nilpotente, l'esistenza di una base a

stringhe nel sottospazio eV� e̅ garantita dal teorema 4.9. L'unione delle
basi a stringhe per tutti i sottospazi generalizzati fornira̅ la base a

stringhe cercata. c.v.d

Osservazione 5.6. 1. Un operatore e̅ diagonalizzabile se e solo se

tutti i blocchi che appaiono nella forma canonica hanno grandezza

1.

2. L'intero n� de�nito in 5.1 e̅ al piu̅ uguale a a�, quindi

eV� = Ker(f � �id)a� :

Esempio 5.7. Supponiamo che f sia un operatore la cui matrice rap-

presentativa rispetto ad una certa base sia fatta cos̅�:
0

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 1

0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0 p
5 1 0

0
p
5 1

0 0
p
5 p

5 1

0
p
5 p

5

�4

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

Allora la base e̅ una base a stringhe. Gli autovalori di f sono 0;
p
5;�4,

e le rispettive molteplicita̅ sono: a0 = 9, g0 = 3, ap5 = 6, gp5 = 3,
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a�4 = 1, g�4 = 1. In�ne il polinomio caratteristico di f e' pf(x) =

�x9(x�
p
5)6(x+ 4).

Esercizio 5.8. Determinare una base a stringhe per i seguenti endo-

mor�smi:

1. in C3: f(x; y; z) = (�4x+ z;�2x� 3y + 2z;�x� 2z);
2. in C4: f(x; y; z; t) = (x+ y + z; t;�y; x+ z);
3. in C4: f(x; y; z; t) = (2z + t; 2y + z + t; 2z + t; 2t).

Osservazione 5.9. E' possibile determinare la forma canonica di Jordan

senza conoscere una base a stringhe. Infatti le dimensioni degli

autospazi generalizzati sono individuate dal polinomio caratteristico.

Inoltre, usando le notazioni del teorema 4.9 e riferendole ai singoli

autospazi generalizzati, ogni di�erenza qi � qi+1 rappresenta il numero
di stringhe di lunghezza i.

Esercizio 5.10. 1. Determinare la forma canonica di Jordan della

matrice

A =

0

BBB@

�2 1 0 0

�1 0 0 0

�1 1 �1 0

�1 1 0 �1

1

CCCA
;

senza ricercare una base a stringhe.

2. Sapendo che una matrice A 2 C10;10 ha indice di nilpotenza p = 4
e sapendo che A2 ha rango 3, calcolare le possibili forme canoniche

per A.

6. Teorema di Cayley-Hamilton

Una interessante conseguenza del Teorema di Jordan e̅ il famoso Teo-

rema di Cayley-Hamilton. Prima di enunciare tale teorema ci occorre

qualche nozione preliminare.

Innanzitutto �ssiamo un polinomio '(t) = a0 + a1t + � � � + ahth.
Assegnato un numero c 2 C possiamo valutare il polinomio in c. Si

ottiene un altro numero, che si indica con '(c). Ad esempio, se '(t) =

3 + t � 2t2 allora '(�2) = �7. In modo analogo possiamo valutare il
polinomio in una matrice quadrata A, ponendo

'(A) := a0I + a1A+ � � �+ ahAh:
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E, assegnato un operatore f : V ! V , possiamo de�nire

'(f) := a0idV + a1f + � � �+ ahfh

come quell'operatore '(f) : V ! V che al vettore u 2 V associa il

vettore

'(f)(u) = a0u+ a1f(u) + � � �+ ahfh(u):

Si osservi che se A e̅ una matrice che rappresenta f rispetto a qualche

base, allora '(A) rappresenta '(f) rispetto alla stessa base. Inoltre,

comunque si assegnino polinomi '(t) e £(t), una matrice A ed un op-

eratore f , valgono le seguenti proprieta̅ di calcolo:

('+ £)(A) = '(A) + £(A); (' � £)(A) = '(A) � £(A) = £(A) � '(A)

('+ £)(f) = '(f) + £(f); (' � £)(f) = '(f) � £(f) = £(f) � '(f):

Sia A =

£
a b

c d

!
una qualunque matrice 2� 2. Il polinomio carat-

teristico di A e̅:

pA(x) = det

£
a� x b

c d� x

!
= ad� bc� (a+ d)x+ x2:

Si trova:

pA(A) = (ad� bc) � I � (a+ d)A+A2 =

= (ad� bc) �
£
1 0

0 1

!
� (a+ d)

£
a b

c d

!
+

£
a b

c d

!2
=

=

£
ad� bc 0

0 ad� bc

!

�
£
a2 + ad ab+ db

ac+ dc ad+ d2

!

+

£
a2 + bc ab+ bd

ac+ dc bc+ d2

!

=

=

£
0 0

0 0

!
:

Piu̅ in generale, vale il seguente:

Teorema 6.1. (di Cayley-Hamilton) Sia f : V ! V un opera-

tore lineare de�nito su uno spazio vettoriale complesso V . Sia pf(x) il

polinomio caratteristico di f . Allora pf (f) e̅ l'operatore nullo.
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Dimostrazione. la dimostrazione si puo̅ vedere come una appli-

cazione del Teorema di Jordan. Piu̅ precisamente come una conseguenza

della decomposizione di V come somma dei suoi autospazi generaliz-

zati.

Siano �1; �2; : : : ; �k gli autovalori distinti di f , e

pf(X) = (�1)n(x� �1)a1 � (x� �2)a2 � � � � � (x� �k)ak

la corrispondente decomposizione di pf(x), dove ai = a�i. Conside-

riamo anche la decomposizione di V nella somma diretta dei suoi au-

tospazi generalizzati:

V = eV�1 � � � � � eV�k :

Sia u un qualunque vettore di V . Noi vogliamo provare che pf(f)(u) =

0. In virtu̅ della decomposizione in autospazi generalizzati, possiamo

scrivere

u = u1 + � � �+ uk
secondo opportuni (ed unici) vettori ui 2 eV�i. Poich�e pf (f)(u) =

pf(f)(u1) + � � � + pf(f)(uk) sara̅ su�ciente provare che pf(ui) = 0,

per ogni i = 1; : : : ; k.

Adesso, tenendo presente che eV�i = ker(f � �iid)ai , si ha:

pf(f)(ui) = (f � �1id)a1 � (f � �2id)a2 � � � � � (f � �kid)ak(ui)

=

£
Y

j6=i

(f � �jid)aj
!
� (f � �iid)ai(ui) = 0:

Cio̅ conclude la dimostrazione del Teorema di Cayley-Hamilton. c.v.d.



EQUAZIONI DIFFERENZIALI E SISTEMI LINEARI

1. L'integrale generale

In questo capitolo utilizzeremo la forma canonica di Jordan per stu-

diare alcuni tipi di equazioni di�erenziali. Un sistema lineare di

equazioni di�erenziali a coe�cienti costanti e̅ una scrittura del

tipo:

8
>>>>><

>>>>>:

_x1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + � � �+ a1nxn(t) + f1(t)
_x2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + � � �+ a2nxn(t) + f2(t)
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

_xn(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + � � �+ annxn(t) + fn(t)

dove: le aij rappresentano dei numeri reali, detti i coe�cienti del sis-

tema; le fi(t) : I ! R sono funzioni reali di una variabile reale t, dette
i termini noti del sistema (tali funzioni sono de�nite e continue

in un dato intervallo I, che generalmente sara̅ tutto R); le xi(t) sono
dette le incognite del sistema. Possiamo sempli�care la scrittura

precedente nel seguente modo. Poniamo f(t) := (f1(t); : : : ; fn(t))
t,

x(t) := (x1(t); : : : ; xn(t))
t, _x(t) := ( _x1(t); : : : ; _xn(t))

t, ed A := (aij).

Allora possiamo rappresentare un sistema lineare di equazioni dif-

ferenziali a coe�cienti costanti sotto la seguente forma:

_x(t) = Ax(t) + f(t):(1)

Si de�nisce soluzione del sistema di equazioni di�erenziali 1

una n-pla di funzioni reali y(t) := (y1(t); : : : ; yn(t))
t, yi(t) : I ! R,

de�nite in I ed ivi derivabili, tali che sostituendo le funzioni yi(t) ai

simboli xi(t), sia soddisfatto il sistema 1, cioe̅ per ogni t 2 I accade che
_y(t) = Ay(t)+f(t) (il \puntino"sta per \derivata rispetto alla variabile

t").

Esempio 1.1. La funzione vettoriale

y(t) := (
e3t

9
� t

3
� 1
9
;�1; 1)

1
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e̅ una soluzione del sistema:
8
>><

>>:

_x1(t) = 3x1(t) + t

_x2(t) = x2(t) + 1

_x3(t) = x2(t) + x3(t):

Fissato un istante t0 2 I (che generalmente sara̅ t0 = 0) ed un vettore
costante c 2 Rn, una scrittura del tipo

8
<

:
_x(t) = Ax(t) + f(t)

x(t0) = c
(2)

dicesi problema di Cauchy. Una soluzione di tale problema 2 e̅ una

soluzione y(t) del problema 1 che in piu̅ soddisfa la condizione iniziale

y(t0) = c. Vale il seguente importante teorema:

Teorema 1.2. (Teorema di esistenza ed unicita̅) Assegnato un

problema di Cauchy, esso ammette un'unica soluzione.

Esempio 1.3. 1. La funzione vettoriale y(t) := (e
3t

9
� t

3
� 1

9
;�1; 1)

e̅ l'unica soluzione del problema di Cauchy:
8
>>>>><

>>>>>:

_x1(t) = 3x1(t) + t

_x2(t) = x2(t) + 1

_x3(t) = x2(t) + x3(t)

x(0) = (0;�1; 1)t:

2. La funzione identicamente nulla y(t) � 0 e̅ l'unica soluzione del

problema di Cauchy:
8
<

:
_x(t) = Ax(t)

x(0) = 0:

Consideriamo nuovamente il sistema 1. L'equazione:

_x(t) = Ax(t)(3)

si dice equazione omogenea associata alla 1. Sia V l'insieme delle
soluzioni di 3, de�nite nell'intervallo I. Se y(t) e z(t) sono due soluzioni

di 3 e c e̅ uno scalare, allora y(t) + z(t) e cy(t) sono ancora soluzioni
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dell'equazione omogenea. In altre parole V ha una naturale struttura
di spazio vettoriale. Come conseguenza del Teorema di esistenza ed

unicita̅ possiamo provare che V ha dimensione n, dove n e̅ l'ordine della
matrice A. Infatti, consideriamo un vettore c 2 Rn e indichiamo con
yc(t) l'unica soluzione di 3 che soddisfa la condizione iniziale yc(0) = c.

Risulta pertanto ben de�nita l'applicazione:

£ : c 2 Rn ! yc(t) 2 V:

L'applicazione £ e̅ biiettiva e lineare. Ne risulta che V e̅ isomorfo ad Rn

e quindi V ha dimensione n. La funzione £ dicesi integrale generale
dell'equazione omogenea 3. Un altro modo di presentare l'integrale

generale e̅ il seguente. Detta fy1(t); : : : ; yn(t)g una base per V allora
ogni altra soluzione y(t) di (3) si scrive come combinazione lineare

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) + � � �+ cnyn(t); ci 2 R:(4)

Anche la scrittura 4 prende il nome di integrale generale di 3. Si

osservi che le funzioni yi(t) si possono ottenere risolvendo, per ogni

i = 1; : : : ; n, il problema di Cauchy
8
<

:
_x(t) = Ax(t)

x(0) = ei

dove ei denota l'i-esimo vettore canonico di Rn. Tale base, ottenuta in
corrispondenza della base canonica di Rn, sara̅ ancora chiamata base
canonica di V. Con la scelta della base canonica per V , la soluzione
y(t) che appare nella 4 assume all'istante iniziale proprio il valore c =

(c1; c2; : : : ; cn), cioe̅ y(0) coincide con il vettore delle coordinate di y(t)

rispetto alla base canonica di V .

Ritornando al problema 1, sia u(t) una qualunque soluzione di 1.

Esercizio 1.4. Provare che tutte e sole le soluzioni di 1 si ottengono

sommando a u(t) le soluzioni dell'equazione omogenea associata 3.

L'integrale generale del problema 1 assume la forma:

y(t) = u(t) + c1y1(t) + c2y2(t) + � � �+ cnyn(t); ci 2 R:(5)

In altre parole per determinare tutte e sole le soluzioni di 1 occorre

conoscerne almeno una, tutte le altre si ottengono sommando a questa
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le soluzioni dell'equazione omogenea associata 3. Come nel caso omo-

geneo, se si sceglie u(t) la soluzione che vale 0 all'istante iniziale e la

base canonica di V, allora, nell'integrale generale 5, y(0) coincide con
le coordinate di y(t)� u(t) rispetto alla base canonica di V.
Per risolvere esplicitamente l'equazione 1, cioe̅ per trovare l'integrale

generale, si possono usare due metodi: la forma canonica di Jordan,

oppure la Trasformata di Laplace. Cominceremo a vedere come si usa

la forma canonica.

2. Esponenziale e forma canonica

Ricordiamo la serie esponenziale di una matrice quadrata A:

eA :=
+1X

h=0

Ah

h!
:= I +

A

1!
+
A2

2!
+ � � �+ A

h

h!
+ : : : :

Vediamo come si calcola esplicitamente l'esponenziale, utilizzando la

forma canonica. Poiche̅ saremo interessati a matrici del tipo tA (cioe̅

a matrici moltiplicate per un parametro t), calcoleremo l'esponenziale

della matrice tA (che si riduce all'esponenziale di A per t = 1). In tale

contesto si usa mettere lo scalare t a destra, cioe̅ scriveremo At invece

di tA. Sia J la forma canonica di Jordan di A. Sappiamo allora che

esiste qualche matrice invertibile P tale che A = PJP�1. Quindi

eAt =

+1X

h=0

Ahth

h!
=

+1X

h=0

(PJP�1)hth

h!
= P

£
+1X

h=0

Jhth

h!

!
P�1 = PeJtP�1:

(6)

Tale formula ci mostra che per calcolare l'esponenziale di At e̅

su�ciente conoscere una base a stringhe per A (cioe̅ le colonne

della matrice P), e saper calcolare l'esponenziale di una ma-

trice del tipo Jt, dove J e̅ una matrice a blocchi di Jordan.

Nel capitolo precedente abbiamo imparato come si calcola P . Ci ri-

mane solo da vedere come si calcola eJt. Innanzitutto osserviamo che

se J1; : : : ; Jk sono i blocchi di Jordan di cui e̅ costituita J allora dalla
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stessa de�nizione di matrice esponenziale segue che:

eJt =

0

BBBBBBBB@

eJ1t 0 : : : 0

0 eJ2t : : : 0

: : : :

: : : :

: : : :

0 0 : : : eJkt

1

CCCCCCCCA

:(7)

In altre parole la matrice esponenziale eJt, con J matrice a bloc-

chi di Jordan, e̅ una matrice a blocchi, con blocchi dati dalle

matrici esponenziali dei blocchi di Jt. Quindi per calcolare eJt

ci si puo̅ ricondurre al caso in cui J sia un singolo blocco di Jordan.

Supponiamo allora che

J = �I +N

sia un blocco di Jordan di ordine p con autovalore �. Qui N rap-

presenta il blocco di Jordan relativo all'autovalore 0. Poich�e �I ed N

commutano, allora eJt = eI�teN . Poiche̅ eI�t e̅ la matrice diagonale con

e�t sulla diagonale principale, allora

eJt = e�teNt:

Quindi per calcolare eJt e̅ su�ciente saper calcolare eNt. Ma N e̅

nilpotente con indice di nilpotenza p, per cui

eNt = I +Nt+
N2t2

2!
+ � � �+ N

p�1tp�1

(p� 1)!
:

Questa matrice si calcola facilmente (si vedano gli esempi successivi),

e cio̅ conclude il calcolo esplicito della matrice esponenziale tramite la

forma canonica di Jordan.

Esempio 2.1. Facciamo degli esempi su come si calcola l'esponenziale

di un singolo blocco.

e

0

B

@

� 1

0 �

1

C

A

t

= e�t

£
1 t

0 1

!
=

£
e�t te�t

0 e�t

!
;

e

0

B

B

B

B

@

� 1 0

0 � 1

0 0 �

1

C

C

C

C

A

t

= e�t

0

B@
1 t t2

2

0 1 t

0 0 1

1

CA =

0

B@
e�t te�t t2

2
e�t

0 e�t te�t

0 0 e�t

1

CA ;
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e

0

B

B

B

B

B

B

B

@

� 1 0 0

0 � 1 0

0 0 � 1

0 0 0 �

1

C

C

C

C

C

C

C

A

t

= e�t

0

BBB@

1 t t2

2
t3

6

0 1 t t2

2

0 0 1 t

0 0 0 1

1

CCCA
=

0

BBB@

e�t te�t t2

2
e�t t3

6
e�t

0 e�t te�t t2

2
e�t

0 0 e�t te�t

0 0 0 e�t

1

CCCA
:

In generale, se J e̅ il blocco di Jordan di ordine p relativo all'autovalore

�, eJt e̅ quella matrice quadrata di ordine p che sulla diagonale

a1j ; a2;j+1; : : : ; ap�j+1;p ha tutte le entrate uguali a e
�t tj�1

(j�1)! .

Esempio 2.2. Calcoliamo l'esponenziale della matrice At, dove

A :=

0

B@
3 0 0

0 1 0

0 1 1

1

CA :

Una base a stringhe per A e̅ formata dai vettori

S := f(1; 0; 0); (0; 0; 1); (0; 1; 0)g. Quindi A = PJP�1, dove P e̅ la

matrice che ha per colonne i vettori di S, e J e̅ la matrice a blocchi di
Jordan:

J :=

0

B@
3 0 0

0 1 1

0 0 1

1

CA :

In base alle formule precedenti possiamo dire che:

eAt = PeJtP�1 =

0

B@
1 0 0

0 0 1

0 1 0

1

CA

0

B@
e3t 0 0

0 et tet

0 0 et

1

CA

0

B@
1 0 0

0 0 1

0 1 0

1

CA =

=

0

B@
e3t 0 0

0 et 0

0 tet et

1

CA :

3. Calcolo esplicito dell'integrale generale

Ritornando ai sistemi di equazioni di�erenziali, andiamo a vedere

come si applicano le considerazioni precedenti sull'esponenziale per il

calcolo esplicito dell'integrale generale. A tale proposito vale il seguente:
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Teorema 3.1. Il problema di Cauchy:
8
<

:
_x(t) = Ax(t)

x(0) = c

ammette come unica soluzione la funzione

y(t) = eAtc:

In particolare la base canonica per lo spazio delle soluzioni dell'equazione

omogenea _x(t) = Ax(t) e̅ data dalle colonne della matrice eAt. Inoltre

la soluzione particolare u(t) dell'equazione _x(t) = Ax(t) + f(t) soddis-

facente la condizione iniziale u(0) = 0 e̅ data dalla formula

u(t) =

Z t

0

eA(t�s) � f(s)ds:

La dimostrazione del teorema precedente e̅ immediata.

Vediamo con degli esempi come si applica questo teorema.

Esempio 3.2. Calcoliamo l'integrale generale dell'equazione
8
>><

>>:

_x1 = 3x1 + t

_x2 = x2 + 1

_x3 = x2 + x3;

cioe̅ dell'equazione

_x(t) =

0

B@
3 0 0

0 1 0

0 1 1

1

CA � x(t) +

0

B@
t

1

0

1

CA :

Dal Teorema 3.1 e dall'esempio precedente segue che l'integrale generale

dell'equazione omogenea associata e̅

y(t) = c1

0

B@
e3t

0

0

1

CA+ c2

0

B@
0

et

tet

1

CA+ c3

0

B@
0

0

et

1

CA :

Poi sappiamo anche che la soluzione particolare u(t) si puo̅ calcolare

nel seguente modo:

u(t) =

Z t

0

eA(t�s)�f(s)ds =
Z t

0

0

B@
e3(t�s) 0 0

0 et�s 0

0 (t� s)et�s et�s

1

CA�

0

B@
s

1

0

1

CA ds
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=

Z t

0

0

B@
se3(t�s)

et�s

(t� s)et�s

1

CA ds =

0

B@

R t
0
se3(t�s)dsR t
0
et�sdsR t

0
(t� s)et�sds

1

CA =

0

B@

e3t

9
� t

3
� 1

9

et � 1
1� et + tet

1

CA :

In conclusione l'integrale generale dell'equazione assegnata e̅

y(t) =

0

B@

e3t

9
� t

3
� 1

9

et � 1
1� et + tet

1

CA+ c1

0

B@
e3t

0

0

1

CA+ c2

0

B@
0

et

tet

1

CA+ c3

0

B@
0

0

et

1

CA :

Esempio 3.3. Risolviamo il seguente problema di Cauchy:
8
>><

>>:

_x1 = 3x1 + t

_x2 = x2 + 1

_x3 = x2 + x3;

8
>><

>>:

x1(0) = 1

x2(0) = 1

x3(0) = 1:

(8)

Nell'esempio precedente abbiamo calcolato l'integrale generale, es-

plicitato tramite la base canonica dell'equazione omogenea associata,

e la soluzione particolare u(t) con u(0) = 0. Sappiamo che in tal

caso la soluzione del problema di Cauchy assegnato si ottiene ponendo

nell'integrale generale (c1; c2; c3) = (1; 1; 1). Quindi il problema asseg-

nato ammette la soluzione

y(t) =

0

B@
x10
9
e3t � 1

3
t� 1

9

2et � 1
2tet + 1

1

CA :

Possiamo anche veri�care che il risultato e̅ esatto. Infatti y(0) =

(1; 1; 1)t, ed inoltre si ha:

_y(t) =

0

B@
_y1(t)

_y2(t)

_y3(t)

1

CA =

=

0

B@

10
3
e3t � 1

3

2et

2(t+ 1)et

1

CA =

0

B@
3 0 0

0 1 0

0 1 1

1

CA �

0

B@

10
9
e3t � 1

3
t� 1

9

2et � 1
2tet + 1

1

CA+

0

B@
t

1

0

1

CA ;

cioe̅ y(t) soddisfa la 8.

Esempio 3.4. Calcolare l'integrale generale del sistema:
8
<

:
_x = �4y
_y = x:
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Il polinomio caratteristico della matrice A del sistema e̅ t2 + 4 = (t �
2i)(t + 2i). Quindi A e̅ diagonalizzabile ed una base di autovettori

e̅ formata dai vettori (2i; 1), (2i;�1). Pertanto, tenuto conto delle

formule di Eulero, abbiamo:

eAt =
i

4

£
2i 2i

1 �1

!
�
£
e2ti 0

0 e�2ti

!
�
£
�1 �2i
�1 2i

!
=

=

£
cos 2t �2sen 2t
1
2
sen 2t cos 2t

!
:

Quindi l'integrale generale richiesto e̅:
£
x(t)

y(t)

!
= c1

£
cos 2t
1
2
sen 2t

!
+ c2

£
�2sen 2t
cos 2t

!
:

Esempio 3.5. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
8
<

:
_x = �4y
_y = x

8
<

:
x(0) = 1

y(0) = �1:

Possiamo mettere c1 = 1 e c2 = �1 nell'integrale generale calcolato
nell'esempio precedente. La soluzione cercata e̅:

£
x(t)

y(t)

!

=

£
cos 2t+ 2sen 2t
1
2
sen 2t� cos 2t

!

:

4. Cenni sull'uso della Trasformata di Laplace nella

risoluzione dei sistemi di equazioni differenziali

Per risolvere un problema di Cauchy si puo̅ anche utilizzare laTrasfor-

mata di Laplace. A tale proposito consideriamo il problema di

Cauchy: 8
<

:
_x(t) = Ax(t) + f(t)

x(0) = c:

Applicando ad entrambi i membri la trasformazione di Laplace L otte-
niamo:

sX(s)� c = AX(s) + F (s);

dove con X(s) e F (s) abbiamo denotato le trasformate di x(t) e di f(t).

Si deduce la seguente formula:

X(s) = (sI � A)�1(c+ F (s))
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che riconduce il calcolo della trasformata di Laplace della soluzione x(t)

che stiamo cercando ad un calcolo algebrico. Ad esempio, nel caso omo-

geneo (cioe̅ quando f(t) = 0) per conoscere X(s) e̅ su�ciente calcolare

la matrice inversa (sI�A)�1, che in generale si presenta come una ma-
trice con entrate funzioni razionali di s (cioe̅ rapporti di polinomi nella

variabile s). Una volta calcolata X(s), per conoscere la soluzione del

problema di Cauchy x(t) occorre calcolare l'antitrasformata di X(s):

x(t) = L�1 (X(s)) :

Chiaramente e̅ qui che si incontrano le maggiori di�colta̅ nei calcoli.

Esempio 4.1. Come esempio, riprendiamo il seguente problema di

Cauchy, che abbiamo gia̅ risolto utilizzando l'esponenziale di una ma-

trice, e vediamo come si risolve utilizzando la Trasformata di Laplace:
8
>><

>>:

_x1 = 3x1 + t

_x2 = x2 + 1

_x3 = x2 + x3;

8
>><

>>:

x1(0) = 1

x2(0) = 1

x3(0) = 1:

Abbiamo appena visto che

X(s) =

0

B@

0

B@
s 0 0

0 s 0

0 0 s

1

CA�

0

B@
3 0 0

0 1 0

0 1 1

1

CA

1

CA

�10

B@

0

B@
1

1

1

1

CA+ L

0

B@
t

1

0

1

CA

1

CA

=

0

B@
s� 3 0 0

0 s� 1 0

0 �1 s� 1

1

CA

�10

B@

0

B@
1

1

1

1

CA+

0

B@

1
s2

1
s

0

1

CA

1

CA =

0

B@

s2+1
s2(s�3)
s+1
s(s�1)
s2+1
s(s�1)2

1

CA :

Adesso per calcolare la soluzione cercata x(t) occorre antitrasformare

le entrate di X(s), cioe̅ occorre calcolare:

x(t) = L�1

0

B@

s2+1
s2(s�3)
s+1
s(s�1)
s2+1
s(s�1)2

1

CA =

0

BBB@

L�1
�

s2+1
s2(s�3)

�

L�1
�

s+1
s(s�1)

�

L�1
�

s2+1
s(s�1)2

�

1

CCCA
:

Sospendiamo momentaneamente lo svolgimento dell'esempio, che ripren-

deremo tra poco, per vedere come si calcola in generale l'antitrasformata

di una funzione razionale. Tale calcolo si basa sulle seguenti osser-

vazioni. Innanzitutto ricordiamo che e̅ nota l'antitrasformata di una
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funzione razionale "semplice", cioe̅ del tipo

1

(s� �)n+1
;

dove n e̅ un intero � 0 e � 2 R (una tale funzione e̅ detta anche fratto
semplice). Infatti si ha la seguente formula:

L�1
̅

1

(s� �)n+1

�
=
tn

n!
e�t:

L'altra osservazione consiste nella seguente proposizione che consente

di ricondurre una qualunque funzione razionale ad una somma di fratti

semplici.

Teorema 4.2. Siano P (s) e Q(s) polinomi non nulli. Supponiamo

che il grado di P (s) sia strettamente minore del grado di Q(s). Sia

Q(s) = c(s� �1)m1 � � � � � (s� �h)mh

la fattorizzazione di Q(s) in polinomi lineari. Allora esistonom1+m2+

� � �+mh costanti opportune a11; : : : ; a1m1; a21; : : : ; a2m2 ; : : : ; amh1; : : : ; amhmh

tali che valga la seguente uguaglianza:

P (s)

Q(s)
=

a11
s� �1

+
a12

(s� �1)2
+� � �+ a1m1

(s� �1)m1
+� � �+ amh1

s� �h
+� � �+ amhmh

(s� �h)mh
:

L'espressione precedente e̅ detta anche decomposizione in fratti

semplici di
P (s)
Q(s)

. Inoltre si osservi che l'ipotesi sui gradi di P (s) e Q(s)

e̅ sempre soddisfatta nel caso dei sistemi di equazioni di�erenziali, come

andremo ora a vedere.

Esempio 4.3. Infatti riprendiamo l'esempio precedente. Cominciamo

col calcolare

L�1
̅
s2 + 1

s2(s� 3)

�
:

Per fare cio̅ innanzitutto decomponiamo in fratti sempilci la frazione

assegnata, cioe̅ cerchiamo costanti A;B;C tali che

s2 + 1

s2(s� 3) =
A

s
+
B

s2
+

C

s� 3 :

Sommando le frazioni al secondo membro otteniamo:

s2 + 1

s2(s� 3) =
(A+ C)s2 + (B � 3A)s� 3B

s2(s� 3) :
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Le due frazioni hanno lo stesso denominatore. Quindi la loro uguaglianza

equivale all'uguaglianza dei rispettivi numeratori, cioe̅ al fatto che

s2 + 1 = (A+ C)s2 + (B � 3A)s� 3B:

Ricordando che due polinomi sono uguali se e solo se sono uguali

i rispettivi coe�cienti, l'uguaglianza precedente equivale alle seguenti

condizioni: 8
>><

>>:

A+ C = 1

�3A+B = 0
�3B = 1:

Questo sistema lineare consente di calcolare le costanti. Si trova cos̅�

che A = �1
9
, B = �1

3
e C = 10

9
. Quindi resta calcolata la decompo-

sizione in fratti semplici:

s2 + 1

s2(s� 3) =
�1=9
s

+
�1=3
s2

+
10=9

s� 3 :

Ora tenuto conto della linearita̅ dell'antitrsformata siamo in grado di

calcolare la prima componente x1(t) di x(t), che e̅:

x1(t) = L�1
̅
s2 + 1

s2(s� 3)

�
= L�1

̅
�1=9
s

+
�1=3
s2

+
10=9

s� 3

�

= �1
9
L�1

̅
1

s

�
� 1
3
L�1

̅
1

s2

�
+
10

9
L�1

̅
1

s� 3

�
= �1

9
� t

3
+
10

9
e3t:

In modo analogo si calcolano x2(t) ed x3(t), trovando:

x(t) =

0

B@

10
9
e3t � 1

3
t� 1

9

2et � 1
2tet + 1

1

CA ;

che e̅ la stessa soluzione che avevamo trovato in precedenza utilizzando

l'esponenziale di una matrice.


