LEZIONE N. 3 - Relazioni tra grandezze

SLIDE 1 – Grandezze e loro misura

Il termine grandezza ricorre continuamente nello studio delle discipline scientifiche, in particolare in fisica. 
Ad esempio, nello studio della caduta di un corpo pesante (grave), uno dei primi fenomeni esaminato da Galilei e che hanno dato origine alla Scienza Moderna, si prendono in esame 
-l’altezza dal suolo 
-il tempo di caduta al suolo
-la velocità con la quale il grave batte al suolo
-l’accelerazione durante il moto (g)
Tali elementi caratteristici del fenomeno “caduta di un grave” non sono altro che esempi di grandezze, in tal caso fisiche, ma ve ne sono in ogni disciplina scientifica.
Le grandezze si misurano, ciascuna di esse va confrontata con un campione della stessa specie (unità di misura) e da tale confronto ne risulta la “misura”.
Possiamo, quindi, dare una definizione generica di grandezza: 

“ciò che si può misurare”.

Per le grandezze fondamentali, come la lunghezza, la massa e il tempo, ogni tentativo di definirle incorrerà in una tautologia, mentre le grandezze derivate (velocità, accelerazione, forza, lavoro, …) saranno definite in funzione della loro dipendenza da quelle fondamentali.

Il confronto di due grandezze A e B è dato dal rapporto  delle rispettive misure a e b. 





SLIDE 2 - Grandezze omogenee e loro rapporto
Due grandezze si dicono omogenee se  hanno le stesse dimensioni, quindi
-si possono confrontare; 
- si possono sommare e la somma è una grandezza della stessa specie; 
-il loro rapporto espresso nelle stesse unità di misura ( cm e cm, metri e metri, kg e kg,…) è un numero puro (adimensionale).

Esempi di rapporti di grandezze omogenee.
a) Angelo pesa 75 kg e Bruno 60 kg. Il  rapporto dei loro pesi è 

    Angelo pesa 1,25 volte Bruno
b) 
La lunghezza dell’arco  è 21 cm, mentre il raggio della circonferenza cui appartiene è 12 cm. Il rapporto tra le due misure è 


L’arco è lungo 1,75 volte il raggio, oppure, che l’arco è 1,75 radianti.  

c) 
Il punto P della circonferenza di raggio 2 cm e centro nell’origine O  di un riferimento cartesiano ha ordinata 1,2 cm , determinare il rapporto tra l’ordinata di P e il raggio. Si ha: 

Tale rapporto, espresso da un numero puro, è il seno dell’arco  o, equivalentemente, dell’angolo α. 
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SLIDE 3 - Grandezze non omogenee e loro rapporto 
Due grandezze si dicono non omogenee se non sono della stessa specie, in tal caso 
-non si possono confrontare, 
-non si possono sommare,
-il loro rapporto è una grandezza derivata ed è funzione delle relative unità di misura. 

Esempi 
 
d) La popolazione della Campania è di circa sei milioni di abitanti, mentre la sua superficie è poco più di 13.000 km2 . La densità di popolazione della Campania è  



e) Un treno Frecciarossa percorre il tratto Napoli-Roma di circa 200 km in 55 minuti. Il rapporto tra le due grandezze, com’è noto, è la velocità media del treno




f) Il volume di un cilindro retto è 1236 dm3, il raggio di base è 24 cm, calcolare il rapporto tra il volume e l’area di base, si ha: 






SLIDE 4 - Grandezze commensurabili e grandezze incommensurabili


Date due grandezze omogenee A e B, le cui misure sono rispettivamente a e b , se il rapporto   è un numero intero n , allora si dice che A è multipla di B secondo il numero n . 


Se ciò non è, e però ammettono una sottomultipla comune, cioè, esiste una grandezza ad esse omogenea che è contenuta un numero intero p di volte in A e un numero intero q di volte in B, allora il loro rapporto è  .
In entrambi i casi le grandezze si dicono commensurabili e il loro rapporto è un numero razionale.






Esempio. Se il segmento  è  del segmento , allora esiste un segmento di lunghezza  x tale che  e .

Date due grandezze omogenee A e B, le cui misure sono rispettivamente a e b , se esse non ammettono una sottomultipla comune, cioè, non esiste, per quanto piccola, una grandezza ad esse omogenea, sottomultipla sia di A che di B secondo numeri interi, allora le due grandezze si dicono incommensurabili e il loro rapporto è un numero irrazionale.













SLIDE 5 - Esempi di grandezze incommensurabili
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                                  -la diagonale di un quadrato e il suo lato
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                                     -il lato e l’altezza di un triangolo equilatero
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-un segmento AC e la sua parte aurea AB, 




SLIDE 6 - Grandezze direttamente proporzionali
Due grandezze variabili, genericamente indicate con x e y, si dicono direttamente proporzionali se al variare dell’una, l’altra varierà nella stessa misura.
In altri termini, al raddoppiare, triplicare, quadruplicare,... dell’una, anche l’altra raddoppia, triplica, quadruplica,… oppure…., se l’una si riduce alla metà, a un terzo, a un quarto,… anche l’altra si riduce alla metà, a un terzo, a un quarto,…Tutto ciò si indica dicendo che il loro rapporto è costante.
In formula


Dalla figura sottostante si evince che il rapporto tra le ordinate dei punti appartenenti alla retta e le rispettive ascisse è costante




La costante k prende il nome di coefficiente di proporzionalità diretta
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)                                                                                   Grafico della legge di proporzionalità diretta:
                                                                                   è una retta passante per l’origine degli assi.
                                                                                   k è il coefficiente angolare o pendenza della retta.










SLIDE 7 - Esempi di grandezze direttamente proporzionali

c = 2πr       lunghezza della circonferenza c  e raggio r


v = a∙t        velocità v e tempo t   (a = cost.) 


F = m∙a      forza F e accelerazione a  (m= cost.)


p = ρ∙g∙h    pressione p e profondità h  (ρ e g costanti)    


Ep= m∙g∙h  energia potenziale gravitazionale Ep e altezza dal suolo h
                                (m e g costanti)


 temperatura assoluta e volume di un gas perfetto
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SLIDE 8 - Legge di dipendenza lineare

Una grandezza y dipende linearmente da una grandezza x se la loro relazione è del tipo




 Equazione di una retta non passante per l’origine   


In tal caso è costante non il rapporto tra l’ordinata e l’ascissa di ogni punto della retta ma il rapporto  tra la differenza delle ordinate e quella delle ascisse di due suoi qualsiasi punti A e B → 
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SLIDE 9 - Esempi di grandezze linearmente dipendenti


a) La lunghezza  di un’asta metallica dipende linearmente dalla variazione di temperatura , secondo la legge 






Attenzione: se raddoppia non raddoppia ! Però, se la legge suddetta si scrivesse nella forma  allora sarebbe una legge di proporzionalità diretta, in tal caso, la variazione di lunghezza dell’asta è direttamente proporzionale alla temperatura. 


b) Il volume V di un gas perfetto, a pressione costante, dipende linearmente dalla temperatura t (Legge di Gay-Lussac)  
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Utilizzando, però, la temperatura assoluta T, diventa legge di proporzionalità diretta   

 Legge di Charles




SLIDE 10 - Criterio generale di proporzionalità 
 Le grandezze di due insiemi in corrispondenza biunivoca tra loro sono direttamente proporzionali se e solo se 
-a grandezze uguali del primo insieme corrispondono grandezze uguali del secondo,
-alla somma di due o più grandezze qualsiasi del primo insieme corrisponde la somma delle grandezze corrispondenti del secondo insieme.
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In riferimento alla figura, illustrativa del teorema di Talete, le grandezze dei due insiemi sono i segmenti intercettati rispettivamente su t1, cioè



e i corrispondenti


 

intercettati dalle stesse parallele su t2 ..



Se, ad es., è, allora sarà  e, ancora, ad esempio, a 



 corrisponde 



SLIDE 11 - Grandezze inversamente proporzionali

Due grandezze variabili, genericamente indicate con x e y, si dicono inversamente proporzionali se al variare dell’una, l’altra varierà nella misura inversa.
In altri termini, al raddoppiare, triplicare, quadruplicare,... dell’una, l’altra si ridurrà alla metà, a un terzo, a un quarto,…
oppure
Se l’una si riduce alla metà, a un terzo, a un quarto,… l’altra raddoppierà, triplicherà, quadruplicherà,… 
Tutto ciò si indica dicendo che il loro prodotto è costante, in formula


Com’è noto, il grafico  di questa legge matematica, in un riferimento cartesiano è quello di un’iperbole equilatera riferita ai propri asintoti (Figura)
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SLIDE 12 - Esempi di grandezze inversamente proporzionali
Esempio 1 (Vedi Lezione 3)

Numero di operai per eseguire un determinato lavoro e numero dei giorni lavorativi per eseguire lo stesso lavoro sono grandezze inversamente proporzionali.

Esempio 2 (Vedi Lezione 3)

Volendo travasare una certa quantità di vino in contenitori di data capacità (es. bottiglie da tre quarti di litro) oppure, in alternativa, in altri di diversa capacità ( es. damigiane da 4,5 litri), il numero di contenitori e le rispettive capacità sono grandezze inversamente proporzionali.


Esempio 3   . 

La pressione di un gas e il volume occupato dal gas, a temperatura costante, sono grandezze inversamente proporzionali.
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                                                                     Presi due punti A1(V1,p1) e A2(V2, p2) sulla curva (isoterma), 
                                                                   si ha la seguente relazione p1∙V1=p2∙V2.


                                                                   Se, ad esempio,  è    allora risulta  








Esempio 4 -  Relazione tra frequenza e periodo 
In un moto periodico, la frequenza f è inversamente proporzionale al periodo T. Ad esempio, se la frequenza cardiaca (battiti al minuto) aumentasse da 72 a 90, allora la durata di un battito si ridurrebbe da 0,83 a 0,67 secondi. 

SLIDE 13 – Altri esempi di grandezze inversamente proporzionali
Esempio 5  -  Relazione tra frequenza e lunghezza d’onda

.
La frequenza e la lunghezza delle onde elettromagnetiche sono grandezze inversamente proporzionali. Aumentando la frequenza delle onde la loro lunghezza diminuisce nella misura inversa.

[image: http://i1.ytimg.com/vi/18bBJeuXVMw/hqdefault.jpg]


Esempio 6  - Accelerazione centripeta e raggio di curvatura 


L’accelerazione centripeta è inversamente proporzionale al raggio di curvatura della traiettoria. Le curve stradali sono tanto più pericolose ad una determinata velocità quanto minore è il loro raggio di curvatura. 


SLIDE 14 - Legge di proporzionalità quadratica

Date due grandezze variabili, genericamente indicate con x e y, si dice y è  direttamente proporzionale al quadrato di x se al variare di quest’ultima la prima varia nella misura del quadrato.
In altri termini, al raddoppiare, triplicare, quadruplicare,... della variabile x, la variabile dipendente y diventerà quattro, nove, sedici,…volte più grande,
oppure

se x si riduce alla metà, a un terzo, a un quarto,… allora y si ridurrà a un quarto, un nono, un sedicesimo,…

Tutto ciò si indica scrivendo in formula 

Il grafico  di questa legge matematica, in un riferimento cartesiano è la semiparabola in figura 
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SLIDE 15 - Esempi di proporzionalità quadratica
Esempio 1 – L’area di un quadrato è direttamente proporzionale al quadrato del suo lato. Ad esempio, quadruplicando la misura del suo lato, l’area di un quadrato diventa 16 volte maggiore. 
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Posto  il lato del quadrato piccolo EFGH e 4 quello del grande ABCD, le due aree sono 2 e 162 rispettivamente. 

Esempio 2 – Analogamente all’esempio precedente, l’area di un cerchio è direttamente proporzionale al quadrato del suo raggio. 
Quindi, ad esempio, volendo verniciare una botola circolare di raggio doppio di un’altra occorrerà il quadruplo della vernice utilizzata per questa.

Esempio 3 - Attenzione alle curve stradali

 L’accelerazione centripeta  in una curva stradale di determinato raggio è direttamente proporzionale al quadrato della velocità. 

Pertanto, se con un’automobile si affronta una curva a velocità doppia di quella indicata dalla segnaletica stradale, allora l’accelerazione centripeta quadruplicherà: ciò provocherà non solo una minore presa degli pneumatici sull’asfalto, per l’aumento della forza centrifuga, ma costringerà il guidatore a una maggiore rapidità di azione del volante per mantenersi nella corsia di percorrenza, riducendosi notevolmente in tal modo la sicurezza del moto.



SLIDE 16 - Legge dell’inverso del quadrato 

Date due grandezze variabili, genericamente indicate con x e y, si dice che y è  inversamente proporzionale al quadrato di x se al variare di quest’ultima la prima varia nella misura dell’inverso del quadrato.
In altri termini, al raddoppiare, triplicare, quadruplicare,... della variabile x, la variabile dipendente y si ridurrà a un quarto, un nono, un sedicesimo,.…; oppure, se x si riduce alla metà, a un terzo, a un quarto,… allora y diventerà quattro, nove, sedici,… volte più grande.
In formula si ha



Esempio - Legge della gravitazione universale (Newton)


  ,     

La forza attrattiva tra due masse puntiformi m1 e m2   (la puntiformità è un concetto relativo alla distanza tra le masse di due corpi; in ogni caso, per corpi sferici, si considera la distanza tra i relativi centri) è inversamente  proporzionale al quadrato della loro distanza.  
Ad esempio, se la distanza  Terra-Luna fosse il doppio di quella attuale la reciproca forza attrattiva sarebbe un quarto di quella agente oggi.

Analoghe considerazioni valgono per la forza di Coulomb interagente tra due cariche elettriche puntiformi.

Nota – Perché la forza gravitazionale sia efficace, atteso il basso valore della costante G, le masse in gioco devono essere molto grandi, come quelle dei corpi celesti.   






SLIDE 17 - Legge di proporzionalità diretta della radice quadrata



Il grafico  di questa legge matematica, in un riferimento cartesiano è quello di una semiparabola ad asse orizzontale, come in figura 
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Esempio - Velocità di un grave in caduta libera all’impatto col suolo



In tal caso, la velocità v d’impatto è direttamente proporzionale alla radice quadrata dell’altezza h dal suolo.

Se h raddoppia la velocità sarà v 

Se h triplica la velocità sarà v
Se h quadruplica la velocità 2v
---------------------------------------
In tabella g=10 m/s2
	h in metri
	v in m/s
	velocità

	10
	14,1
	v

	20
	20.0
	


	30
	24,5
	


	40
	28,3
	2v

	-
	-
	-



SLIDE 18 - Periodo del pendolo




Il periodo T di un pendolo in un campo gravitazionale g è direttamente proporzionale alla radice quadrata della sua lunghezza L.
Ragionando in modo analogo all’esempio precedente, se a una lunghezza L corrisponde il periodo T allora

a 2L  corrisponde T

a 3L corrisponde T
a 4L  corrisponde 2T

a L/2 corrisponde T

a L/3 corrisponde  T

[bookmark: _GoBack]Proporzionalità inversa della radice quadrata

Riprendiamo l’esempio del pendolo.

Sulla Luna l’accelerazione di gravità è circa un sesto di quella terrestre, quanto vale, in tal caso, il periodo T ? 


 

Le oscillazioni di un pendolo di data lunghezza L sulla Luna sono decisamente più lente che sulla Terra!
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