LEZIONE N. 4 - Calcolo proporzionale

SLIDE 1 - Definizione di proporzione

Nella lezione precedente è stato introdotto il concetto di rapporto di due grandezze A e B omogenee quale misura dell’una rispetto all’altra.

Ora, stabiliremo relazioni di uguaglianza tra due o più rapporti al fine di risolvere una vasta categoria di problemi che gli studenti incontrano già nei primi anni della scuola media secondaria di primo grado.

Quattro grandezze, nell’ordine A, B, C, D, a due a due omogenee, si dicono in proporzione, o che formano una proporzione, se il rapporto delle prime due è uguale al rapporto delle seconde due. 
Dette a, b, c, d, le rispettive misure, la proporzione viene indicata in una delle due seguenti forme


e si legge “ a sta a b come c sta a d ” . Gli elementi costituenti la proporzione, a, b, c e d, si dicono termini della proporzione,  a e d  sono gli estremi, b e c i  medi. 

Inoltre, a e c sono gli antecedenti,  b e d  i conseguenti, questi ultimi entrambi non nulli.

Dati i primi tre termini di una proporzione il quarto è univocamente determinato e si definisce, appunto, quarto proporzionale.

Una proporzione i cui termini medi sono uguali si dice continua 




In tal caso, i termine b e c si definiscono rispettivamente medio proporzionale e terzo proporzionale.



SLIDE 2  - Proprietà fondamentale delle proporzioni

In una proporzione il prodotto dei medi è uguale al prodotto degli estremi.


,

Tale proprietà consente di determinare un elemento incognito della proporzione, noti gli altri tre, pertanto risulta 




Se la proporzione è continua, cioè  ,  allora  



Esempio 1.  In un triangolo rettangolo un cateto è medio proporzionale tra la sua proiezione sull’ipotenusa e l’ipotenusa stessa. (1° teorema di Euclide); inoltre, l’altezza h relativa all’ipotenusa c è media proporzionale tra le proiezioni dei due cateti a' e b' sull’ipotenusa (2° teorema di Euclide). 
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In riferimento alla figura, si hanno le seguenti proporzioni continue




SLIDE 3  - Proprietà del comporre 

In una proporzione la somma dei primi due termini sta al primo (o al secondo), come la somma del terzo e quarto sta al terzo (o al quarto). In formula si ha


oppure


Esempio 2. Un’ istituzione filantropica bandisce un concorso letterario e dispone della somma di 12000 euro da dividere tra il primo e il secondo classificato nel rapporto di 5 a 3. Quanto spetterà a ciascuno dei due vincitori? 

Soluzione 1. Dette x e y le somme spettanti al 1° e al 2° classificato, si ha la seguente proporzione


da cui


    

Soluzione 2. In genere, se due grandezze sono direttamente proporzionali a due numeri m ed n, conviene indicarle mx ed nx. In questo caso, le due grandezze sono 5x e 3x, si ha 

5x + 3x = 12000   da cui  x = 1500 euro

Pertanto, il primo classificato riceverà 1500∙5 = 7500 euro , il secondo 1500∙3 = 4500 euro.

Soluzione 3. La somma in palio può essere ripartita in 8 quote, 5 spettanti al primo e tre al secondo classificato. Una quota è 12000:8=1500 euro. Pertanto, il primo classificato riceverà 1500∙5 = 7500 euro , il secondo 1500∙3 = 4500 euro.



SLIDE 4  - Proprietà del permutare e proprietà dell'invertire

Proprietà del permutare

Scambiando fra loro i medi oppure gli estremi di una proporzione si ottiene ancora una proporzione.



e



Proprietà dell'invertire

Se in una proporzione si scambia ogni antecedente con il proprio conseguente si ottiene ancora una proporzione.




Le proprietà suddette sono utile per sistemare i termini di una proporzione al fine di poterne sfruttare le proprietà.

Ad esempio, in una proporzione i cui antecedenti sono minori dei rispettivi conseguenti, per poter applicare ad essa la proprietà dello scomporre è necessario preventivamente applicare la proprietà dell’invertire, come nel caso seguente


 Applicando lo scomponendo, risulterebbe


Ove -6 è valore estraneo al contesto del problema, pertanto è necessario prima dello scomporre invertire i termini della proporzione, cioè







SLIDE 5  - Proprietà dello scomporre

In una proporzione la differenza fra il primo termine e il secondo sta al primo (o al secondo), come la differenza fra il terzo e il quarto sta al terzo (o al quarto). In formula si ha


oppure


Nota. Nelle ultime due relazioni deve essere a > b e c > d

Esempio 3. Calcolare le dimensioni di un rettangolo sapendo sono in rapporto di 3 a 4 e che la loro differenza è 18 cm.
 (
D
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Soluzione 1. Indicate le dimensioni  e  rispettivamente con x e y, si ha la seguente proporzione









Soluzione 2. Indicando le due dimensioni  e  con 3x e 4x, si ha



Le due dimensioni, pertanto,  sono




SLIDE 6 – Problemi di ripartizione diretta o inversa


Una grandezza può essere ripartita in misura direttamente o inversamente proporzionale a due o più numeri dati.

Esempi di ripartizione diretta

Esempio 4. Un papà stanzia la somma di 80 euro per la paghetta settimanale dei suoi figli da ripartirsi in misura proporzionale alla loro età,  15, 13 e 12 anni. Quanto spetterà a ciascuno di loro?  

Soluzione. Si tratta di estendere la proprietà del comporre a tre casi anziché due (vedi Esempio 2).
Indicate le tre paghette con 15x, 13x e 12x, si ha




Pertanto le paghette ammonteranno rispettivamente a 30, 26 e 24 euro

Esempio 5. Aldo, Bruno e Carlo giocano in società al superenalotto partecipando con quote diverse: Aldo il triplo di Bruno, Carlo la metà di Aldo. Per un colpo di fortuna vincono la somma di 66000 euro. Quanto spetterà ad ognuno di essi?

Soluzione. Se si indica con x la somma spettante a Bruno, quella di Aldo sarà 3x e Carlo la metà di 3x. Volendo evitare frazioni di x, le quote si possono tutte raddoppiare, quindi Bruno avrà 2x, Aldo 6x, e Carlo 3x.

Dall’equazione  2x + 6x +3x = 66000  si ottiene  x = 6000. 

Pertanto, in euro, Aldo incasserà 36000, Bruno 12000 e Carlo 18000.






SLIDE 7 - Ripartizione inversa

Esempio 6. In una gara, il cui montepremi è 6000 euro,  i concorrenti vengono premiati in ragione inversa al numero di penalità accumulate. I primi tre classificati hanno riportato rispettivamente 2, 3, e 5 penalità. Quale sarà l’entità del premio assegnato a ciascuno di essi? 

Soluzione. Il problema si traduce nella proporzione


Applicando la proprietà del comporre, si ha



Sostituendo nelle tre proporzioni 6000 al primo termine e  al terzo, calcoliamo i tre premi




SLIDE 8 - Problemi del tre semplice 

Sotto questo nome vengono contemplati quei problemi in cui due grandezze, in relazione di proporzionalità diretta o inversa, variano tra due dati valori iniziali a e b e due valori rispettivi finali a' e b'. Essi si traducono in una proporzione con un termine incognito del tipo




che si risolvono applicando la proprietà fondamentale.

A seconda del tipo di proporzionalità fra le due grandezze parleremo di tre semplice diretto o tre semplice inverso. 


Esempio 7. In un’azienda per la produzione di latte bufalino si spendono 480 euro alla settimana per foraggiare i 32 capi di bestiame in allevamento. Quanto si spenderebbe se venissero acquistati altri 5 capi ?

Soluzione. Il costo del foraggiamento settimanale aumenta in misura diretta del numero dei capi di bestiame, quindi, dalla seguente tabella   

	
	costo del foraggio
	capi di bestiame
	

	↓
	480
	32
	↓

	
	x
	37
	



uguagliando i rapporti in colonna nel senso delle frecce laterali si ottiene la seguente proporzione









SLIDE 9  - Altro esempio di problema del tre semplice diretto. 

Esempio 8. Una società di navigazione programma crociere da sette giorni e per ognuna di esse la nave imbarca 500 tonnellate di acqua dolce per il fabbisogno dei suoi 1200 passeggeri.
L’anno successivo vengono programmate crociere da 11 giorni ciascuna. Quante tonnellate d’acqua dovranno essere imbarcate, in tal caso, per ogni crociera? 

Soluzione. Le grandezze variabili sono la quantità d’acqua misurata in tonnellate e la durata di una crociera misurata in giorni. Il numero dei passeggeri, 1200, è costante e, pertanto, non entrerà nella risoluzione del problema. 
È un problema del tre semplice diretto e, quindi, seguendo lo schema dell’esempio precedente, si ha la tabella seguente

	
	tonnellate di acqua
	durata della crociera
	

	↓
	500
	7
	↓

	
	x
	11
	



dalla quale, tenendo conto della concordanza di verso delle freccette  laterali si ottiene la proporzione




La nave dovrà imbarcare per ogni crociera di 11 giorni circa 786 tonnellate d’acqua.









SLIDE 10  - Problemi del tre semplice inverso.

Esempio 9. Un importante produttore di vino decide di commercializzare il vino dell’annata utilizzando nuovi contenitori di cartone, adeguatamente trattati, da 1,2 litri anziché le previste 1920 bottiglie di vetro  da 750 ml. 
Quanti contenitori di cartone occorreranno per il travaso?  

Soluzione. In questo caso, il numero di recipienti e la loro capacità sono grandezze inversamente proporzionali, come si evince dal verso delle freccette laterali della seguente tabella    

	
	n° dei recipienti 
	capacità in ml
	

	↑
	1920
	750
	↓

	
	x
	1200
	



Si ha, quindi, la proporzione



Occorreranno 1200 contenitori da 1,2 litri.

Esempio 10. Per eseguire dei lavori stradali il capocantiere calcola che una squadra di 12 operai impiegherebbe 6 giornate lavorative, quanti operai occorrerebbero per portare a termine i lavori in 4 giorni? 

Soluzione. Anche in questo caso si hanno grandezze inversamente proporzionali, il numero di operai e le giornate lavorative. Dalla tabella    

	
	giornate lavorative 
	numero di operai
	

	↑
	6
	12
	↓

	
	4
	X
	



si deduce la proporzione




SLIDE 11  - Problemi del tre composto

Si dicono problemi del tre composto quelli in cui compaiono almeno tre grandezze in proporzione a due a due tra di loro; la proporzionalità può essere diretta o inversa.

[bookmark: _GoBack]Esempio 11. In un’azienda 16 operai lavorando 8 ore al giorno per 15 giorni producono 15.000 pezzi di manufatto. Quanti giorni occorrerebbero per produrre 27.000 pezzi se venissero assunti altri 2 operai ma riducendo di 2 ore la giornata lavorativa?

Soluzione. Dopo aver sistemato i dati come in tabella

	I
	II
	III
	IV

	n° di operai
	ore al giorno 
	giornate lavorative
	pezzi prodotti

	16
	8
	15
	15000

	18
	6
	x
	27000



si scrive l’equazione risolvente il problema seguendo questa regola pratica:

al primo membro scriveremo il rapporto contenente l’incognita, in questo caso il rapporto III, quello tra le giornate lavorative, cioè ;
al secondo membro il prodotto dei rimanenti rapporti con il criterio che ora verrà illustrato
Le grandezze delle colonne III e I sono inversamente proporzionali e, quindi, i rapporti hanno senso contrario;
Le grandezze delle colonne III e II sono inversamente proporzionali e, quindi, i rapporti hanno senso contrario;
Le grandezze delle colonne III e IV sono direttamente proporzionali e, quindi, i rapporti hanno lo stesso senso.
Tenendo conto di quanto detto, si ha




 


 SLIDE 12  - Cambio valute

I problemi inerenti al cambio delle valute si possono risolvere con il calcolo proporzionale.
Esempio 12. Le quotazioni delle valute relative al 4 ottobre 2013 si sono attestate sui seguenti valori riferiti a 1 euro (€)
Dollaro Usa ($) 1,3593
Sterlina Inglese (£) 0,8469
Yen Giapponese (¥)132,0300
1-quanti dollari valgono 2400 euro ?
2-quanti euro valgono 10000 yen 
3-quante sterline valgono 4500 dollari
Soluzioni
1) 1 € : 1,3593 $ = 2400 € : x $  da cui x = 3262,3200 $
         Oppure, direttamente  dollari  = 2400∙1,3593 = 3262,3200
2) 1 € : 132,0300 Y  = x € : 10000 Y  da cui x = 75,7403 €

3) Non conoscendo il cambio diretto sterlina-dollaro, si considerano le due proporzioni 

1 € : Euro = 1,3593 $ : Dollari   e   1 € : Euro = 0,8469 £ : Sterline

Poiché i primi due rapporti sono uguali, per la proprietà transitiva lo saranno anche i secondi due rapporti, pertanto
         1,3593 $ : Dollari = 0,8469 £ : Sterline , sostituendo 4500 a Dollari, si ha  1,3593 $ : 4500 = 0,8469 £ : Sterline , da cui
Sterline  = 2803,6857

SLIDE 13  - Esempi di proporzionalità in geometria

Esempio 13. L’area del cerchio c è 9/16 dell’area del cerchio  C. Calcolare il rapporto dei rispettivi raggi r ed R.



Generalizzando, 
le aree dei cerchi sono proporzionali ai quadrati dei rispettivi raggi. 
Pertanto, se di un cerchio raddoppiamo, triplichiamo, quadruplichiamo,… il raggio allora l’area del cerchio diventerà quattro, nove, sedici..…. volte più grande.

Esempio 14. Il volume della sfera s è 27/64 del volume della sfera S.
Calcolare il rapporto dei rispettivi raggi r ed R.




Generalizzando, 
i volumi delle sfere  sono proporzionali ai cubi dei rispettivi raggi. 
Pertanto, se di una sfera raddoppiamo, triplichiamo, quadruplichiamo,… il raggio allora il volume del cerchio diventerà 8, 27, 64..…. volte più grande.




SLIDE 14  - Esempi di proporzionalità in geometria

Esempio 15. L’altare di Apollo
Nel 424 a. C. scoppiò una terribile pestilenza in Atene nel corso della quale, oltre al grande Pericle, morì gran parte della popolazione. Credendo in un castigo divino, gli ateniesi si recarono presso il tempio dedicato ad Apollo, nell’isola di Delo, per interrogare l’oracolo: il responso fu che il dio era adirato per il fatto che l’altare cubico del suo tempio fosse piccolo  e che dovesse essere raddoppiato.
Gli ateniesi, per ingraziarsi il dio, costruirono un altare cubico dallo spigolo doppio credendo, in tal modo, di raddoppiarne il volume, ma così non era, infatti:

il  volume V del vecchio altare, detta L la misura dello spigolo, era 

V = L3

mentre il volume V' del nuovo altare, di spigolo 2L era

V' = 8L3 = 8V

Quindi, l’altare nuovo risultava essere otto volte più grande del precedente e, non il doppio!

Generalizzando, i volumi degli esaedri regolari (cubi) sono proporzionali ai cubi dei rispettivi spigoli.

Tale aneddoto è inserito nella storia della matematica come “problema della radice cubica”.
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