LEZIONE N. 8 - Calcolo delle probabilità

SLIDE 1 - Introduzione

Per l’illustrazione di questa materia spesso si ricorre al lancio di una moneta o di un dado, al gioco delle carte ed altro, premettendo che gli oggetti e gli atti sperimentali siano regolari; ma, com’è noto, il Calcolo delle Probabilità (CdP) trova una vasta gamma di applicazioni in tanti campi, tra questi la Medicina  e la Biologia.
Considerando le finalità di questo corso di lezioni e i contenuti relativi al CdP presenti nelle prove che gli  studenti destinatari si apprestano ad affrontare, la trattazione si limiterà all’interpretazione classica di probabilità e sulla formulazione di questa saranno proposti esempi guida.

L’esito di un atto sperimentale, come il lancio di una moneta o di un dado, o di una prova qualsiasi affetta o no da incertezza, viene definito evento.

Oggetto del CdP è misurare il verificarsi di un evento particolare (o favorevole) tra una totalità di eventi possibili

Definizione classica di probabilità e relativo intervallo di variazione.

La probabilità p(e) di un evento e, ossia in che misura è possibile che un evento accada o meno, è il rapporto tra il numero dei casi favorevoli (nf) ed il numero finito dei casi possibili (np), supposti tutti equiprobabili, cioè ugualmente possibili: 


Se nf = 0 , impossibilità che accada l’evento favorevole, allora p(e) = 0
Se nf = np, certezza che accada l’evento favorevole, allora p(e) = 1
Pertanto, si possono stabilire i valori limiti di probabilità come di seguito







SLIDE 2 - Esempi di applicazione della definizione

Esempio 1. Calcolare la probabilità p di estrarre una carta di picche da  un mazzo di 52 carte da poker .

Soluzione
Le carte di uno stesso seme, in tal caso picche, sono 13 e questi sono i casi favorevoli sui 52 possibili. Pertanto, applicando la (1) si ha




Esempio 2. Calcolare la probabilità che lanciando due dadi la somma dei numeri sia 4.

Soluzione
Nel lancio di due dadi, la somma dei numeri è quattro nei seguenti casi 
primo dado                                secondo dado 
1                                       3
2                                       2
3                                       1
Quindi i casi favorevoli sono 3 su un totale di 36 casi possibili, pertanto la probabilità è



Nota. Come si evince dalle soluzioni proposte, la probabilità si può esprimere come rapporto oppure come numero decimale oppure come percentuale.



SLIDE 3 - Probabilità contraria

L’esito di testa (T) o di croce (C) del lancio di una moneta, oppure di un numero del lancio di un dado sono esempi di eventi elementari.

L’insieme degli eventi elementari possibili è lo spazio degli eventi.

In un contesto di eventi ugualmente possibili, la relazione tra la probabilità che un evento si verifichi e quella contraria, che non si verifichi, è 
 

 
da cui, la probabilità contraria 




Possiamo quindi dire che se la probabilità che un evento si verifichi è p(e), la probabilità contraria, che non si verifichi, è il complemento a 1 di p(e).

Esempio 3. Riprendendo l’Esempio 1, calcolare la probabilità q di estrarre una carta che non sia di picche da  un mazzo di 52 carte da poker .

Soluzione

La probabilità che la carta sia di picche, come visto, è  e, pertanto, la probabilità q, che non sia di picche, è











SLIDE 4 - Eventi incompatibili 

Due eventi si dicono incompatibili o disgiunti se l’avverarsi dell’uno esclude l’avverarsi dell’altro; ad esempio, nel lancio di una moneta, l’esito T (testa) esclude l’esito C (croce) in quanto non possono verificarsi contemporaneamente. Così pure, lanciando due dadi, l’evento che la somma dei due numeri sia pari è incompatibile con l’evento che la somma dei due numeri sia dispari.
Nelle formule che seguiranno
· 
Il simbolo  sta per somma o disgiunzione logica, o più semplicemente per “o”
· 
Il simbolo  sta per prodotto o congiunzione logica, o più semplicemente per “e” oppure “et”

Teorema 1. Probabilità totale di più eventi incompatibili. 

La probabilità di più eventi incompatibili è uguale alla somma delle probabilità dei singoli eventi.




Esempio 4. Calcolare la probabilità che l’esito del lancio di un dado sia  un numero dispari. 

Soluzione

I casi favorevoli sono l’unione dei tre numeri dispari 1, 3, 5 tra i sei  casi possibili. Inoltre, ciascun caso favorevole, la cui probabilità è , è incompatibile con i rimanenti, infatti: l’uscita di 1 esclude quella degli altri due e così via.. . Quindi, applicando la (4), si ha








SLIDE 5 - Eventi compatibili 

Due eventi si dicono compatibili se l’avverarsi dell’uno non esclude l’avverarsi dell’altro;  ad esempio, estraendo una carta da un mazzo da poker, che sia una figura e che sia una carta di fiori sono esiti compatibili giacché una carta estratta può essere allo stesso tempo una figura e di fiori.

Teorema 2. Probabilità totale di due o più eventi compatibili. 

La probabilità del verificarsi di due eventi compatibili, e1 ed e2, è data dalla somma delle singole probabilità diminuita della probabilità che si avverino entrambi gli eventi 




Per tre eventi, si ha




 
Nota. Si tralasciano, per la loro complessità, le formule relative alla probabilità totale di un numero di eventi maggiore di 3.













SLIDE 6 – Esempi di eventi compatibili


Esempio 5. Calcolare la probabilità p di estrarre una figura o una carta di quadri da un mazzo di 52 carte da poker.

Soluzione
I casi favorevoli su 52 possibili sono
-12 figure (tre per ogni seme),
-13 carte di quadri.
Inoltre, tra le carte di quadri, vi sono tre figure.

Pertanto, applicando la (5), si ha




Esempio 6. Calcolare la probabilità p di estrarre una figura di colore rosso o un re o una carta di cuori da un mazzo di 52 carte da poker.

Soluzione
I casi favorevoli su 52 possibili sono
-l’insieme F formato dalle 6 figure di colore rosso (cuori e quadri),
-l’insieme R formato dai 4 re, uno per ogni seme,
-l’insieme C formato dalle 13 carte di cuori.

Inoltre, risulta 
Pertanto, applicando la (6), si ha










SLIDE 7 - Eventi indipendenti

Lanciare una moneta o un dado più volte in successione dà luogo a una serie di eventi (l’uscita di testa o croce, oppure l’uscita di un numero da 1 a 6) tali che ciascuno di essi non è influenzato dal precedente né influisce sull’evento successivo; così pure, l’esito dell’estrazione di un oggetto da un contenitore o l’esito dell’estrazione di una carta da un mazzo, se ripetuta dopo aver reintrodotto l’oggetto estratto nel contenitore o la carta estratta nel mazzo, non influisce sull’esito dell’evento successivo. 

Due eventi si dicono indipendenti se il verificarsi dell’uno non influenza la probabilità dell’esito dell’altro.

Teorema 3.  Probabilità totale di due o più eventi indipendenti

La probabilità del verificarsi di due o più eventi indipendenti è uguale al prodotto delle rispettive probabilità  




Osservazione. Il concetto di indipendenza non va confuso con quello di incompatibilità. Infatti, mentre il primo è inerente alla probabilità, cioè due eventi sono indipendenti se la probabilità del verificarsi dell’uno non influenza la probabilità del verificarsi dell’altro, il secondo è inerente allo stesso verificarsi, cioè due eventi sono incompatibili se il verificarsi del primo esclude il verificarsi del secondo.










SLIDE 8 - Esempi di eventi indipendenti

Esempio 7. Lanciando un dado per tre volte in successione, qual è la probabilità p che esca sempre un numero dispari 
?

Soluzione

L’uscita di uno dei tre numeri dispari (1, 3, 5) nel lancio di un dado ha  probabilità  di verificarsi. Gli eventi dei lanci successivi sono chiaramente indipendenti in quanto la probabilità del loro verificarsi non è influenzata da quelli precedenti. Pertanto, applicando la (6) si ha la probabilità p che i tre numeri siano tutti dispari




Esempio 8. Calcolare la probabilità p di estrarre un asso da un mazzo di 52 carte e, successivamente, estraendo una seconda carta, dopo aver rimesso la prima nel mazzo,  questa sia una figura.

Soluzione
Le due estrazioni in successione, avendo riposto nel mazzo la prima carta estratta, sono indipendenti l’una dall’altra, pertanto la probabilità totale si ottiene applicando la (6), tenendo conto che

-la probabilità che la prima estratta sia un asso è 

-la probabilità che la seconda estratta sia una figura è 
Quindi, la probabilità totale è


 




SLIDE 9 - Eventi dipendenti

Due eventi si dicono dipendenti se il verificarsi dell’uno influenza la probabilità dell’esito dell’altro.

Esempio 7. Calcolare la probabilità p che estraendo una prima carta da un mazzo di 52 essa sia una figura e, successivamente, estraendo una seconda carta, senza rimettere la prima nel mazzo,  questa sia ancora una figura.

Soluzione

In tal caso, la probabilità che la prima carta estratta si una figura è 
La probabilità che anche la seconda carta estratta sia una figura dipende da ciò che si è verificato nella prima estrazione, infatti:


-se la prima estratta è stata una figura, allora la probabilità che anche la seconda lo sia è  


-se la prima estratta non è stata una figura, allora la probabilità che la seconda lo sia è  

Pertanto, la probabilità p che entrambe le carte estratte in successione siano delle figure è













SLIDE 10 - Probabilità totale di eventi dipendenti

Probabilità condizionata
Generalizzando quanto esposto nell’Esempio 7, la probabilità dell’evento e2 sotto la condizione che si verifichi l’evento e1 viene indicata con la scrittura 



e si definisce probabilità di e2 dopo che si è verificato e1, oppure, probabilità condizionata di e2 rispetto a e1. 

Nel caso specifico dell’esempio richiamato, se e2 è l’evento “seconda estrazione”, risulta 




Teorema 4.  Probabilità totale di due eventi dipendenti

La probabilità che due eventi dipendenti, e1 ed e2 si verifichino in successione è uguale al prodotto della probabilità di e1 per la probabilità di e2  a  condizione che e1 si sia verificato.  












SLIDE 11 - Esempio di probabilità totale di eventi dipendenti

Esempio 8. Il Comitato Studentesco di un Liceo è composto di 10 studenti, 4 maschi (M) e 6 Femmine (F), ma solo una delegazione di due di essi, eletti con sorteggio, potrà conferire col Dirigente Scolastico. 
Inoltre, si stabilisce che il primo sorteggiato sia il portavoce della delegazione.  Calcolare le seguenti probabilità 
a. Entrambi gli eletti siano maschi
b. Entrambi gli eletti siano femmine
c. I sorteggiati siano un maschio e una femmina
d. Il portavoce sia maschio
e. Il portavoce sia femmina

Soluzione





SLIDE 12 – Esempi guida (a)

Esempio 9. Lanciando un dado, si calcoli qual è la probabilità p dell’evento e1 = 3  oppure dell’evento e2 =  5.
Soluzione
I due eventi sono incompatibili, per cui applicando la (4) si ha 




Esempio 10. Si calcoli la probabilità  p di estrarre una figura (e1) o una carta di cuori (e2) da un mazzo di 52 carte da poker. 
Soluzione
I due eventi sono compatibili, per cui applicando la (5) si ha 




Esempio 11. Lanciando due dadi, si calcoli qual è la probabilità p dell’evento e1 = 2 del primo dado e dell’evento e2 =  numero dispari del secondo dado.
Soluzione
I due eventi sono compatibili e indipendenti, per cui applicando la (7) si ha 






SLIDE 13 – Esempi guida (b)

Esempio 12. Estraendo in successione, senza reintrodurre, due caramelle da un sacchetto che ne contiene 15 a limone e 10 a menta, tutte della stessa forma, qual è la probabilità p che entrambe le caramelle  siano a limone?
Soluzione
I due eventi, e1 = caramella a limone, e2 = caramella a limone, sono compatibili e dipendenti, per cui applicando la (8) si ha



 

Esempio 13. Riprendendo l’esempio precedente, si richiede la probabilità p che la prima caramella estratta sia a limone e la seconda a menta.
Soluzione
I due eventi, e1 = caramella a limone, e2 = caramella a menta, sono compatibili e dipendenti (infatti, la probabilità che la seconda caramella estratta sia a menta è condizionata dall’esito che la prima estratta sia una caramella a limone), per cui applicando la (8) si ha













SLIDE 14 - Esempi guida (c)

Esempio 14. Un sacchetto contiene 2 cioccolatini al latte e 10 fondenti. Un  secondo sacchetto contiene 8 cioccolatini al latte e 4 fondenti. Estraendo un cioccolatino da ciascuna scatola, qual è la probabilità p che siano entrambi al latte?

Soluzione
-La probabilità p1 di estrarre un cioccolatino al latte dal primo sacchetto è:


-La probabilità p2 di estrarre un cioccolatino al latte anche dal secondo sacchetto è:



Poiché i due eventi sono indipendenti l’uno dall’altro, la probabilità p che i due eventi si verifichino entrambi è, per la (7)  



Esempio 15. Dovendo sorteggiare una rappresentanza di 3 alunni di una classe composta da 9 maschi e 11 femmine, qual è la probabilità p che almeno uno di essi sia una studentessa?

Soluzione
Le studentesse sorteggiate potrebbero essere una, due oppure tre: la probabilità che ciò accada è quella contraria al sorteggio di tre maschi. Pertanto, detta q la probabilità che i sorteggiati siano tre maschi, si ha 






SLIDE 15 - Esempi guida (d)

Esempio 16. Estraendo in successione, senza reintrodurre, due cioccolatini da un sacchetto che ne contiene 30 a latte e 18 fondenti, tutti della stessa forma, qual è la probabilità p che uno sia al latte e l’altro sia fondente?
Soluzione
Detti eL ed eF i due  eventi, poiché è indifferente l’ordine di estrazione, vanno considerati i due possibili casi

1-Prima estrazione eL, seconda estrazione eF, gli eventi sono compatibili e dipendenti, pertanto la probabilità p1 che ciò si verifichi è




2-Prima estrazione eF, seconda estrazione eL, gli eventi sono compatibili e dipendenti, pertanto la probabilità p2 che ciò si verifichi è




In conclusione, o si verifica il primo caso oppure il secondo. 

Pertanto, la probabilità totale p è 









SLIDE 16 - Esempi guida (e)

Esempio 17. Calcolare la probabilità p dell’uscita di tre volte testa (T) lanciando una moneta per sei volte di seguito. 

Soluzione
A molti verrebbe da rispondere d’istinto 50%, ma tale intuizione, come si vedrà, risulterebbe fallace.
Il lancio di una moneta per 6 volte di seguito ha come esito una di 64 configurazioni di 6 elementi (testa T e croce C), infatti, (Lezione. n. 6) si tratta delle disposizioni con ripetizioni fino a sei volte di due elementi (T e C), cioè


Tali sono le sestine possibili.
Tra queste, quelle che contengono tre T sono le stesse che contengono tre C e, quindi si possono calcolare come le permutazioni di sei elementi con ripetizioni di tre T e tre C (Lezione n. 6, slide n. 11)


Tali sono le sestine favorevoli.
Infine, applicando la definizione di probabilità, si ha





Esercizio. Seguendo lo stesso procedimento dell’Esempio 17, lo studente  verifichi che la probabilità che in una famiglia con sei figli quattro di essi siano maschi e due siano femmine è .



SLIDE 17 – Probabilità di vincita al gioco del lotto

Premessa
L’illustrazione di quanto segue ha il solo fine di far meglio comprendere il CdP utilizzando il funzionamento di un gioco popolare e non certamente di incentivare il gioco d’azzardo. Anzi, il prendere atto delle scarsissime probabilità di vincita, talvolta infinitesime, potrebbe far comprendere meglio l’inutilità di impiegare somme importanti di denaro per il gioco.
Inoltre, si premette quanto detto nella Slide n. 4 della Lezione n. 7. 

P1 – Probabilità di vincita per l’estratto unico

Soluzione
Poiché il numero su cui si punta può essere uno dei 5 estratti, si hanno 5 casi favorevoli su 90 possibili, per la definizione di probabilità si ha 


P2 – Probabilità di vincita per l’ambo

Soluzione
I casi favorevoli sono gli ambi presenti nella cinquina estratta, cioè le combinazioni di 5 numeri di classe 2, cioè 10.
Mentre, gli ambi possibili sono le combinazioni di 90 numeri di classe 2 (si veda la Slide n. 5 della Lezione n. 7), cioè 4005.
Quindi  



Utilizzando lo stesso procedimento, lo studente verifichi che per terno, quaterna e cinquina si hanno le seguenti probabilità
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