LEZIONE N. 9 - Progressioni numeriche - Medie


SLIDE 1 - Progressioni aritmetiche.

Una sequenza numerica ordinata di numeri reali dicesi successione.

Definizione. Una successione numerica tale che la differenza tra un suo termine e il precedente sia costante dicesi progressione aritmetica.

La differenza di cui alla definizione chiamasi ragione della progressione e viene indicata, in genere, con la lettera d.

Se  d > 0 , la progressione è crescente
Se  d < 0 , la progressione è decrescente

In genere, per indicare una progressione aritmetica di un numero finito di termini si utilizza la scrittura 


Per definizione, è      




Con un semplice procedimento si dimostra la relazione fondamentale delle progressioni aritmetiche 




Dalla quale si deducono le formule inverse




SLIDE 2 - Applicazioni della relazione fondamentale

Esempio 1. 

 
Soluzione
Applicando la (3), si ha



Esempio 2. 


Soluzione
Applicando la (6), si ha



Esempio 3. 


Soluzione
Applicando la (4), si ha










SLIDE 3 - Relazione tra due termini intermedi  

Data una progressione del tipo (1), applicando la relazione fondamentale per ciascuno di due termini intermedi ar ed as della stessa e sottraendo la prima dalla seconda relazione, si ottiene


Esempio 4. 


Soluzione
Applicando la (7), si calcola la ragione d


Applicando la (4), si ha


Esempio 5. 


Soluzione
Applicando la (7), si calcola la ragione d


Applicando di nuovo la (7), si ha




SLIDE 4 - Inserimento di n medi aritmetici tra due numeri a e b 


Dati due numeri a e b si vuole formare la progressione aritmetica di n + 2 termini


la cui ragione d è, per la (6), 




Esempio 6. Inserire 8 medi aritmetici tra 40 e 175

Soluzione. 
Applicando la (8) si ha



Esempio 7. Si vogliono alberare i margini di un viale cittadino lungo 648 metri. Disponendo di 110 alberelli, si calcoli a quale distanza vanno piantati l’uno dall’altro.


Soluzione. 
Il lettore verifichi che la distanza tra due alberelli è 12,00 metri











SLIDE 5 - Somma dei termini di una progressione aritmetica
 
La somma di due termini equidistanti dagli estremi è costante

Sia data la progressione (1), si ha

   sommando membro a membro si ottiene


dalla quale si evince che la somma del secondo e del penultimo termine è uguale alla somma del primo e dell’ultimo termine. 
Operando analogamente per gli altri termini della progressione (1) si dimostra che la somma dei termini equidistanti dagli estremi è costante ed è uguale alla somma del primo e dell’ultimo termine. Tale proprietà consente di determinare la somma Sn degli n termini di una progressione aritmetica.  

Somma dei termini di una progressione aritmetica




Esempio 7. Calcolare la somma dei primi 100 numeri naturali. 

Soluzione. 

Applicando la (10), si ha








SLIDE 6 - Altri esempi


Esempio 8.  Calcolare  S7 , dati  ,
Soluzione. 


Applicando la (4) e successivamente, la (10), si ha ,  

Esempio 9. Un orologio a pendolo, batte ad ognuna delle 24 ore della giornata il corrispondente numero di colpi per effetto dell’energia elastica di una molla. Sapendo che per ogni carica della molla l’orologio può battere fino a 600 colpi, calcolare l’intervallo di tempo che intercorre tra due successive cariche della molla.

Soluzione. 
Dopo aver calcolato il numero di colpi che l’orologio batte nell’arco dell’intera giornata, il lettore verifichi che la durata della carica della molla è di 48 ore.

Esempio 10. La prima rata di un mutuo trentennale è di 100 euro. Mensilmente, sotto forma d’interesse, la rata viene aumentata di 0,50 euro. Calcolare l’ammonterà dell’ultima rata e dell’interesse.

Soluzione. 
Si tratta di una progressione aritmetica di 360 termini e di ragione 0,50.
Applicando prima la (3) e successivamente la (10), si ha










SLIDE 7 - Altri esempi

Esempio 11. Determinare tre numeri in progressione aritmetica sapendo che la loro somma è 27 e il loro prodotto è 504.

Soluzione. 
In tal caso conviene indicare il termine intermedio con x e la ragione con y. Si ha il seguente sistema



Da cui i tre numeri cercati, [4], [9], [14]


Esempio 12. Determinare quattro numeri in progressione aritmetica sapendo che la loro somma è 38 e che il quarto termine è il triplo del secondo.

Soluzione. 
In tal caso conviene indicare la ragione con 2y, sicché i quattro termini possono indicarsi con x-3y, x-y, x+y, x+3y. Si ha il seguente sistema




Da cui i quattro numeri cercati, [5], [8], [11], [14]









SLIDE 8 - Progressioni geometriche

Definizione. Una successione numerica tale che il rapporto tra un termine e il suo precedente sia costante dicesi progressione geometrica.

Il rapporto di cui alla definizione chiamasi ragione della progressione e viene indicata, in genere, con la lettera q.

Se  q =1 , i termini della progressione sono tutti uguali

Se  q > 0 , i termini della progressione hanno tutti lo stesso segno

Se  q < 0 , i termini della progressione hanno segno alternato

Se  q > 1 , la progressione è crescente

Se  0 < q < 1 , la progressione è decrescente

Per indicare una progressione geometrica di un numero finito di termini si utilizza la scrittura 





Se , la progressione dicesi illimitata.


Per definizione, è , da cui segue  










SLIDE 9 - Relazione fondamentale delle progressioni aritmetiche

Dalla (12), segue la relazione fondamentale delle progressioni aritmetiche




dalla quale si ottengono le importanti formule inverse




Esempio 13. 


 

Soluzione

Applicando la (13), si ha















SLIDE 10 - Esempi di applicazione della relazione fondamentale


Esempio 14. 




Soluzione

Applicando la (14), si ha



Esempio 15. 




Soluzione

Applicando la (15), si ha








SLIDE 11 - Esempio di applicazione della relazione fondamentale

Esempio 16. 




Soluzione

Applicando la (16), si ha




In questo caso particolare, poiché il rapporto an/a1 è una potenza della ragione q, si può applicare direttamente la (13) ottenendo un’equazione esponenziale di facile risoluzione,
 










SLIDE 12 - Esempio di applicazione della relazione fondamentale


Esempio 17. Il regolamento di un quiz a premi in denaro prevede una serie di domande. Ad ogni risposta esatta il premio viene aumentato di , il  minimo premio è 1 euro, il massimo è un milione di euro. 
Determinare 
1-a quante domande  n un concorrente deve saper rispondere per conseguire il massimo premio, 
2-quanto vince un concorrente che lascia dopo aver risposto in modo corretto a 11 domande.

Soluzione

1-Applicando la (16), si ha



Per vincere un milione di euro bisogna rispondere correttamente a 13 domande. 

2-Applicando la (13), si ha




Un concorrente che lascia il gioco dopo aver risposto in modo corretto a 11 domande vince 100.000 euro.









SLIDE 13 - Relazione tra due termini intermedi 

Applicando la (13) per determinare due termini generici as e ar, si ha 




da cui, rapportando membro a membro, si ha




Esempio 18. 




Soluzione

Applicando la (17), si ha













SLIDE 14 - Inserimento di n medi geometrici tra due numeri dati a e b 

Dati due numeri a e b si vuole formare la progressione geometrica 




di n + 2 termini e di ragione q .

Applicando la (14), si calcolo la ragione



Esempio 19.


inserire tra essi 6 medi geometrici.

Soluzione
Applicando la (18), si ha 



Quindi la progressione geometrica richiesta è la seguente








SLIDE 15 - Prodotto degli n termini di una progressione geometrica
 
Il prodotto di due termini equidistanti dagli estremi è costante

Sia data la progressione (11), si ha




Quindi, il prodotto tra il secondo e il penultimo termine è uguale al prodotto tra il primo e l’ultimo termine. 

Operando analogamente per gli altri termini della progressione (11) si dimostra che il prodotto dei termini equidistanti dagli estremi è costante ed è uguale al prodotto del primo per l’ultimo termine. Tale proprietà consente di determinare il prodotto P degli n termini di una progressione geometrica.  



Esempio 20. Calcolare il prodotto dei sette termini della progressione geometrica di cui all’Esempio 19.

Soluzione
Applicando la (16), si ha 








SLIDE 16 - Somma degli n termini di una progressione geometrica

Data la progressione geometrica (11) di n termini e di ragione q, la somma S dei suoi termini viene scritta in uno dei due seguenti modi







Osservazioni


1-Dalla (20) si deduce che se la progressione è illimitata, cioè , allora la somma S  diventa grande quanto si vuole.


2-Dalla (21), invece, si deduce che se la progressione è illimitata, cioè , allora i termini della somma S, al crescere di n si avvicinano sempre più al valore 
















SLIDE 17 - Esempi 


Esempio 21. Calcolare la somma dei primi 10 termini della successione delle potenze del numero 3.

Soluzione
Si tratta dei primi 10 termini delle progressione geometrica di ragione 3


Applicando la (20), si ha 



Esempio 22. Calcolare la somma dei primi 10 termini della progressione geometrica 


Soluzione

Sono le prime 10 potenze di  
 Applicando la (21), si ha 










SLIDE 18 - Media aritmetica

Esempio 23. Nella tabella che segue sono riportati i nomi di un gruppo di 20 amici con le rispettive età

	1. Aldo 20
	2. Bice 18
	3. Carlo 20
	4. Dario 21
	5. Ester 21

	6. Franco 21
	7. Giulio 19
	8. Ivan 22
	9. Mary 17
	10. Nora 22

	11. Pina 17
	12. Ricky 22
	13. Roby 19
	14. Sergio 24
	15. Tina 18

	16. Ugo 17
	17. Vanna 17
	18. Vera 18
	19. Vito 20
	20. Zen 19



Si calcolino
a-l’età media delle ragazze,
b-l’età media dei ragazzi

Soluzione

a-Le ragazze (Bice, Ester, Mary, Nora, Pina, Tina, Vanna e Vera)  sono 8, pertanto la loro età media si ottiene calcolando la media aritmetica degli anni delle rispettive loro età, cioè
 


L’età media delle ragazze è, pertanto,   18 anni e sei mesi

b-Si procede in modo analogo per i 12 ragazzi, 


L’età media dei ragazzi è 20 anni e quattro mesi.

 







SLIDE 19 - Media aritmetica ponderata

Esempio 24. Riprendendo i dati della tabella dell’Esempio 23 , si calcoli l’età media dell’intero gruppo.

Soluzione
Premettiamo subito di non commettere l’errore, purtroppo frequente, di calcolare l’età media del gruppo come la media aritmetica delle due età medie, cioè 



L’età media del gruppo è data dalla media aritmetica dell’età di tutti i ragazzi, cioè  



Oppure, ed è preferibile, calcolando la media aritmetica ponderata
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