Corso di Calcolatori Elettronici |

Algebra di Boole

Dipartimento di Informatica e Sistemistica
Universita Degli Studi di Napoli Federico I

Algebra di Boole

+ George Boole (1815-1864)

* An investigation into the
laws of thought on which are
founded the mathematical
theories of logic and
probabilities




Algebra di Boole

+ E’ uno strumento per l'analisi e la sintesi delle reti
di commutazione.

+ Consente di descrivere in forma algebrica le
funzioni dei circuiti componenti e delle reti,
fornendo altresi i metodi per la realizzazione del
progetto logico.

+ Stabilisce una corrispondenza biunivoca fra
espressioni algebriche e reti di commutazione.

Algebra astratta

Un’Algebra Astratta € costituita da:
un insieme K (sostegno)

+
due leggi binarie di composizione interna “+” e “”

In altri termini, un’Algebra Astratta € definita da una
terna <K,+, - >

* L'Algebra di Boole & un’algebra astratta dotata di
un insieme di ulteriori proprieta




Definizione dell’Algebra di Boole

+ Il modo in cui si identificano le proprieta
essenziali dell’Algebra di Boole non e
univoco.

+ Possono essere utilizzate diverse strutture
algebriche per specificare I'Algebra di Boole
(AdB)
= Gruppi e anelli
= Reticoli

L’AdB definita attraverso i reticoli

Un’algebra astratta <K,+, -> si dice reticolo se per ogni
elemento di K valgono le seguenti proprieta:

+ commutativa:

P1:a+b = b+a P1:ab=ba
+ associativa:

P2 : (atb)+c = a+(b+c) P’2; (a-b)-c = a*(b-c)
+ idempotenza o potenza identica:

P3:ata=a P3:aa=a

+ assorbimento:
P4 :a+(a'b) =a P4 :a(atb) = a




Proprieta dei reticoli

+ | reticoli sono ordinati, ovvero posseggono

una relazione d’ordine “<” cosi definita
def

XSy & X+y=y

+ Ricordiamo che una relazione d’ordine “<”
deve godere delle seguenti proprieta:
» riflessiva: x < x
= antisimmetrica: xsyeysx => x=y
» tfransitiva: x<yey<z => x=<z

Reticoli distributivi

+ Un reticolo si dice distributivo se per ogni
elemento di K vale la proprieta:

distributiva
P5 : a'(b+c)=a-b+a-c
P’5 : a+(b-c)=(a+b)-(a+c)




Minimo e Massimo

+ Un reticolo distributivo si dice dotato di
minimo e massimo assoluti se in K sono
presenti due elementi - che diremo 0 e 1
rispettivamente - i quali verificano la
proprieta del minimo e massimo:

P6 : a-0=0 P6:a+1=1

Complemento

+ Un reticolo distributivo si dice
complementato se per ogni elemento a di K
esiste ed & unico un elemento che diremo

(complemento di a) per il quale é valida la
proprieta

del complemento:

P7:a-a=0 P7:a+a=1




Postulati: ricapitolando

Commutativa P1 at+b=b+a P'1 a*b=be-a
Associativa P2 (a+b)+c =a+(b+c) P2 (a°b) *c=a-° (bec)
Idempotenza P3 (a+a)=a P’'3 (aca)=a

Assorbimento P4 a+(ac°b)=a P'4 ae (a+b)=a

Distributiva P5 ae* (b+c)=ac°b+a-c P'’5 a+(bec)=(a+b)e(a+c

Min e max P6 ae0=0 P’6 a+1l=1

Complemento P7 a<(a)=0 P'7 a+(a)=1

Definizione di AdB

+ Un reticolo distributivo, dotato di minimo e
massimo assoluti e complementato, si dice
un’algebra di Boole:

+ La sestupla
<K, +, -, ,0,1>
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Legge di dualita

+ Da qualsiasi identita booleana se ne puo
trarre un'altra per dualita, sostituendo cioé
ad ogni operatore e agli elementi 0 ed 1 |l
rispettivo duale.

+ In altre parole, i 14 postulati impiegati per
definire I'algebra non sono tutti indipendenti
fra loro
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Variabili e funzioni booleane

+ Elementi del sostegno dell’algebra K > valori booleani

+ Variabili che possono assumere valori booleani >
variabili booleane

* Funzioni di variabili booleane in K = funzioni booleane

y=f(x,%y,...,X)

+ Le variabili possono essere a loro volta funzioni booleane

+ Un insieme F di funzioni sul sostegno di un’algebra si
dice funzionalmente completo se qualsiasi funzione
dell’algebra puo essere ottenuta come composizione di
funzioni appartenenti ad F
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Variabili e funzioni booleane
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+ Livello di una variabile in una funzione composta
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Un esempio (1/3)

+ Applichiamo le proprieta viste sinora per
trasformare questa funzione

y=bc(ad +b+c)+c(d+a)b+c)

b
] P3
b'” kD—I—N 51 Lf P1
T
d— Y
32
P2
o
Livella 0 Uivelta 1 Livello 2 Livello 3 Livello 4
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Un esempio (2/3)

+ Provate ad applicare tutte le proprieta viste sinora
(nellordine: distributiva, commutativa, idempotenza,
assorbimento)

+ Possiamo trasformare la precedente funzione in questa:

y=ab+bc+bd

o oS oo
el
[N}
=

Soluzione (3/3)

y=bc(ad +b +c)+c(d+a)(b+c)
,“ P3
@ ...‘I -|—hs1 }PW
y = bcad + beb + bee +¢db + cdc + clab + clac _ — E‘E
S2
i) s |

Y
y = abcd + bc + bcd + abc =21

U Livellod  Uivello 1 Livello 2 Livello J Livello 4

y :bc+b5d+a_b5|:>y = b(c+(c(a+d))

@ f:Dm

y=c+c(a+d)=(c+cCc)(c+ (a+td))=a+c+d

b
[=7]
y=ba+c+d) :l‘> hDI
y =ab+bc+ bd =)

0

|
¥

-




Funzione duale

+ Data una funzione f(x4, X,, ... ,X,) in una qualsiasi
forma, diremo funzione duale di fla funzione &
che ha per forma la forma duale di f

+ Ad esempio:

y =a+b(c+0)
S, =alb+c-1)
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Alcuni “teoremi”

¢ 0 ed 1 sono 'uno il complemento dell’altro

+ Per la dimostrazione:

= Ricordate come sono definiti il “minimo” ed |l
“massimo” (a=1 per la P45 e a=0 per la P’y)

= verificate la definizione di complemento (esiste
ed & unico...)

fa0=0 T +0=1 (P6,P'6)

20
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Convoluzione

+ Negando due volte un elemento si ottiene
I'elemento stesso

+ Per la dimostrazione
= Applicate la definizione di complemento sia ad
un elemento a che al suo negato (e poi la
proprieta commutativa), e ricordate che il
complemento € unico
2:a0 axa~1 (P7.P7)
a-a=(0 F+48=1

{unicita del complemento)
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Elementi neutri di somma e prodotto

+ 0 e l'elemento neutro della somma
+ 1 e I'elemento neutro del prodotto

+ Per la dimostrazione
= Per le proprieta dell’assorbimento

ea+(a*0)=a e ae(a+t1)=a
= Per la proprieta del minimo e del massimo si ha
che

e a°e0=0ea+1=1
= Quindia+0=a e ael=a

22




Assorbimento del complemento

a+ab=a+b

+ Per la dimostrazione

= Usate la proprieta distributiva ed infine il
complemento

atab=(atdliath) (FPa)
at+ab=ia+bl (P7

23

Teoremi di De Morgan

a+b=a-b
ab=a+h

+ Per la dimostrazione

= Consideriamo ad esempio la prima: dovete
dimostrare che a+b € il complemento
dell’espressione al secondo membro. Per farlo
applicate la definizione di complemento.

24
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Teorema di De Morgan

a-b= a+b (1) (1.1) Dimostrazione

a+b=a-b (2) a+bia-b=a+a-b+b+a-b= (P1,P3)
=a+b+hb+a= (ass.comp)
—a+a+b+b = (P1)
=1+1=1 (P'7.P'6)

(a+b)+(@-b)=1 (1.1)
(a+b)-(a-b)=0 (1.2

(1.2) Dimostrazione
(a+b)-a-b=a-a-b+b-a-b= (P5)
=0-b+0-a= (P7)
=0+0=0 (P6,P3)

La (2) vale per dualita

Teorema di Shannon

+ |l complemento di una funzione é ottenuto
sostituendo ad ogni variabile il suo complemento e
scambiando ogni funzione componente con la sua
duale.

+ Generalizza De Morgan

f(xex,)=0,(x,,...X,)

26
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Un altro teorema

———
(1) X+y=xy=>x=Yy

+ Per |la dimostrazione:
= Si puo dimostrare che sono vere entrambe le seguenti
diseguaglianze xzy e y=x
= Conviene tenere presente le seguenti diseguaglianze,
sempre vere:
e azab ?x2xyeyzxy
e athza ?x+yz2yex+y2x
e Per cui, se vale la (1)
e X2Xy=Xxtyzy
o y2Xy=xtyzx
e Si ha quindi x =y 27

Proprieta del complemento

(1) xy:O=>yS;

+ Per la dimostrazione
= Dimostrate che x & il complemento di (x+)
= Applicate la definizione della relazione d’ordine =
()_c +y)+x=1
xe(x+y)=0
quindi se valela (1)

(x+ ) = complemento di x = xe quindi (x+ y)= x implica y < x

n.b. asb < a+b=b
28




Un ulteriore teorema

+ Se valgono le
x+y=a, xy=0
allora y € unico

+ Per la dimostrazione:

= Supponete che esistano due valori distinti z e y che
soddisfano la proprieta indicata sopra. Moltiplicate
membro a membro fino ad ottenere y=z
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Principio di eliminazione

X+y=x+z=xy=xz

¢ Per la dimostrazione

= Usate due volte la proprieta di assorbimento del
complemento. Sfruttate la proprieta di unicita enunciata
nel precedente lucido.

30
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Principio di eliminazione

+ Nell’algebra di Boole non vale il principio di
elimanzione:

¢ x+y=x+z non implica necessariamente y=z !

+ ’implicazione vale se € verificata la
condizione aggiuntiva xy=xz
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Algebre notevoli

* Le proprieta ed i teoremi dimostrati
precedentemente si applicano a qualsiasi
“porzione di realta” che soddisfi gli assiomi
dell’algebra astratta

+ Si individuano cosi
= l'algebra degli insiemi
= I'algebra della logica delle proposizioni
= I'algebra dei circuiti

32
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Algebra degli insiemi

Insiermni IWModello matemmatico
it
1) | untone + | sotmtna
™| intersezione prodotio
~ & | complemento g | complemento
| insieme vuoto 0 | mimimo assoluto
T | insieme "totale” 1 | masszimo aszaluto

Algebra degli insiemi (1/2)

EN S
@ || &
a) Insieme universo b) ~a c)awb
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Algebra degli insiemi (2/2)

¢ Dati due insiemi A,B € T,sono definite le operazioni di
e Unione (v)
e Intersezione (M)

di Venn

o Complemento (~) AuB
an®=¢o | N ~_____
avuT=T7 | T === :
Diagramma

la sestupla <K, u, n, =,®,T> & un’algebra di Boole.
ove:
+ Kiindica l'insieme delle partidi T
+ ®indica l'insieme vuoto

+ Larelazione d’ordine < equivale alla relazione di inclusione tra insiemi

35

Teorema di Stone

+ Ogni algebra di Boole é rappresentabile su
un'algebra di insiemi.

+ | modello degli insiemi (e equivalentemente
i diagrammi di Venn) puo essere assunto
come strumento per verificare o dimostrare
proprieta di una qualsiasi algebra di Boole.

36
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Algebra della logica

+ L’insieme K={0,1} su cui siano definite le operazioni

v 0 1

e Disgiunzione (v) o o 1
11

e Congiunzione(") A0 T
0 0 o0

« Negazione (-) 110 |1
- 0 1

1.0

ovvero la sestupla «K,v,”*, =,0,1> € un’algebra di Boole.
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Algebra delle logica

+ Due funzioni notevoli nell’algebra delle proposizioni:

a&sb

» Funzione equivalenza o
f(a,b)=ab+ab

= Funzione implicazione a=b, f(ab)=a+b

Si dice che x implica y se e solo se dalla verita di x (antecedente)
scaturisce necessariamente la verita di y (conseguente). In termini
algebrici, essendo limplicazione falsa se e solo se x e verae y e
falsa, applicando il Teorema di De Morgan, siha x— y=xy

X=>y=Xx+y a8

19



Algebra della logica

¢+ Se X= Yy évera,allora x+y-=1
+y=X-y+y (ass.compl)
X-Y+Xy+y (P4)
X-Y-y+xy+yy (2
=(x+y)y+(x+y)y=1 (DeMorgan)

g

per le proprieta dell’equivalenza ab +ab
X+y=y e x<y

4

I'implicazione é la relazione d’'ordine nell'algebra della logica.

39
. ; .
Considerando I'Algebra delle logica
Proposizioni Inziemi Modello matematico

W Dizgiunzione | untone + | somma

M Congunzione ™| intersezione - | prodotto

— Megarione ~ & | complemento a complemento

F Falso & | insieme vuoto 0 | minitno assoluto
Ve WVero T |insieme "totale” 1 | tnassttno assoluto
* Ininglese T, True

40
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Algebra dei circuiti

+ Associa i simboli “0” e “1” ai livelli logici “basso” e “alto”

+ Un circuito e descritto dalla funzione

y=f(x, X5 ..y X))

dove: y=bit di uscita; Xy, X,, ..., X,=bit di ingresso

41

Algebra dei circuiti: reti bilateral

Rete bilaterale: la funzione di uscita e valutata
tra due punti.

A B N B
-x X
A E ;
— o A B ‘%_xlxn_ﬁ

42
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Algebra dei circuiti: reti unilaterali

Rete unilaterale: il flusso di informazione
procede in un unico senso (ingresso >uscita)

43

Algebra dei circuiti: esempio

Le reti possono essere interconnesse in

Serie
Parallelo
Serie-Parallelo

__a — 4

b)
44

) -b b — o —
A_L _a i _|b J»B A££aiijrs
L, H toe
)

22



Riassumendo

+ Nelle diverse algebre si utilizzano diversi simboli
per definire le operazioni fondamentali ed il
massimo € minimo

+ La tabella sottostante li riassume:

simboli denominazioni
+ v somma logica, unione, disgiunzione, OR
- AN prodotto logice, intersezione, congiunzione, AND
~g =z d a' -g | complementazione, negazione, NOT
ONDF zero, vuoto, Nullo, falso, basso, assente
1TV uno, insieme totale, vero. true. alto, presente

45

Forme Algebriche

+ L’'importanza della forma
= La corrispondenza biunivoca € tra FORMA e
CIRCUITO (e non tra una funzione e un
circuito)
= Le eguaglianze notevoli e quelle derivate fra

espressioni equivalgono a equivalenza
funzionale fra CIRCUITI

46
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Ancora definizioni...

_ letterali
alb+c
termine elementare (clausola)

fattore elementare

f(a,b,c):...+a§+...

fla,b,c)=..)a+b+c)... mintermine (P)
+—— maxtermine (S)

47

Mintermini e Maxtermini

P, =abc Pszazc

S,=a+b+c S;=a+h+c

1?,.=S,. (da de Morgan)
Vi#jF-P =0,5+S§, =1

Y P =1 []5 =0

48




Tabelle di verita

+ Se I'algebra e finita, qualsiasi funzione puo
in linea di principio essere rappresentata
mediante una tabella, definita tabella di
verita

49

Tabelle di verita

+ Funzione algebrica

= Funzione definita in maniera tabellare per cui alla variabile dipendente
sono associate tutte le possibili combinazioni delle n variabili

indipendenti. " numero delle
N =k ripetizioni di k valori
Su n posti

M = kN = k¥" numero delle
ove: ripetizioni di k valori
e n=numero delle variabili indipendenti su N posti
e k=numero dei valori dell’algebra (ad es. k=2)

e N=numero totale di punti della funzione
e M=numero totale delle funzioni di n variabili

NB:d’ora in avanti si fara esclusivamente riferimento all’algebra primordiale (k=2)

25



Tabelle di verita

=]

el e Nl el e R

el == Y e e ) -
L = | = = [T
I—IDC‘.‘IC‘.‘II—I-I—I-I—I-I—I-"'I.":
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Forma normale di tipo P

NG ,xn)=;1f(0,x2, ...... ,x,)+x f(Lx,,...... ,X,)=
=;l[x_zf(O,O,x3,...xn)+x2f(0,1,x3,...xn)]+

— Forma canonica: definisce
X[, (10, x5,...x,) +x, f (L1 x5,... x,)] univocamente la funzione
...... - — —
= £(0.0,...0)x,x, - x, +...+ f(LL..Dxx, X, + Y P
i
dove \\
mintermini
o, = 1(0,0,...0), o, = £(0,0,...1),...... a,. :f(l,li...l),
hN

“uscite” della funzione: sono gli ‘1’ e ‘0’
della tabella di verita, non sono variabili!

52
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Forma normale di tipo P

+ Da quanto visto prima si deduce che una funzione di n
variabili, assegnata mediante una tabella di verita, puo
essere espressa da una forma disgiuntiva di congiunzioni
0, algebricamente, da una somma di prodotti.

+ Ciascun termine della somma é associato ad un "1"
presente nella colonna della tabella ed € un prodotto delle
n variabili, ciascuna delle quali nella forma negata o non a
seconda che nelle colonne corrispondenti sia presente
uno "0" o un"1".

+ Qualsiasi funzioni & pertanto “algebrica”.

53

Forma Normale di Tipo P

=

Ll =L =L | T | T

| e e
R ) T o P o e e
.—L-:-n:-Dn—l.—tn—tn—ll'-e:

y=abc + abc + abc + abe + abe

54
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Forma normale di tipo P

+ Viceversa, qualsiasi funzione algebrica puo
essere posta in forma normale P “aggiungendo” i
letterali mancanti

+ Basta sviluppare tutte le operazioni fino ad
ottenere una somma di prodotti

+ Le clausole che non siano mintermini (ovvero che
non contengano tutte le variabili della funzione)
possono essere moltiplicate per la somma di tutte
le possibili clausole ottenibili con le variabili
assenti

55

Il solito esempio

+ Partendo da

y(a,b,c,d)=ab+bc+bd

56
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Forma normale di tipo S

fox) =] (@ +S)

+ Si puo ottenere con il procedimento duale di
quello usato per la forma di tipo P

+ In alternativa, si pud negare la forma di tipo P e
poi applicare de Morgan

57

Forma normale di tipo S

+ Una funzione di n variabili pud essere espressa
da una forma congiuntiva di disgiunzioni o,
algebricamente, da un prodotto di somme.

+ Ciascun fattore del prodotto € associato ad uno 0
presente nella colonna della tabella ed € una
somma delle n variabili, ciascuna delle quali nella
forma negata o non a seconda che nelle colonne
corrispondenti sia presente un 1 o uno 0.

58
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Forma Normale di Tipo S

=
=
-

el Ll Bl Bt I R -
o T | T
P e T o P o T
.—L-:-n:-Dn—l.—tn—tn—ll'-e:

y=(5+b+c)-(5+b+g)-(5+5+c)

59

Numero caratteristico

+ E’ |la stringa ordinata di valori, tipica di ciascuna
funzione, di lunghezza 2" per funzioni di n variabili
e coincidente con la colonna di "0" e "1" nella
tabella di verita

+ L'insieme dei numeri caratteristici delle funzioni di
n variabili, costituisce ancora un'algebra di Boole
(con le operazioni effettuate “bit a bit”)

60
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Numero caratteristico

(1) f=a+bc+ ab

fa =00001111
#b =00110011
¢ =01010101
#bc = 00010001
Fa+ bc= 00011111

4 b = 00110000
4f =00111111

+ Per provare che € vero, partire dalla (1) e ricavare la
forma P. Dopodiché controllare gli 1 della tabella.

61

Equazioni booleane

Una funzione booleana di

f(xl, el xn) =c ce {(),1} «— questo tipo pu_b elsserelrifjotta ad
una somma di mintermini o

271 prodotto di maxtermini a
P = secondachecsialo0
ai Pl =1 \
i=0 c=1: In questa forma, si vede che 'equazione &

soddisfatta per qualsiasi combinazione di

2"-1
Hi:O (a,+S5,)=0 variabili che renda un P=1
¢=0: In questa forma deve invece essere S;=0

Nel caso piu generale in cui ¢ non sia una costante, ci si riconduce ad uno dei
casi precedenti osservando che:

JfX)=gX) e f(X)gX)+ f(X)g(X)=H(X)=1

62




Funzioni incompletamente specificate

* E’ possibile non assegnare il valore di una
funzione booleana per alcune n-uple di
valori delle sue variabili

= |l valore pu0 essere irrilevante ai fini del
funzionamento del sistema

= Puo esserci una dipendenza tra le variabili che
esclude alcune combinazioni

63

Funzioni incompletamente specificate

+ Si parla pertanto di “punti di non
specificazione” o don’t care

¢+ Due funzioni si dicono compatibili se
assumono gli stessi valori, eccetto al piu |
punti di non specificazione.

64
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Implicanti di una funzione

+ Un implicante di f € una funzione f, tale
che

fi+f=1

+ Nell’insieme degli implicanti di f, definiamo
implicante primo, o principale, un
implicante che a sua volta non implichi
nessun altro implicante.

Implicanti di una funzione

+ Unr'’interpretazione insiemistica:
= Tuttii sottoinsiemi di f sono suoi implicanti

= Solo f; ed f; sono implicanti primi

67
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Proprieta degli implicanti (1/2)

. La clausola di una funzione fin forma normale
di tipo P € un suo implicante
n

=Y 4  A+f=A+UA+4+..+4)=]

i=1
2. Una clausola B ne implica un’altra A se e solo

se B contiene tutti i letterali di A

3. La somma di due clausole di ordine n che

contengono n-1 letterali uguali ed in cui un
letterale dell'una sia il complemento di quello
dell'altra é la clausola di ordine n-1 formata dai
letterali comuni (detta consenso).

68

Proprieta degli implicanti (2/2)

3.
4.

Ad una funzione pu0 essere aggiunto un suo
implicante senza alterarne il valore

A € un implicante di f se e solo se nella prima forma
canonica di f sono presenti tutti i mintermini aventi A
come fattore

= Infatti, se A € un implicante, lo si pud aggiungere ad f, per
poi espanderlo in mintermini (facendo comparire anche le
variabili assenti in A)

= Se, viceversa, sono presenti tutti i mintermini aventi A come
fattore, essi possono essere raccolti in modo da far apparire
A come clausola di f.

f(x,y,z)=xy+yz,equindixy = feyz= f
siha: f=xy;+xyz+xyz+;yz

69
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

c™_00 01 11 10

=l lO0OlO|a |~ O O0|T

o|lo|lo|alalo|o|~a|x
]
—
—_

= | = a a0l 0|0 O (Y

- | o - | o = | o = o0
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

* Le mappe di Karnaugh sono una
rappresentazione “tabellare” delle funzioni
booleane, alternativa alla tabella di verita

+ Consentono di individuare facilmente “consensi”
nell’espressione algebrica
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

ab |ab b “E.O
A I 1[I ]
1 3

a) 2 variabili

L ab
‘ sisie i [ee 00 01 11 10
5 = A AR
abe |abe | abe } 1[P, [P, [P, | P

b} 3 variabih

|=

hed |@bid |abad |abed
i abed |abed |abod [abed ab
= — = g edS00 01 11 10
abed |abed |abed fabed [
£

01[B, | P; [Py | By
11| P | Py | Pys | Py
10 Py | Py [ Pra [Py

0Py | Py | Py | Py
abed |abed |abod fbed

b

c) 4 variabili
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

v =abed + abed + abed + abed + abed + abed
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

* Possono essere usate anche per funzioni di 5 o
6 variabili, perdendo tuttavia I'efficacia e
'immediatezza della rappresentazione

e=( e=1

ah
e oo or 11 10 00 01 1110

oy 1 1 >

1 i
\

01 ’—h ]
17 Q) I @
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Proprieta notevoli

*

| mintermini che si oppongono in una sola variabile sono

adiacenti e quindi le copple di quadratini adiacenti

rappresentano clausole di ordine n-1;

+ Le clausole di ordine n-1 (n>2) che si oppongono in una
sola variabile sono ancora adiacenti e quindi le
“‘quadruple” rappresentano clausole di ordine n-2;

+ Le “ottuple” (n=>3) rappresentano clausole di ordine n-3.

+ Le clausole sono anche dette “cubi”, o “sottocubi”

+ Maggiore ¢ la dimensione del sottocubo, minore I'ordine
(numero di letterali) della clausola

+ | sottocubi di area massima rappresentano gli implicanti

primi della funzione
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

Due modi per rappresentare la stessa funzione:

c?\h oo o1 11 10 e hun a1 11 1o

] a0

ol |[F 1] o |O]

1 N E 1 L ][

Jo e o O]
a) b)

a) y, =abed + bed +ac  b) VY, = bed + abd + abed + abed + abed
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

/T

Due modi per rappresentare la stessa funzione:

cﬁjﬂﬂ o1 11 1d e hun a1 11 1o
] a0

01 [] o1 @ P—\

1 I N E 1]

10 @/ 1|1 L; ] Xé}%

)

a) y, =abcd + bed +ac  b) VY, = bed + abd + abed + abed + abed
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

+ Mappe per funzioni in forma S

h
.:R oo (91 1y 10
]

00 o |[Y]]

1

Nt ] 1] |
1l o ollo
10 TR
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Funzioni di due variabili

Esistono 16 funzioni diverse di due variabili:

XyWo i 2 5 o 5\ S5 7 o8 i i S

e 1 12 |3 |4 |35
|0 0|0 0 6 0 00 0 06 |1 1|1 |1 |1 |1 |1 |1
|0 1|10 0 /6 0 1 111|060 |0|0 |0 |1 |I |I I
10|00 011001 1|0 0|1 |1 |0 |0 |1 1
1/1|0 1|0 |1 0 1 0 |1|0 1 0 1 0 1 0 |I
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1 ——
f | algebrica norme sinb- | £ | algebrica norme sinh-
i i
0 contraddizione L NCOR by

f Ty congunzione-AND | T b | T Y40y equivaleza r=y!

t Xy and-not-y fia ; nony ;

f; x 4 i, Xty imnplicazione yx

£ Xy and-not-x i z nonx ;

f; ¥ ¥ fi Tey implicazione Xy

E T yery oresclusivo @y | |Ti5=% 5 nand =Ty

t; aty disgunzione, OF. x+y s ! tautologia
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Funzioni booleane “generalizzate”

(7= fi(x,.00x,)

Y=F(x) o {72700 %)

\ym:fm(xl”"’xn) \

Si puo vedere

N Rete — >N come un’unica
L ] . .
- Combinatoria : fun?|0ne apiu
. uscite
X —— " ¥
81
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Funzioni booleane “generalizzate”: esempi

Vi = XX, + XX,

V) = XX, T XXy

- v v
x3 . |_ )
. L
x1 2 : :-l
: -
Funzioni NAND e NOR
NAND xTy=xy =x+y
von | xdy=x+y =Xy e Mogar
IR T P e
xdx, b dx, =x +x,+...+x, =X, Xy X,
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Funzioni NAND e NOR

+ NAND e NOR non godono della proprieta
associativa

NaND (x, Tay) Ty 2x, T(x, T #x Tx, Ta,
NOR (xl\sz)ixﬁtxl\L(xzix3);tx1\l/x2ix3
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Funzioni NAND e NOR

¢ E’ possibile ottenere una AND e una OR tramite
NAND e NOR

wyszyzgi;

x+y=x¢y=;T;
* E’ possibile ottenere una NOT tramite NAND e NOR
NAND xTl=x-1=x

NOR xl0=x+0=x
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Funzioni NAND e NOR

+ Riassumendo, le NAND permettono di ottenere
%ns NOT, una AND e, usando De Morgan, una

+ Similmente per la NOR

+ Ricordiamo che {AND,OR,NOT} & un insieme
funzionalmente completo, quindi >

{NAND} e {NOR} sono due
insiemi funzionalmente completi
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Proprieta di NAND e NOR

+ Una NAND di prodotti € uguale alla NAND delle variabili
indipendenti.

(Duale) Una NOR di somme € uguale alla NOR delle variabili
indipendenti (@)1 (cd)=(ab) d)=a b et d
(a+b)~1,(c+d)=ia+b”c+d)=al«bJ,cJ,d
+ Una OR di NAND & uguale alla NAND delle variabili indipendenti.
(Duale) Una AND di NOR é uguale alla NOR delle variabili
indipendent @)+ a)=arbrerd=aTsleld
(aib)(ci«d)=;~5-2~3=aibicid
¢ Una AND é uguale ad una NOR di NAND.

(Duale) Una OR e uguale ad una NAND di NOR
@Th)l(cTd) =abed

(@i Teldy=a+b+c+d 87
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Forme NAND e NOR di una funzione

+ Una forma elementare di tipo P si trasforma in
una forma NAND a due livelli operando come
segue:
= tutti gli operatori si trasformano in NAND, rispettando

le priorita;
= |le clausole costituite da un solo letterale vengono
negate.

=+ttt =N YoV, =Yy, T.. Ty,

+ Dualmente per la forma di tipo S

88

Generalizzando...

+ Se le y,, sono funzioni invece che letterali, la
proprieta precedente pud essere generalizzata

+ Una forma con operatori AND e OR a n livelli che
abbia come ultimo livello una OR (AND) si
trasforma in una forma NAND (NOR), operando
come segue:

= tutti gli operatori si trasformano in NAND (NOR)
rispettando le priorita;

= tutti i letterali che costituiscono variabili di funzioni di
livello complementare dispari si negano.
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Forme NAND e NOR di una funzione

+ Una forma con operatori AND e OR a n livelli che abbia
come ultimo livello una OR (AND) si trasforma in una
forma NOR (NAND) ad n+1 livelli, operando come segue:

= Siaggiunge una NOR (NAND ) finale che complementa le uscite;

= tutti gli operatori si trasformano in NOR (NAND) rispettando le
priorita;

= tuttii letterali che costituiscono variabili di funzioni di livello
complementare dispari si negano.

f=r+p+. . +v, =+, +..+y)l=rlpnd. . dLy)lo

90

Esempio 1

Dalla funzione a 2 livelli in forma P:

f=ab+ab+c
si ottiene la forma WAND

F=laToTiaTalTe
ove ¢ énegato perché singolo letterale (livello complementare 1) oppure quella
NOR

F=llglailialsilecilo

ove a,b sononegate in entrambe le clauscle perché diventate dilivello 3 e c non
lo & pii perché di livello 2.
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Esempio 2

Dualmente dalla funzione in forma 5
F=la+blla+blc

s1 ottiene la forma NOR
F=lalaligleile
oppure quella NAND

F=laTeTiaTaiTe T
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Esempio 3

La funzione a 4 livelli

f=blete la+dl
si trasforma nella forma NOR ancora a 4 livelli

F=bllediclizlal

dovebe ¢ sono negate rispetivamente ai livelli complementari 1 e 3, oppure
nella forma NAND a 5 livelli

F=oTleTieTiaTd s

ove Cal livello 3 ¢ c;_.d al livello 5 sono negati.
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