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Algebra di Boole

� George Boole (1815-1864) 
� $Q�LQYHVWLJDWLRQ�LQWR�WKH�
ODZV�RI�WKRXJKW�RQ�ZKLFK�DUH�
IRXQGHG�WKH�PDWKHPDWLFDO�
WKHRULHV�RI�ORJLF�DQG�
SUREDELOLWLHV
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Algebra di Boole

� E’ uno strumento per l'analisi e la sintesi delle reti 
di commutazione.

� Consente di descrivere in forma algebrica le 
funzioni dei circuiti componenti e delle reti, 
fornendo altresì i metodi per la realizzazione del 
progetto logico.

� Stabilisce una corrispondenza biunivoca fra 
espressioni algebriche e reti di commutazione.
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Algebra astratta

Un’Algebra Astratta è costituita da:
un insieme . (sostegno)

due leggi binarie di composizione interna “+” e “·”

In altri termini, un’Algebra Astratta è definita da una 
terna <.,+, · >

� L’$OJHEUD�GL�%RROH è un’algebra astratta dotata di 
un insieme di ulteriori proprietà

�
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Definizione dell’Algebra di Boole

� Il modo in cui si identificano le proprietà 
essenziali dell’Algebra di Boole non è 
univoco.

� Possono essere utilizzate diverse strutture 
algebriche per specificare l’Algebra di Boole
(AdB)
� Gruppi e anelli
� Reticoli

6

L’AdB definita attraverso i reticoli

Un’algebra astratta <K,+, ⋅> si dice UHWLFROR se per ogni 
elemento di K valgono le seguenti proprietà:

� FRPPXWDWLYD�
3����D�E� �E�D 3¶����D⋅E� �E⋅D

� DVVRFLDWLYD:
3�����D�E��F� �D��E�F� 3¶����DÂE�ÂF� �DÂ�EÂF�

� LGHPSRWHQ]D R�SRWHQ]D�LGHQWLFD�
3����D�D� �D 3¶����DÂD� �D

� DVVRUELPHQWR:
3����D��DÂE�� �D 3¶����DÂ�D�E�� �D
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Proprietà dei reticoli

� I reticoli sono RUGLQDWL, ovvero posseggono 
una relazione d’ordine “�´�FRVu�GHILQLWD

[�\ ⇔ [+\=\
� Ricordiamo che una relazione d’ordine “�´

deve godere delle seguenti proprietà:
� ULIOHVVLYD��[���x
� antisimmetrica��[���\�H \���[��=> x = y 
� transitiva��[���\�H \���]��=> [���z

def
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Reticoli distributivi

� Un reticolo si dice distributivo se per ogni 
elemento di . vale la proprietà:
GLVWULEXWLYD

3����DÂ�E�F� DÂE�DÂF
3¶����D��EÂF� �D�E�Â�D�F�
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Minimo e Massimo

� Un reticolo distributivo si dice dotato di 
minimo e massimo assoluti se in . sono 
presenti due elementi - che diremo 0 e 1 
rispettivamente - i quali verificano la
SURSULHWj�GHO�PLQLPR H�PDVVLPR�

3����DÂ� � 3¶����D����� ��

10

Complemento

� Un reticolo distributivo si dice 
complementato se per ogni elemento a di .
esiste ed è unico un elemento che diremo  
(complemento di a) per il quale è valida la 
proprietà

GHO�FRPSOHPHQWR�
3����D�Â�D �� 3¶����D���D ��
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Definizione di AdB

� Un reticolo distributivo, dotato di minimo e 
massimo assoluti e complementato, si dice 
un’algebra di Boole:

� La sestupla

<K, +, ·, ,0,1>
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Legge di dualità

� Da qualsiasi identità booleana se ne può 
trarre un'altra per GXDOLWj, sostituendo cioè 
ad ogni operatore e agli elementi 0 ed 1 il 
rispettivo duale.

� In altre parole, i 14 postulati impiegati per 
definire l'algebra non sono tutti indipendenti 
fra loro

14

Variabili e funzioni booleane

� Elementi del sostegno dell’algebra . Æ YDORUL�ERROHDQL
� Variabili che possono assumere valori booleani Æ

YDULDELOL�ERROHDQH
� Funzioni di variabili booleane in . Æ IXQ]LRQL�ERROHDQH

),,,( 21 Q[[[I\ �=
� Le variabili possono essere a loro volta funzioni booleane
� Un insieme ) di funzioni sul sostegno di un’algebra si 

dice IXQ]LRQDOPHQWH�FRPSOHWR�se TXDOVLDVL funzione 
dell’algebra può essere ottenuta come composizione di 
funzioni appartenenti ad )
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Variabili e funzioni booleane

� Livello di una variabile in una funzione composta 

 
  

f 

x1 
y x2 

xn 

a) 

y1,m1 

ym,mn 

y 

 
f1,1 

y1,1 

b) 

f1,m1 

f1 
y1 

fn, 1 
yn,1 

fn,mn 

fn 
yn 

fy 
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Un esempio (1/3)

))(()( FEDGFFEGDEF\ +++++=

� Applichiamo le proprietà viste sinora per 
trasformare questa funzione 
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Un esempio (2/3)

� Provate ad applicare tutte le proprietà viste sinora 
(nell’ordine: distributiva, commutativa, idempotenza, 
assorbimento)

� Possiamo trasformare la precedente funzione in questa:

EGEFED\ ++=

Soluzione (3/3)

IKJ7LNM1J O PNQ R�S�O TUQ J O V1WUQ O XZY

IKJ7LNM1J O PNQ R�[\L�]�]�WUQ Y�Q O XZYV'V ^�[\[ ^�_Z`-[\[�^�[

abT\T'L�J V'O ]�PZc�Q LNd-e V1[�^
V1[�f
Y\V1[\S g

IKJ7LNM1J O PNQ R�S�O TUQ J O V1WUQ O XZY
h;Y'fNV1[�^�e Y'fNVig�e Y'f�[ g j

( ) ( )( )kml�npo
qrlsntnuqvowlxn= + + + + +

\ EFDG EFE EFF FGE FGF F DE F DF= + + + + + +� �

\ D E F G E F E F G D E F= + + +

( ( ( ))\ E F F D G= + +\ EF EFG DEF= + +

\  F �� F �D � G �  �F � F � ���F � F �D � G ��  D � F � G
( )\ E D F G

\ DE EF EG
= + +
= + +
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Funzione duale

� Data una funzione f(x1, x2, ... ,xn) in una qualsiasi 
forma, diremo funzione duale di I OD�IXQ]LRQH� ƒ
che ha per forma la forma duale di I

� Ad esempio:

)1(

)0(

⋅+=

++=

FED
FED\

\δ

20

Alcuni “teoremi”

� � ed � sono l’uno il complemento dell’altro
� Per la dimostrazione:

y Ricordate come sono definiti il “minimo” ed il 
“massimo” (a=1 per la P6 e a=0 per la P’6)

y verificate la definizione di complemento (esiste 
ed è XQLFR…)
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Convoluzione

� Negando due volte un elemento si ottiene 
l’elemento stesso

� Per la dimostrazione
y Applicate la definizione di complemento sia ad 

un elemento D che al suo negato (e poi la 
proprietà commutativa), e ricordate che il 
complemento è unico

22

Elementi neutri di somma e prodotto

� � è l’elemento neutro della somma
� � è l’elemento neutro del prodotto
� Per la dimostrazione

y Per le proprietà dell’assorbimento
z D����D
��� �D� H� D�• �D������ �D

y Per la proprietà del minimo e del massimo si ha 
che
z a • 0 = 0 e a + 1 = 1

y Quindi a + 0 = a e a • �� �D�
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Assorbimento del complemento

EDEDD +=+
� Per la dimostrazione

y Usate la proprietà distributiva ed infine il 
complemento

24

Teoremi di De Morgan

EDDE
EDED

+=

⋅=+

� Per la dimostrazione
y Consideriamo ad esempio la prima: dovete 

dimostrare che a+b è il complemento 
dell’espressione al secondo membro. Per farlo 
applicate la definizione di complemento.



13

Teorema di De Morgan
D E D E ���
D E D E ���

⋅ = +

+ = ⋅ ( 1, 3 )

( . )

( 1 )

( ’ 7 , ’ 6 )

(

1 1 1

1 . 1) {|{
}N~�~$���Z���{
{�{

������� ���w� ���w�
��� ���
���

��� �������7� ��� �

���

���D�
+ + ⋅ = + ⋅ + + ⋅ =

= + + + =
= + + + =

= + =

( 5 )

( 7 )

( 6 , 3 )

( )

0 0
0 0 0

�
�
���

�\��� �K�  �¡ ¢*£$¤b¥ ¦i§�¨�¡ £$©
ª
«r¬­«�¬ «®«¯¬�¬°«�¬

¬ «+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
= ⋅ + ⋅ =
= + =

±N²1³�²i´
±N²�³ µ'´

�D � E�� �D E�  �
�D � E� �D E�� �

⋅
⋅ ⋅

¶�·�¸.¹KºF»'·)¼ ½�¾$½K¿�ÀbÁK·)¼ Â Ã Ä
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Teorema di Shannon

� Il complemento di una funzione è ottenuto 
sostituendo ad ogni variabile il suo complemento e 
scambiando ogni funzione componente con la sua 
duale.

� Generalizza De Morgan

),(),( 11 QIQ [[[[I �� δ=
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Un altro teorema

\[[\\[ =⇒=+
� Per la dimostrazione:

Å Si può dimostrare che sono vere entrambe le seguenti 
diseguaglianze [�\ H�\�[

Å Conviene tenere presente le seguenti diseguaglianze, 
sempre vere:
Æ D�DE Æ [���[\ H�\���[\
Æ D�E�D�Æ [���\���\ H�[���\���[

Ç Per cui, se vale la (1)
Æ [���[\  �[�\ ��\
Æ \���[\  �[�\ ��[
Ç Si ha quindi [� �\

(1)

28

Proprietà del complemento

[\[\ ≤⇒= 0

� Per la dimostrazione
Å Dimostrate che [ è il complemento di
Å Applicate la definizione della relazione d’ordine �

)( \[ +

[[\[[[GLRFRPSOHPHQW\[
TXLQGL

\[[
[\[

≤=+==+

=+•

=++

y implica )( quindi e   )(

(1) la  valese 
0)(

1)(

(1)

Q�E��D�E ⇔ D+E=E
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Un ulteriore teorema

� Se valgono le 
[�\ D����[\ �

allora \ è unico
� Per la dimostrazione:

Å Supponete che esistano due valori distinti z e y che 
soddisfano la proprietà indicata sopra. Moltiplicate 
membro a membro fino ad ottenere y=z

30

Principio di eliminazione

][\[][\[ =⇒+=+
� Per la dimostrazione

Å Usate due volte la proprietà di assorbimento del 
complemento. Sfruttate la proprietà di unicità enunciata 
nel precedente lucido.
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Principio di eliminazione

� Nell’algebra di Boole non vale il principio di 
elimanzione:

� [�\ [�] non implica necessariamente \ ]��
� L’implicazione vale se è verificata la 

condizione aggiuntiva [\ []

32

Algebre notevoli

� Le proprietà ed i teoremi dimostrati 
precedentemente si applicano a qualsiasi 
“porzione di realtà” che soddisfi gli assiomi 
dell’algebra astratta

� Si individuano così 
Å l’algebra degli insiemi
Å l’algebra della logica delle proposizioni
Å l’algebra dei circuiti
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Algebra degli insiemi

,

34

Algebra degli insiemi (1/2)
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Algebra degli insiemi (2/2)

� Dati due insiemi A,B ∈ T,sono definite le operazioni diÈ Unione (∪)È Intersezione (∩)È Complemento (~)

la sestupla ‹K, ����, ¬, ,T› è un’algebra di Boole.
ove:É K indica l’insieme delle parti di TÉ indica l’insieme vuoto

� /D�UHOD]LRQH�G¶RUGLQH���HTXLYDOH�DOOD�UHOD]LRQH�GL�LQFOXVLRQH�WUD�LQVLHPL��

A B

T
A ∩ B

A ∪ B

'LDJUDPPD�
GL�9HQQ

a ∩ = 

a ∪ T= T

35
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Teorema di Stone

� Ogni algebra di Boole è rappresentabile su 
un'algebra di insiemi. 

� Il modello degli insiemi (e equivalentemente 
i diagrammi di Venn) può essere assunto 
come strumento per verificare o dimostrare 
proprietà di una qualsiasi algebra di Boole. 
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Algebra della logica
� L’insieme K={0,1} su cui siano definite le operazioni

Ê Disgiunzione (v)

Ê Congiunzione(^)

Ê Negazione (¬)

ovvero la sestupla ½.�Y�A��¬����¾�è un’algebra di Boole.

Y 0 1

0 0 1

1 1 1
Ë

0 1

0 0 0

1 0 1

¬ 0 1

1 0

37
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Algebra delle logica

� Due funzioni notevoli nell’algebra delle proposizioni:

Ì Funzione equivalenza

Ì Funzione implicazione

EDDEEDI
ED

+=

⇔

),(

ÍÎÍÎÏÍÎ +=⇒ ),( ,

6L�GLFH�FKH�[�LPSOLFD�\�VH�H�VROR�VH�GDOOD�YHULWj�GL�[��DQWHFHGHQWH��
VFDWXULVFH�QHFHVVDULDPHQWH�OD�YHULWj�GL�\��FRQVHJXHQWH����,Q�WHUPLQL�
DOJHEULFL��HVVHQGR�O¶LPSOLFD]LRQH�IDOVD�VH�H�VROR�VH�[�q�YHUD�H�\�q�
IDOVD��DSSOLFDQGR�LO�7HRUHPD�GL�'H�0RUJDQ��VL�KD [ \ [\

[ \ [ \
⇒ =
⇒ = +
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Algebra della logica 

� Se                è vera, allora                

per le proprietà dell’equivalenza 

O
LPSOLFD]LRQH�q�OD�UHOD]LRQH�G
RUGLQH�QHOO
DOJHEUD�GHOOD�ORJLFD�

1[ \+ =[ \⇒
( . )

( 4 )

( 3 )

( )( ) ( ) 1

Ð\Ñ�Ñ�ÒiÓ�Ô$ÕUÖ
×
×

Ø"Ù�Ú Ó\Û ÜUÐ\Ý

[ \ [ \ \
[ \ [\ \
[ \ \ [\ \\
[ \ \ [ \ \

+ = ⋅ +
= ⋅ + +
= ⋅ ⋅ + +

= + ⋅ + + ⋅ =

[ \ \ [ \+ = ⇔ ≤

39

Þßß Þ +

40

Considerando l’Algebra delle logica
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Algebra dei  circuiti 

� Associa i simboli “0” e “1” ai livelli logici “basso” e “alto”

� Un circuito è descritto dalla funzione

\� �¦�[ à ��[ á �������[ â �
GRYH��\ ELW�GL�XVFLWD����[ à ��[ á �������[ â  ELW�GL�LQJUHVVR

41

42

Algebra dei circuiti: reti bilaterali

5HWH�ELODWHUDOH���OD�IXQ]LRQH�GL�XVFLWD�q�YDOXWDWD��
WUD�GXH�SXQWL�



22

Algebra dei circuiti: reti unilaterali

5HWH�XQLODWHUDOH��LO�IOXVVR�GL�LQIRUPD]LRQH�
SURFHGH��LQ�XQ�XQLFR�VHQVR��LQJUHVVRÆXVFLWD�

43

44

Algebra dei circuiti: esempio

Le reti possono essere interconnesse in
6HULH
3DUDOOHOR
6HULH�3DUDOOHOR
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Riassumendo

� Nelle diverse algebre si utilizzano diversi simboli 
per definire le operazioni fondamentali ed il 
massimo e minimo

� La tabella sottostante li riassume:

46

Forme Algebriche

� L’importanza della forma
ã La corrispondenza biunivoca è tra FORMA e 

CIRCUITO (e non tra una funzione e un 
circuito)

ã Le eguaglianze notevoli e quelle derivate fra 
espressioni equivalgono a equivalenza 
funzionale fra CIRCUITI
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Ancora definizioni…

��

��

)()(),,(

),,(

))((

,

FEDFEDI
EFDFEDI

[DFED

[GEED

++=

++=

++
letterali

termine elementare (clausola)

fattore elementare

mintermine (3 ä )
maxtermine (6 ä )

48

Mintermini e Maxtermini

0,1

1,0

50

50

==

=+=⋅≠∀
=

++=++=

==

∏∑ åå

æåæå
åå

63
6633ML

63

FED6FED6
FED3FED3

(da de Morgan)



25

49

Tabelle di verità

� Se l’algebra è finita, qualsiasi funzione può 
in linea di principio essere rappresentata 
mediante una tabella, definita WDEHOOD�GL�
YHULWj

Tabelle di verità
� Funzione algebrica

ç Funzione definita in maniera tabellare per cui alla variabile dipendente
sono associate tutte le possibili combinazioni delle n variabili
indipendenti.

ove:è
n=numero delle variabili indipendentiè
k=numero dei valori dell’algebra (ad es. k=2)è
N=numero totale di punti della funzioneè
M=numero totale delle funzioni di n variabili

1%�G¶RUD�LQ�DYDQWL�VL�IDUj�HVFOXVLYDPHQWH�ULIHULPHQWR�DOO¶DOJHEUD�SULPRUGLDOH��N ��

Q1 N=
QXPHUR�GHOOH�
ULSHWL]LRQL�GL�N�YDORUL�
VX�Q�SRVWL

é1 N0 N N= = QXPHUR�GHOOH�
ULSHWL]LRQL�GL�N�YDORUL�
VX�1�SRVWL
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Tabelle di verità

52

Forma normale di tipo 3

),1,1,1(),1,0,0(),0,0,0(

)1,1,1()0,0,0(

)],,1,1(),,0,1([

)],,1,0(),,0,0([

),,,1(),,,0(),,(

1210

12

0
2121

32321

32321

21211

�����

�����

��

��

��

������

III
GRYH

3[[[I[[[I

[[I[[[I[[
[[I[[[I[[

[[I[[[I[[[I

ê

ê
ëë ëìì

ìì
ìì

ììì

===

=++=

+

++=

=+=

−

−

=
∑

ααα

α

Forma canonica: definisce 
univocamente la funzione

“uscite” della funzione: sono gli ‘1’ e ‘0’ 
della tabella di verità, non sono variabili!

mintermini
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Forma normale di tipo 3

� Da quanto visto prima si deduce che una funzione di n 
variabili, assegnata mediante una tabella di verità, può 
essere espressa da una forma disgiuntiva di congiunzioni 
o, algebricamente, da una somma di prodotti. 

� Ciascun termine della somma è associato ad un "1" 
presente nella colonna della tabella ed è un prodotto delle 
n variabili, ciascuna delle quali nella forma negata o non a 
seconda che nelle colonne corrispondenti sia presente 
uno "0" o un "1".

� Qualsiasi funzioni è pertanto “algebrica”.

54

Forma Normale di Tipo P

DEFEFDFEDFEDFED\ ++++=
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Forma normale di tipo 3

� Viceversa, qualsiasi funzione algebrica può 
essere posta in forma normale 3 “aggiungendo” i 
letterali mancanti

� Basta sviluppare tutte le operazioni fino ad 
ottenere una somma di prodotti

� Le clausole che non siano mintermini (ovvero che 
non contengano tutte le variabili della funzione) 
possono essere moltiplicate per la somma di tutte 
le possibili clausole ottenibili con le variabili 
assenti

56

Il solito esempio

� Partendo da 

EGEFEDGFED\ ++=),,,(
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Forma normale di tipo 6

∏ −

=
+= 12

01 )()(
í

L LLQ 6[[I α�

� Si può ottenere con il procedimento duale di 
quello usato per la forma di tipo 3

� In alternativa, si può negare la forma di tipo 3 e 
poi applicare de Morgan

58

Forma normale di tipo 6

� Una funzione di n variabili può essere espressa 
da una forma congiuntiva di disgiunzioni o, 
algebricamente, da un prodotto di somme.

� Ciascun fattore del prodotto è associato ad uno 0 
presente nella colonna della tabella ed è una 
somma delle n variabili, ciascuna delle quali nella 
forma negata o non a seconda che nelle colonne 
corrispondenti sia presente un 1 o uno 0.
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Forma Normale di Tipo S

)()()( FEDFEDFED\ ++⋅++⋅++=

60

Numero caratteristico

� E’ la stringa ordinata di valori, tipica di ciascuna 
funzione, di lunghezza �Q per funzioni di Q variabili 
e coincidente con la colonna di "0" e "1" nella 
tabella di verità 

� L'insieme dei numeri caratteristici delle funzioni di 
Q variabili, costituisce ancora un'algebra di Boole 
(con le operazioni effettuate “bit a bit”)
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Numero caratteristico

� Per provare che è vero, partire dalla (1) e ricavare la 
forma P. Dopodiché controllare gli 1 della tabella.

(1) 

62

Equazioni booleane

1)()()()()()()(

0)(

1

}1,0{),,(

12

0

12

0

1

==+⇔=

=+

=⋅

∈=

∏

∑
−

=

−

=

;+;J;I;J;I;J;I

6

3

FF[[I

î

î

ï ïï

ï
ïï

ð

α

α

�

Una funzione booleana di 
questo tipo può essere ridotta ad 
una somma di mintermini o 
prodotto di maxtermini a 
seconda che c sia 1 o 0

F �:  In questa forma, si vede che l’equazione è 
soddisfatta per qualsiasi combinazione di 
variabili che renda un Pi=1

F �: In questa forma deve invece essere Si=0

Nel caso più generale in cui F non sia una costante, ci si riconduce ad uno dei 
casi precedenti osservando che:
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Funzioni incompletamente specificate

� E’ possibile non assegnare il valore di una 
funzione booleana per alcune n-uple di 
valori delle sue variabili
ñ Il valore può essere irrilevante ai fini del 

funzionamento del sistema
ñ Può esserci una dipendenza tra le variabili che 

esclude alcune combinazioni

64

Funzioni incompletamente specificate

� Si parla pertanto di “SXQWL�GL�QRQ�
VSHFLILFD]LRQH” o GRQ¶W�FDUH

� Due funzioni si dicono compatibili se 
assumono gli stessi valori, eccetto al più i 
punti di non specificazione.
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Implicanti di una funzione

11 =+ II
� Un LPSOLFDQWH di I è una funzione I� tale 

che

� Nell’insieme degli implicanti di I, definiamo 
LPSOLFDQWH�SULPR, o principale, un 
implicante che a sua volta non implichi 
nessun altro implicante.

67

Implicanti di una funzione

� Un’interpretazione insiemistica:
ò Tutti i sottoinsiemi di I sono suoi implicanti

ò Solo I ó ed I ô sono implicanti primi
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Proprietà degli implicanti (1/2)

1. La clausola di una funzione I�in forma normale 
di tipo 3 è un suo implicante

2. Una clausola B ne implica un’altra A se e solo 
se B contiene tutti i letterali di A 

3. La somma di due clausole di ordine Q che 
contengono Q�� letterali uguali ed in cui un 
letterale dell'una sia il complemento di quello 
dell'altra è la clausola di ordine Q�� formata dai 
letterali comuni (detta FRQVHQVR). 

1)( 21
1

=++++=+= ∑
=

õöö
õ

ö
ö $$$$I$$I �
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Proprietà degli implicanti (2/2)

3. Ad una funzione può essere aggiunto un suo 
implicante senza alterarne il valore 

�� $ è un implicante di I se e solo se nella prima forma 
canonica di I sono presenti tutti i mintermini aventi $
come fattore 
ò Infatti, se $ è un implicante, lo si può aggiungere ad I, per 

poi espanderlo in mintermini (facendo comparire anche le 
variabili assenti in $)

ò Se, viceversa, sono presenti tutti i mintermini aventi $ come 
fattore, essi possono essere raccolti in modo da far apparire $ come clausola di I.

\][[\][\]][\I
I\]I[\\][\]\[I

+++=

⇒⇒+=

  :ha si

 e  quindi e ,),,(
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

÷ ø ù ú
û û û ü
û û ü û
û ü û û
û ü ü ü
ü û û ü
ü û ü û
ü ü û û
ü ü ü û

÷�ø
ù
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

� Le mappe di Karnaugh sono una 
rappresentazione “tabellare” delle funzioni 
booleane, alternativa alla tabella di verità

� Consentono di individuare facilmente “consensi” 
nell’espressione algebrica
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

73

Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

� Possono essere usate anche per funzioni di 5 o 
6 variabili, perdendo tuttavia l’efficacia e 
l’immediatezza della rappresentazione

75

Proprietà notevoli

� I mintermini che si oppongono in una sola variabile sono 
adiacenti e quindi le coppie di quadratini adiacenti 
rappresentano clausole di ordine Q-1;

� Le clausole di ordine Q-1 (Q≥�� che si oppongono in una 
sola variabile sono ancora adiacenti e quindi le 
“quadruple” rappresentano clausole di ordine Q-2;

� Le “ottuple” (Q≥�) rappresentano clausole di ordine Q��.
� Le clausole sono anche dette “cubi”, o “sottocubi”
� Maggiore è la dimensione del sottocubo, minore l’ordine 

(numero di letterali) della clausola
� I sottocubi di area massima rappresentano gli implicanti 

primi della funzione
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Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

GDEFFGEDGFEDDEGGFE\EDFGFEGFED\D ++++=++= 21 ))

Due modi per rappresentare la stessa funzione:

77

Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

GDEFFGEDGFEDDEGGFE\EDFGFEGFED\D ++++=++= 21 ))

Due modi per rappresentare la stessa funzione:



39

78

Diagrammi di Veitch e mappe di Karnaugh

� Mappe per funzioni in forma S

79

Funzioni di due variabili

Esistono 16 funzioni diverse di due variabili:
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Funzioni di due variabili

ýZþUÿ�� ��������� 	
� þUÿ��
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Funzioni booleane “generalizzate”











=

=
=

⇔=

),,(

),,(

),,(

)(

1

122

111

�



�

�

[[I\

[[I\
[[I\

;)<
�

���

�

�

Si può vedere 
come un’unica 
funzione a più 
uscite
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Funzioni booleane “generalizzate”: esempi

31212

31211

[[[[\
[[[[\

+=

+= ;< ⋅=α
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Funzioni NAND e NOR

\[\[\[
\[\[\[

⋅=+=↓

+=⋅=↑

De Morgan

���

���

[[[[[[[[[
[[[[[[[[[

⋅⋅⋅=+++=↓↓↓

++=⋅⋅⋅=↑↑↑

���

���

212121

212121

NAND

NOR
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Funzioni NAND e NOR

� NAND e NOR QRQ godono della proprietà 
associativa

321321321

321321321

)()(

)()(

[[[[[[[[[
[[[[[[[[[

↓↓≠↓↓≠↓↓

↑↑≠↑↑≠↑↑NAND

NOR
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Funzioni NAND e NOR

� E’ possibile ottenere una AND e una OR tramite 
NAND e NOR

[[[
[[[
=+=↓

=⋅=↑

00

11

� E’ possibile ottenere una NOT tramite NAND e NOR

NAND

NOR

\[\[\[
\[\[\[

↑=↓=+

↓=↑=⋅
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Funzioni NAND e NOR

� Riassumendo, le NAND permettono di ottenere 
una NOT, una AND e, usando De Morgan, una 
OR

� Similmente per la NOR
� Ricordiamo che {AND,OR,NOT} è un insieme 

funzionalmente completo, quindi Æ

{NAND} e {NOR} sono due 
insiemi funzionalmente completi

87

Proprietà di NAND e NOR

� Una NAND di prodotti è uguale alla NAND delle variabili 
indipendenti.
('XDOH) Una NOR di somme è uguale alla NOR delle variabili 
indipendenti

� Una OR di NAND è uguale alla NAND delle variabili indipendenti.
('XDOH) Una AND di NOR è uguale alla NOR delle variabili 
indipendenti

� Una AND  è uguale ad una NOR  di NAND.
('XDOH) Una OR  è uguale ad una NAND  di NOR

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) GFEDGFEDGFED

GFEDFGDEFGDE
↓↓↓=+⋅+=+↓+

↑↑↑=⋅=↑

( ) ( )
( ) ( ) GFEDGFEDGFED

GFEDGFEDGFED
↓↓↓=⋅⋅⋅=↓⋅↓

↑↑↑=+++=↑+↑

��������

� � � �����

+++=↓↑↓
=↑↓↑

)()(

)()(
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Forme NAND e NOR di una funzione

� Una forma elementare di tipo P si trasforma in 
una forma NAND a due livelli operando come 
segue:
� tutti gli operatori si trasformano in NAND, rispettando 

le priorità;
� le clausole costituite da un solo letterale vengono 

negate.

� Dualmente per la forma di tipo S

���I γγγγγγγγγ ↑↑↑=⋅⋅⋅=+++= ��� 212121
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Generalizzando…

� Se le Q sono funzioni invece che letterali, la 
proprietà precedente può essere generalizzata

� Una forma con operatori AND e OR a Q livelli che 
abbia come ultimo livello una OR ($1') si 
trasforma in una forma 1$1' (125), operando 
come segue:
� tutti gli operatori si trasformano in NAND (125) 

rispettando le priorità;
� tutti i letterali che costituiscono variabili di funzioni di  

livello complementare dispari si negano.
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Forme NAND e NOR di una funzione

0)(1)( 212121 ↓↓↓↓=⋅+++=+++= ���I γγγγγγγγγ ���

� Una forma con operatori AND e OR a Q livelli che abbia 
come ultimo livello una OR (AND) si trasforma in una 
forma 125 (NAND) ad n+1 livelli, operando come segue:
� si aggiunge una NOR (NAND ) finale che complementa le uscite;
� tutti gli operatori si trasformano in NOR (NAND) rispettando le 

priorità;
� tutti i letterali che costituiscono variabili di funzioni di livello 

complementare dispari si negano.
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Esempio 1

↑
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Esempio 2

93

Esempio 3

c


