Capitolo 4

Operatori lineari in spazi di
Hilbert 11

Riprendiamo ora lo studio degli operatori lineari in spazi di Hilbert. Consi-
dereremo esempi di operatori di moltiplicazione e di operatori differenziali in
L?(R™) e daremo cenni di teoria spettrale per operatori autoaggiunti. La trat-
tazione seguira,spesso sintetizzandola, quella proposta da diversi autori quali,
ad esempio, ([G]) ([BB]). Per trattazioni piu approfondite sull’argomento si
veda ad esempio ([K])(JRS]). Come nei capitoli precedenti, verranno ripor-
tati in rosso i risultati validi negli spazi di Hilbert complessi di dimensioni
finite e in blu gli approfondimenti.

4.1 Spettro di operatori lineari chiusi su H

Sia H uno spazio di Hilbert separabile e T" un operatore lineare chiuso con
dominio Dt denso in H. Useremo le notazioni:

e Rany =co-dominio di T" (range di T') = {p e H | € Dy : T = ¢};
e Kerr =nucleo di T' (kernel di T') = {¢p € D | T =0};

o (T'—2z) = (T —-21), z € C notazione “contratta” che useremo sempre
in seguito.

Diremo che z € C ¢ un autovalore dell’'operatore T se esiste un vettore, non
nullo, ¢ € Dy tale che T'¢ = z¢. 1l vettore ¢ viene, in questo caso, indicato
come autovettore di T relativo all’autovalore z (naturalmente, se ¢ ¢ un
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autovettore anche A ¢, per ogni A € C, & un autovettore relativo allo stesso
autovalore).

Allo scopo di analizzare la struttura degli autovalori o dei “quasi-autovalori”
dell’operatore T' indagheremo le singolarita della funzione z — (T — z)_l7
nel piano complesso.

Se z non e un autovalore di T, (T' — z) € un operatore chiuso, iniettivo tra
Dy e Ran(r_y). Esiste in questo caso l'inverso Ry(z) = (T —z)~* che applica
Ran(T_Z) su DT.

Se Ran(y_,) = H, (T — z)~* esiste ed ¢ limitato da H a Dy. z si dice allora
appartenente all’ insieme risolvente di T'. Il nome deriva dal fatto che, in
questo caso, ’equazione

(T'=z2)¢=1
ha una ed una sola soluzione (in Dr) per ogni ¢ € H. Indicando con p(7T)
I'insieme risolvente di 7" il suo complemento in C, o(T) = C\p(T) viene

definito come spettro dell’operatore T'. L’operatore Rp(z) € B(H), per
z € p(T), si dice risolvente dell’operatore T.

Teorema 1 Siano z e 2" in p(T). Allora vale lidentita (identita del risol-
vente)

Rr(z) — Rr(2) = (z = 2) Rr(2) Rp(2") = (2 — 2') Rr(2') Ry (2)

Per ogni zy € p(T) esiste un intorno aperto 1, di zy tale che per ogni
z € I,, siha che (serie di Neumann)

Ry(z) = ) (2 — 20)"RE (20).

n=0
Dimostrazione Dalle identita

Rr(2)(T — 2")Rr(2') — Rr(2)(T — z)Rr(2))
RT(Z) — RT(Z,) =
Ry ()T — 2" )Ryp(z) — Rr(Z") (T — 2)Ry(2)

sl ricava

Rr(2)[(T = 2') — (T — 2)] Rr(%')
Rr(z) — Rr(2') =
Re(2')[(T = 2') = (T — 2)] Rr(2)
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da cui si deduce I'identita del risolvente. Applicando iterativamente I'identita
del risolvente si ottengono le identita

Rr(2) = Rr(20) + (2 — 20) Rr(20) Rr(2)
= Rr(20) + (2 — 20) R7:(20) + (2 — 20)*R7(20) Rr(2)
= (2= 20)"RY TV (20) + (2 — 20)" T RE (20) - Rer(2)

n=0

da cui

< |z = 2/"" | Rr(20) | | Rr(2)] -

Re(z) = 3)(z — 20)" Ry (0)

Poiche z e zy appartengono a p(T') le norme ||Ry(2)|| e |Rr(z0)| sono finite.
Per tutti gli 2z tali che |z — zo| | R7(Zp)|| < a < 1 si avra dunque

<a"|Rr(2)].

Ry(2) — Z(z — 20)" Ry (0)

Per N che tende all’infinito il resto della serie ha norma che decresce a zero.
La serie di Neumann ¢ quindi convergente in norma, per z in un intorno di
2o, € converge a Rp(z)

Riuniamo alcune conseguenze del teorema appena dimostrato nel seguente
Corollario 2
e p(T) & un insieme aperto e, di consequenza o(T') & un insieme chiuso;

o (J)%)T(z) e Rr(2'), perz, 2" € p(T), commutano (Rr(z) Rr(2")—Rr(2') Rr(z) =

e la funzione z — Rr(z) da p(T) a B(H) € una funzione analitica. In
particolare, dalla serie di Neumann, si deduce che

dn
@RT(Z) = n! B2 (2)

z=z0
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e se o(T) e p(T) sono entrambi sottoinsiemi non vuoti del piano com-

plesso allora
1

P —
dist(z,0(T))
e SeT e B(H) eselz| > |T| allora z € p(T) e

| Rr(2)]

|l’m |Rr(z)| =0 1|im |zRr(z) +1]| =0 (4.1)
z|—00 z|—00

Dimostrazione La prova dei primi tre punti ¢ immediata. Proviamo il
quarto e il quinto.

Nella prova del teorema abbiamo verificato che se zy € p(T') e |Rr(z0)| |z —
29| < 1 allora la serie di Neumann di punto iniziale zy converge a Rp(z). In
particolare, in queste ipotesi, z € p(T') .

Se, al contrario, z € ¢(T") dovremo quindi avere ||Rr(2o)| |z — 20| = 1. Poiché
la disuguaglianza & vera per ogni z € o(7T) essa rimane vera per il punto z
(che appartiene allo spettro essendo lo spettro chiuso) piu vicino a zy dove
|z — 20| = dist(zo,0(T)).

Per provare le stime della norma del risolvente quando |z| tende all’infinito
¢ sufficiente notare che

1 1 1 & [T\
m) == 2 ()

dove la serie risulta convergente in norma per H%H < 1. E possibile quindi
portare il limite all’interno della somma e provare la seconda delle . La
prima € una conseguenza immediata della presenza del fattore 1/z davanti
alla serie.

Ricordiamo che l'operatore lineare S con dominio Dg, denso in H, si dice
simmetrico se S < S*, autoaggiunto se S = S* (si dira essenzialmente
autoaggiunto se la chiusura di S ¢ un operatore autoaggiunto: S = S*).
Alcune proprieta rilevanti dello spettro di un operatore simmetrico S sono
contenute o conseguenze del

a seguente tabella riporta le possibili “inclusioni” per operatori simmetrici:
simmetrico S € S = §** < §*

simmetrico chiuso S =S = §** < §*
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Teorema 3
i) Se z é autovalore di S allora z € un numero reale.
it) Autovettori corrispondenti a differenti autovalori di S sono ortogonali.

i) Se Imz # 0 allora (S — z) € invertibile su Rans_.) e vale la

1
IRs(2)] < 7
Dimostrazione
i) Se S¢ = z¢ allora z = (EZ;SQZ;) eR

ii) Se S¢1 = 2z1¢1 € Sy = 2909 cOn z1 # 29

0= (¢1,5¢2) — (51, 02) = (22 — 21) (é1, P2)

(ricordarsi che z; e zp sono reali) da cui otteniamo che (¢, ¢2) = 0
essendo zy # 2y

iii) con ¢ € Dg

|(S = 2)¢|* = (S — Rez)¢ — Imzg|* =
= (S = Re2)g|* — slmz [((S — Rez) ¢, 8) — (¢, (S — Rez) ¢)] + (Imz)?|¢|*
= (S = Rez) ¢|” + (Imz)?| |

> (Imz)?| ¢

Se Imz # 0 z non puo quindi essere un autovalore di S e (S — z) applica
in maniera iniettiva Dg su Rans_.y. Se ¢ € Ran(gs_.), cioe se esiste un
¢ € Dg tale che (S — z)¢ = ® si ha allora

1
(Imz)?2

1
(Imz)?2

|Rs(2)u = [9]* < I(5 —2) 9| = l¥l*

da cul si deduce 'ultima affermazione del teorema.

essenz. autoaggiunto S € S = S** = §*

autoaggiunto S = S = §** = §*
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Osservazione 1 Sinoti che il teorema prova che (S—z) € sempre invertibile
per Imz # 0, per ogni operatore simmetrico S. Rangs_,) non coincide pero
necessariamente con tutto H. z puo quindi appartenere a o(S) solo nel caso
in cui Rans—.) # H

Prima di affrontare il teorema che caratterizza le condizioni di autoaggiun-
tezza per operatori simmetrici proviamo il lemma:

Lemma 4 Se T ¢ un operatore lineare con dominio Dy denso in H al-
lora il complemento ortogonale del codominio di T' coincide con il nucleo
dell’operatore aggiunto T*

(Rang)" = Kerps

Dimostrazione Se ¢ € (Rang)" allora (¢, T%) = 0 per ogni 1) € Dy. Allora
¢ € D« e (T*¢,1)) = 0 per ogni ¢ € Dy e quindi per ogni ¢ € H essendo
Dy denso. ¢ appartiene dunque a (RanT)L se e solo se ¢ appartiene a Kery

Conseguenza del precedente ¢ il lemma seguente che ¢ lasciato al lettore come
esercizio.

Lemma 5 Se T é un operatore lineare densamente definito, iniettivo e con
codominio denso in H (Rany = H), allora Uaggiunto T* di T' ha un inverso
e

(T*)fl _ (T—1)*

In particolare se z € p(T'), (T' — z) ¢ invertibile con Ranir_.) = H ed il lemma
precedente asserisce che

RT* (Z) = RT(i)

Come abbiamo visto precedentemente se S € un operatore lineare simmetrico
densamente definito, allora (S—z) e invertibile su Ran(g_.), con inverso Rg(%)
di norma finita, per Imz # 0. Lo spettro o(S) dell’operatore S ¢ quindi un
sottoinsieme dell’asse reale unito ai punti z in C\R dove Ran(s_.) non coincide
con tutto H. Il teorema che segue asserisce che ’assenza di punti di questo
secondo tipo e quello che caratterizza I'autoaggiuntezza dell’operatore S.
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Teorema 6 Sia S simmetrico densamente definito in H: allora S é autoag-
giunto se e solo se

Rans—») = Rans—z = H ze C\R (4.2)

Perché S sia autoaggiunto e sufficiente che valga per z = 1.
S e essenzialmente autoaggiunto se e solo se

Rangz, = H

Dimostrazione Proviamo innanzitutto che se Rg(2) € B(H) allora Rs(z) €
B(H) per ogni z con Imz > 0.

Infatti, se v € p(S) allora z € p(S) per ogni z tale che |z — 1| < 1 ed Rg(z2)
e, per tali valori di z, esplicitamente dato dalla serie di Neumann. In piu, la

1
simmetria di S garantisce che |Rg(z2)|| < T Iterando il procedimento &
m

quindi possibile provare che Rg(z) € B(#H) per ogni z con Imz > 0.
Lo stesso risultato vale naturalmente per i punti z del semipiano Imz < 0,
nellipotesi che Rg(—1) appartenga a B(H)

Osservazione 2 Se definiamo i due numeri positivi
my = dimRan(LS 1) = dimKer(s«g,)

(dim indica la dimensione dei corrispondenti sottospazi) le considerazioni
precedenti indicano che se my = 0 allora dimRan(lSil) = 0 per ogni z rispet-
tivamente nei semipiani superiore ed inferiore del piano complesso. Tramite 1
due numeri m, ed m_, detti indict di difetto dell’operatore simmetrico S,
il teorema asserisce che condizione necessaria e sufficiente perche [’operatore
simmetrico sia autoaggiunto ¢ che my = 0.

Siano quindi m4 = 0.
Sia ¢ € Dg«. Definiamo ¢ = (S —2)"' (S* —1) ¢. Dalla definizione ¢ € Dg
e, dalla simmetria di S, ¥ € Dgx e S*i = Siy. Si ha inoltre (S —1)¢ =
(S* —1) ¢, che implica

(S* =) (p—1) =0 e (¢ — ) € Ker(gx_y.

Poiche, per ipotesi, Ker(gx_,) = Ran(LS + = 10} si deduce che ¢ = ¢ ovvero
che ¢ € Dg e che S*¢ = S¢. S estende quindi S* ed e quindi autoaggiunto.



8 CAPITOLO 4. OPERATORI LINEARI IN SPAZI DI HILBERT II

Inversamente supponiamo che S sia uguale ad S*. Sia ¢ € Ran(ls_z) con
Imz # 0. Allora ¢ € ker(g«_z ed ¢ quindi un autovettore di S* relativo
all’autovalore (non reale) z. Se S = S* la stessa cosa varrebbe per S che,
essendo simmetrico, non puo che avere autovalori reali. Se ne deduce che
¢ = 0 e che, quindi, Rans_,) = H.

La prova delle condizioni per I’essenziale autoaggiuntezza sono praticamente
identiche a quelle riportate precedentemente e sono lasciate come esercizio.

Corollario 7 Se A ¢ un operatore autoaggiunto allora o(A) < R

Esempio (operatore di moltiplicazione) H = L?(R"), operatore di moltipli-
cazione per la funzione continua g : R* — C

Agp=99  oeL’R")
Il dominio naturale D4, dell’operatore A, ¢ il seguente
Da, = {6 e L*R")lg¢e L*(R")}

Certamente A g ¢ densamente definito: Ci°(R™) & certamente contenuto in
Dy, ed ¢ denso in L*(R™).

Anche 'insieme D che si ottiene moltiplicando le funzioni di L*(R™) per le
funzioni caratteristiche delle palle chiuse di raggio » > 0 ed ¢ un insieme
denso in L*(R™) e contenuto in D,,. Infatti se

D={xp¢ con ¢ecL*R"), r>0}

ogni ¢ € L2(R) & tale che |5, 662 —— 0 |5, 00l2 < sup,es, lo(@)] |6l
(notare che il sup,cp |g(x)| € finito per ogni funzione continua g, anche
non limitata). Cerchiamo di caratterizzare il dominio ed il modo di operare
dell’aggiunto A} dell’operatore A,.

Sia ¢ € D Ax € poniamo ¢* = Aj¢. Per definizione di aggiunto, per ogni
Y€ Dy, siha (¢, Ag)) = (¢*,4). Poiche la moltiplicazione per la funzione
g e per xp, commutano Vr > 0 si avra

(0, Agxp, V) = (6, 9xB, %) = (XB,§O,V)
I

(XBr ¢*, 1/1)
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Poiche D4, ¢ denso in L?*(R™) questo implica che yp, ¢* = X,.g¢. In partico-
lare Vr > 0

ot @ae = | 1o e < 161

lz|<r

Passando al limite per r — oo (teorema di dominata convergenza) si ottiene
e gpe L*(R")
o ¢ = A% = go

ovvero ¢ € D, = Da, e A = A cioe 'aggiunto di A, ¢ definito sullo
stesso dominio di A, e su tale dominio opera come operatore di moltiplica-
zione per la funzione g.

In particolare se la funzione g ¢ reale I'operatore A, ¢ autoaggiunto. Si noti
che I'unica proprieta della funzione g utilizzata nella prova e che essa sia
limitata sui compatti di R". La prova, pertanto, si applica all’operatore di
moltiplicazione per ogni funzione g : R” — C che sia limitata sui compatti di
R™.

Nel paragrafo successivo impareremo che ogni operatore autoaggiunto e, in un
senso che preciseremo, 'operatore di moltiplicazione per la funzione g(z) = x
in uno spazio di misura opportuno.

Esempio (operatore di derivazione) In questo esempio discuteremo gli ope-
ratori di derivazione su H = L*(R"). Sia

P(D) = ) anD*

lal<l

un operatore differenziale a coefficienti costanti a,, € C scritto nella notazione
introdotta nel capitolo precedente. Studiando le proprieta delle trasformate
di Fourier abbiamo provato che, se una funzione ¢ ha tutte le derivate fino
allordine k in L?(R™) allora la trasformata di Fourier di P(D)¢ ¢ legata alla
trasformata di Fourier di ¢ dalla

PD)6(k) = | 3 aalth) | (k)
lal<t

L’operatore di derivazione diventa quindi un operatore di moltiplicazione,
per un polinomio nelle componenti di k, in trasformata di Fourier.
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Risulta giustificata quindi la definizione

sul dominio naturale
N
Drioy = { o€ LRV PUk)(k) € ARV}

In particolare 'operatore “Hamiltoniana libera” (per una particella quan-
tistica senza gradi di libertd interni) Hy = —A in L?(R3) & l'operatore
autoaggiunto

7AN

—A¢ = ([k[?¢(k))
sul dominio

Di sy ={0€ LR : [k2(k) € L*(R®) |

Esempio (operatore impulso in un intervallo limitato) L’operatore impulso
per una particella quantistica in una regione limitata di R e 'operatore P =
1 — su L*(0,1). Analizziamo il dominio su cui P puo essere definito.

La pit larga classe di funzioni da R a C su cui si possa definire la derivata ¢ la
classe delle funzioni assolutamente continue. Una funzione da [0,1] — C
si dice assolutamente continua se esiste una funzione ¢» € L'(0,1) tale che
o(x) — P(xg) = Szo ¥(y)dy. Ne segue che ¢ ¢ continua e, quasi ovunque,
¢ =

L’operatore massimale P & dovunque definito sul dominio
Dp = {¢ € L*(0,1)| ¢ & assolutamente continua e ¢’ € L*(0,1)}
Dp & certamente denso in L?(0,1): contiene certamente C°(0, 1) che & denso

in L2(0,1).
Su Dp l'operatore agisce calcolando la derivata e moltiplicandola per u:

Po =g

L’operatore cosi definito non e certamente simmetrico essendo le funzioni
e’ e e~ " autovettori relativi agli autovalori rispettivamente +:. Del resto la
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condizione di simmetria non ¢ soddisfatta essendo, per generiche funzioni ¢
e w in Dp

(¢, Py) = L ¢(a) ' (v)dz = o [9(1)(1) — $(0)(0)] + (P, v).  (4.3)

Se definiamo 'operatore P,,;, con dominio Dp_, = {¢ € Dp| ¢(0) = ¢(1) = 0}

m

e azione
szn¢ = 7’¢/ v¢ € DPm'Ln’

allora P,,;, risulta una restrizione simmetrica di P, come si deduce dalla (4.3))
in cui il termine “di bordo” si annulla per funzioni in Dp,_, .

P,.;n non e autoaggiunto come ci si convince facilmente verificando che il
suo spettro o(P,,,) coincide con tutto il piano complesso. Infatti mostria-
mo che Ranp,,,, ) non puo contenere le funzioni costanti {(z) = a Vx €

[0,1],a € C per alcun valore di z.

12T

(Pin — 2)¢ = 1¢' — z¢ = a ha infatti la soluzione generale C'e™*** — % ed o

facile verificare che tale soluzione non puo essere Contemporaneamentez nulla
inxz = 0edin z = 1 per nessun valore della costante C. Si ha dunque
(P, —2)"" ¢ B(L?(0,1)) per alcun valore di z e p(Ppin) = &.

Tornando alla si nota che la piu generale relazione lineare tra i valori
delle funzioni in 1 ed in 0 che annullano i termini di bordo ¢ data dalla:

o(1) = e¢p(0), (1) = e*(0) con « reale.

Definiremo quindi gli operatori simmetrici P, con dominio
Dp, = {¢ € L*(0,1)| ¢ ¢ assolutamente continua ¢ ¢(1) = e'*¢(0)}

e azione
P, =19 Vo e Dp,.

Dimostriamo che per ogni « reale P, ¢ autoaggiunto.
Sia ¢ € Dpx e ¢* = P*¢ che apparterra ad L?(0,1) e quindi ad L'(0,1).
Definiamo la funzione assolutamente continua

bla) =1 f "ot )y + o

(verificare che appartiene ad L?*(0,1)). Per costruzione 1)’ = ¢*. Per dimo-
strare che P} opera come i—volte la derivata dobbiamo mostrare che 1) = ¢.
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Infatti per ogni £ € Dp,

(6. Pat) = (6°.6) = — f T(2)é()de
= —19(x + v f P(x (4.4)
— Wu)ew $(0)]£(0) + (¥, Pag)

dove abbiamo utilizzato il fatto che ogni £ € Dp, @ tale che £(1) = €"7£(0).
Dalla (4.4) si ricava che
(6 - 6, Pab) = 1 [F(1)e” — T(0)] €(0) (45)
Si verifichi che il sottoinsieme lineare di L*(0,1)
{neL?0,1)| n=1 con&eP,ef0 —0}
¢ denso in L?(0,1). Ammesso tale risultato dalla si ricava
* =1
o Y(L)e = (0) = 6(0) = (1)e

Quindi ¢ € Dp, e P¥¢ = P,¢ che prova che P¥ = P, cioe che P, ¢
autoaggiunto.

4.2 1l teorema spettrale

Vediamo come la struttura spettrale caratterizzi in modo unico un operatore
autoaggiunto. La prova del teorema spettrale verra solo data in spazi di
Hilbert H di dimensione finita.

Sia A un operatore autoaggiunto in H di dimensione n < co. Come abbiamo
ricordato nel capitolo II :

e data una qualunque base {ej},_, di H ad A ¢ associata la matrice
hermitiana Ay, = (e, Ae;) = A,

e A — z non ¢ invertibile per i solo valori di z per cui det |Ag; — 0g12| =0
(valori che non dipendano dalla base scelta). Esistono quindi m < n
valori (reali per quanto abbiamo visto in questo capitolo) A\; < Aj... <
Am che costituiscono lo spettro di A. Per ogni altro z € C infatti A — z
¢ invertibile su tutto H.



4.2. IL TEOREMA SPETTRALE 13

Ra(2) ¢ dunque una funzione analitica in C\ {\;}7_, ed ha nei punti \; sin-
golarita isolate. Le due disuguaglianze provate in precedenza sulla norma
dell’operatore risolvente per operatori rispettivamente chiusi e simmetrici, si
leggono in questo caso

[Ra(Xj +2h)] = e [Ra(A; +2h)| <

SRS
SRS

per h reale.
Per un operatore autoaggiunto A le singolarita isolate non possono quindi
essere altro che poli di ordine 1.

Teorema 8 Sia A un operatore autoaggiunto in uno spazio di Hilbert H di
dimensione n < 0. esistono allora m < n proiettori ortogonali Py, ciascuno
associato a una soluzione \; dell’equazione caratteristica det |Ay; — 205 = 0,
con le proprieta:

L] iP)‘j =1
j=1

.P)\jP)\S:5jsP)\ P)\jZP;j Vle,,m

J

[ ]
R = 2 A= A Py 4.6
a(2) ;)\j_z ; i Px, (4.6)

Osservazione 3 [l teorema asserisce che a ciascun operatore autoagqiun-
to A su H, finito dimensionale, siano associati m < n, sottospazi di H,
mutuamente ortogonali My = Py, ’H con le proprieta:

e ogni vettore ¢ di H ¢ la somma delle sue proiezioni ortogonali sugli

M - ¢=Z¢Mj=2pxj¢

J=1 J=1

e su ogni M; loperatore A opera moltiplicando il vettore per \; (ogni
vettore di M; é autovettore relativo all’autovalore \;).

1

Y
effetti ogni funzione continua dell’operatore A puo essere definita come

Poperatore che, su ogni M;, moltiplica il vettore per f(\;) : f(A)p =
2 ) Pyo
j=1

Il risolvente agisce su M; quindi come moltiplicazione per e in



14 CAPITOLO 4. OPERATORI LINEARI IN SPAZI DI HILBERT II

Dimostrazione La forma che il risolvente assume suggerisce che gli
operatori —FP, siano i residui della funzione R4(z) nei punti di singolarita
Aj.

Sia C'r una circonferenza di raggio sufficientemente grande da contenere
tuttii {\; };nzl e siano C,, circonferenze, di centro \;, di raggi sufficientemente
piccoli da non contenere alcun A, # A;

RA(z) ¢ olomorfa nella regione interna a C'g ed esterna a tuttii C,,. Per
il teorema di Cauchy si ha dunque

LR Ra(z)dz = 2 f T. Ra(z) dz.

Per il lemma del cerchio grande (Lemma 2.6 del Capitolo 1) e tenuto
conto della ({.1)) del corollario (2) si ha

) 1
%1/1@;02—7” . Ra(z)dz = -1

Quindi
1 & J
—_— Ra(z)dz=1
27?2],21 e,

(—er indica che l'integrale sulla curva Cr]. ¢ calcolato circolando in senso
orario).
Definiamo Py, = ﬁ S—CT]. Ra(z)dz. Allora per j # s
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J J Ra(z (2")dzd
T C’rs
2)? ch Jc z—2

Ts

Py, Py, =

per l'identita del risolvente. Ma

1 1
f -Ra(2)d? = f R4(2)dz =0
c c

Z—2z z—z
Ts T4

Ru(z)
z—z
olomorfa in z per z interno a C,, (e 2’ € C,,).
Si ha quindi che Py, Py, = 0 per j # s.

(2)

essendo

. . 1 o
Slaj=serj=r;>rys=r

Tenuto conto che

1
J -R(2)d? =0
C @ Z—Z
)

essendo

1
*J -Ra(2)dz = —2m1 Ru(2)
Cw 7

4(2) — Ra(2')) dzd2'

~ olomorfa in 2’ per 2’ interno a C,, (e z € C,,) e

15
RA(Z/)
z—2z

z . . R,
? olomorfa all’interno di C2 come funzioni di 2’ per z € OT(I) e
J j
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come si ottiene per calcolo diretto di

con 2’ interno a C’T@), si ottiene
J

P = P,

Per la simmetria della circonferenza C,; rispetto alla coniugazione complessa:
z € C,, < z € (,, si deduce che

1 1
Py, = — R dz = — RA(Z)dz = Py
& 211 ), alz) dz 21 ) a(z) dz Aj

T

dove si ¢ utilizzata 'autoaggiuntezza di A. Poiche R(z) ha solo poli del
primo ordine con residui —Py; nei punti \;, la funzione da C — B(H)

Ra(z) + 2

A(2) Z z =\

¢ una funzione intera che tende a 0 per |z| tendente all’infinito ed & quindi la
funzione nulla. Si ha cioe:

moop
Ru(z) = L.
jzl >\j —Z
1

Y = (A—2) Ra(2) = ¢ cioe

Per ogni ¢ € M; = P\, si ha (A — z) S
Ay = A\j1b. Per ogni ¢ € H si ha dunque

Ap=A> P o= (Z by PAJ.> ®
j=1

j=1

J

che dimostra il teorema.

Seguono alcune definizioni necessarie per introdurre il Teorema Spettrale
nel caso generale di spazi di Hilbert di dimensione infinita.
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Intuitivamente ci fara da guida il risultato ottenuto precedentemente per un

operatore autoaggiunto A in uno spazio di Hilbert H di dimensione n < o

che possieda m < n autovalori Ay < Ay < ... < A\,,.

Riferendoci a questo caso, definiamo E) = Z Py; AeR. Essendo i Py
JiA <A

operatori di proiezione ortogonale, su sottospazi mutuamente ortogonali, gli

E)\ sono operatori di proiezione ortogonale per ogni A € R.

Dalla definizione discendono le seguenti proprieta della funzione E)

a) s— lim Ey=0 s—limFE\,=1
A—>—00 A—00

b) E)\E)\/ = E)\/E)\ - Emin{)\,)\’}

C) Exipo=s— leilﬂ.? Exic = E)

Per ogni ¢ € H con |¢| = 1 la funzione positiva di variabile reale A —
(¢, Exp) & crescente, vale 0 per A < A; e vale 1 per A = \,,,. Ogni funzione
di questo tipo definisce una misura e un integrale su R (integrale di Stieltjes)
che nel caso in esame ¢ la misura di probabilita (vedi capitolo II) p, =
Z;'r;lw’ Py;0) 0,

In termini di tale misura la del teorema spettrale si legge

0 ¢] Q0

X pig(dX) = f A d(¢, Exg)

—00

(6.40) = |

—00

che verra sintetizzata nella

0 0
A= J NdEy f(A) = f FN dE,
—0Q0 —00
per ogni funzione continua e limitata f.
Sia ora H uno spazio di Hilbert di dimensione qualunque.

Definizione Si dice famiglia spettrale, o schiera spettrale, o risoluzione
dell’identita una famiglia {E)} g di operatori di proiezione ortogonale che
soddisfino le proprieta a), b) e c).

Vale il teorema

2Data una successione di operatori T}, si dira che tende fortemente all’operatore T,
scrivendolo T'= s — lim T),, se Vo € H, T,¢ tende a T'¢ in H
n—00
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Teorema 9 (Teorema Spettrale) FE) sia una famiglia spettrale nello spa-
zio di Hilbert H. Ad essa é allora associato un operatore autoaggiunto A
formalmente denotato come

A fo ) dEy (A7)

—0o0

ovvero con dominio e azione sequenti

Dy = {gzﬁeHUOO N d (¢, Exo) <oo}

—00

0

(6, Ad) = f A d(6, Exd) (48)

—Q0
Viceversa se A é un operatore autoaggiunto allora esiste una (e una sola)
schiera spettrale Ey tale che valga la .

Esempio In L*(R) definiamo la famiglia di operatori Ey di moltiplicazione
per la funzione caratteristica dell’intervallo (—co, A] 1 E) ¢(x) = X(—oo (@) ().
Essendo operatori di moltiplicazione per funzioni limitate e reali gli F\ sono
autoaggiunti e limitati. E immediato verificare che le proprieta a), b) e c)
delle schiere spettrali sono verificate dagli . L’operatore autoaggiunto A
associato alla schiera spettrale e definito dalle

[IEX fo@ ola)fs = [ 2 o ar< o

049 = | Y fw 6(z) ds - fi A 602 dA

—o0 —

Dy = {¢ e L*(R)

A ¢ quindi I'operatore autoaggiunto in L?*(R) di moltiplicazione per la fun-
zione f(z) = x.

Osservazione 4 La forma quadratica @), wa identita di polarizzazione,
fornisce tutti i prodotti scalari (v, Ap) per ogni ¢, 1 € H e specifica quindi
univocamente ’azione dell’operatore A su ogni vettore di H.

St noti inoltre che, come nel caso finito dimensionale, la decomposizione
spettrale fornisce una forma esplicita delle funzioni limitate dell’operatore A:
la funzione f(A) dell’operatore autoaggiunto A ¢ definita dalla

= [ sovam,
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In particolare per z € p(A) < C e per t € R sono definite le funzioni

1 o1 ”
=f d E\ e’tAzj e d Ey

A—=z o A— 2 o

La prima esprime il risolvente dell’operatore autoaggiunto A mentre la se-
conda definisce una famiglia di operatori unitari (e="4 essendo l'inverso di
e'1) funzione del parametro reale t.

Definizione Si definisce gruppo unitario fortemente continuo in 4 una
famiglia di operatori unitari U(t) con t € R tale che valgano le proprieta

o Ult+t)=UMBUE)

e U(t) ¢ fortemente continuo: 11_{1% Ut)=1
Osservazione 5 Si noti che la forte continuita per t = 0, espressa dalla
seconda proprieta, implica, per la prima proprieta, che la continuita valga
per ogni valore di t.
Si noti inoltre che la prima proprieta implica che U(—t) sia inverso (e
quindi ’aggiunto trattandosi di un operatore unitario) di U(t): U(—t) U(t) =
UU(—t)=U0)=1=U(-t)=Ut) ' =U@)*

Vale il seguente

Teorema 10 (Teorema di Stone) Se
lora la famiglia di operatori unitari U (t
continuo su H con le proprieta

A & un operatore autoaggiunto, al-
) = e ™A & un gruppo fortemente

o conserva il dominio di A: e 4Dy < Dy
o commuta con A (come tutte le funzioni di A): e ™A A= Ae A

o per ogni ¢ € Dy “Devoluto” ¢(t) = e "¢ soddisfa l'equazione (di
Schrédinger)

con condizione iniziale ¢(0) = ¢.
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