
Capitolo 4

Operatori lineari in spazi di
Hilbert II

Riprendiamo ora lo studio degli operatori lineari in spazi di Hilbert. Consi-
dereremo esempi di operatori di moltiplicazione e di operatori differenziali in
L2pRnq e daremo cenni di teoria spettrale per operatori autoaggiunti. La trat-
tazione seguirà,spesso sintetizzandola, quella proposta da diversi autori quali,
ad esempio, ([G]) ([BB]). Per trattazioni più approfondite sull’argomento si
veda ad esempio ([K])([RS]). Come nei capitoli precedenti, verranno ripor-
tati in rosso i risultati validi negli spazi di Hilbert complessi di dimensioni
finite e in blu gli approfondimenti.

4.1 Spettro di operatori lineari chiusi su H
Sia H uno spazio di Hilbert separabile e T un operatore lineare chiuso con
dominio DT denso in H. Useremo le notazioni:

• RanT ” co-dominio di T (range di T ) ” tφ P H | Dψ P DT : Tψ “ φu;

• KerT ” nucleo di T (kernel di T ) ” tφ P DT |Tφ “ 0u;

• pT ´ zq ” pT ´ z1q, z P C notazione “contratta” che useremo sempre
in seguito.

Diremo che z P C è un autovalore dell’operatore T se esiste un vettore, non
nullo, φ P DT tale che Tφ “ zφ. Il vettore φ viene, in questo caso, indicato
come autovettore di T relativo all’autovalore z (naturalmente, se φ è un

1



2 CAPITOLO 4. OPERATORI LINEARI IN SPAZI DI HILBERT II

autovettore anche λφ, per ogni λ P C, è un autovettore relativo allo stesso
autovalore).
Allo scopo di analizzare la struttura degli autovalori o dei “quasi-autovalori”
dell’operatore T indagheremo le singolarità della funzione z Ñ pT ´ zq´1,
nel piano complesso.
Se z non è un autovalore di T , pT ´ zq è un operatore chiuso, iniettivo tra
DT e RanpT´Zq. Esiste in questo caso l’inverso RT pzq ” pT ´zq

´1 che applica
RanpT´zq su DT .
Se RanpT´zq “ H, pT ´ zq´1 esiste ed è limitato da H a DT . z si dice allora
appartenente all’ insieme risolvente di T . Il nome deriva dal fatto che, in
questo caso, l’equazione

pT ´ zqφ “ ψ

ha una ed una sola soluzione (in DT ) per ogni ψ P H. Indicando con ρpT q
l’insieme risolvente di T il suo complemento in C, σpT q “ CzρpT q viene
definito come spettro dell’operatore T . L’operatore RT pzq P BpHq, per
z P ρpT q, si dice risolvente dell’operatore T .

Teorema 1 Siano z e z1 in ρpT q. Allora vale l’identità (identità del risol-
vente)

RT pzq ´RT pz
1
q “ pz ´ z1qRT pzqRT pz

1
q “ pz ´ z1qRT pz

1
qRT pzq

Per ogni z0 P ρpT q esiste un intorno aperto Iz0 di z0 tale che per ogni
z P Iz0 si ha che (serie di Neumann)

RT pzq “
8
ÿ

n“0

pz ´ z0q
nRn`1

T pz0q.

Dimostrazione Dalle identità

RT pzq ´RT pz
1
q “

$

&

%

RT pzqpT ´ z
1qRT pz

1q ´RT pzqpT ´ zqRT pz
1q

RT pz
1qpT ´ z1qRT pzq ´RT pz

1qpT ´ zqRT pzq

si ricava

RT pzq ´RT pz
1
q “

$

&

%

RT pzq rpT ´ z
1q ´ pT ´ zqsRT pz

1q

RT pz
1q rpT ´ z1q ´ pT ´ zqsRT pzq
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da cui si deduce l’identità del risolvente. Applicando iterativamente l’identità
del risolvente si ottengono le identità

RT pzq “ RT pz0q ` pz ´ z0qRT pz0qRT pzq

“ RT pz0q ` pz ´ z0qR
2
T pz0q ` pz ´ z0q

2R2
T pz0qRT pzq

“ ............................................................................

“

N
ÿ

n“0

pz ´ z0q
nR

pn`1q
T pz0q ` pz ´ z0q

n`1Rn`1
T pz0q ¨ RT pzq

da cui
›

›

›

›

›

RT pzq ´
N
ÿ

n“0

pz ´ z0q
nRn`1

T pz0q

›

›

›

›

›

ď |z ´ z0|
N`1

}RT pz0q}
N`1

}RT pzq} .

Poichè z e z0 appartengono a ρpT q le norme }RT pzq} e }RT pz0q} sono finite.
Per tutti gli z tali che |z ´ z0| }RT pZ0q} ď a ă 1 si avrà dunque

›

›

›

›

›

RT pzq ´
N
ÿ

n“0

pz ´ z0q
nRn`1

T pz0q

›

›

›

›

›

ď aN`1
}RT pzq} .

Per N che tende all’infinito il resto della serie ha norma che decresce a zero.
La serie di Neumann è quindi convergente in norma, per z in un intorno di
z0, e converge a RT pzq

Riuniamo alcune conseguenze del teorema appena dimostrato nel seguente

Corollario 2

• ρpT q è un insieme aperto e, di conseguenza σpT q è un insieme chiuso;

• RT pzq e RT pz
1q, per z, z1 P ρpT q, commutano pRT pzqRT pz

1q´RT pz
1qRT pzq “

0q

• la funzione z Ñ RT pzq da ρpT q a BpHq è una funzione analitica. In
particolare, dalla serie di Neumann, si deduce che

dn

dzn
RT pzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“z0

“ n!Rn`1
T pz0q
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• se σpT q e ρpT q sono entrambi sottoinsiemi non vuoti del piano com-
plesso allora

}RT pzq} ě
1

distpz, σpT qq

• Se T P BpHq e se |z| ą }T } allora z P ρpT q e

lim
|z|Ñ8

}RT pzq} “ 0 lim
|z|Ñ8

}zRT pzq ` 1} “ 0 (4.1)

Dimostrazione La prova dei primi tre punti è immediata. Proviamo il
quarto e il quinto.

Nella prova del teorema abbiamo verificato che se z0 P ρpT q e }RT pz0q} |z ´
z0| ă 1 allora la serie di Neumann di punto iniziale z0 converge a RT pzq. In
particolare, in queste ipotesi, z P ρpT q .
Se, al contrario, z P σpT q dovremo quindi avere }RT pz0q} |z´ z0| ě 1. Poiché
la disuguaglianza è vera per ogni z P σpT q essa rimane vera per il punto z
(che appartiene allo spettro essendo lo spettro chiuso) più vicino a z0 dove
|z ´ z0| “ distpz0, σpT qq.

Per provare le stime della norma del risolvente quando |z| tende all’infinito
è sufficiente notare che

RT pzq “ ´
1

z

1

1´ T
z

“ ´
1

z

8
ÿ

n“0

ˆ

T

z

˙n

dove la serie risulta convergente in norma per }T
z
} ă 1. È possibile quindi

portare il limite all’interno della somma e provare la seconda delle (4.1). La
prima è una conseguenza immediata della presenza del fattore 1{z davanti
alla serie.

Ricordiamo che l’operatore lineare S con dominio DS, denso in H, si dice
simmetrico se S Ď S˚, autoaggiunto se S “ S˚ (si dirà essenzialmente
autoaggiunto se la chiusura di S è un operatore autoaggiunto: S “ S˚). 1

Alcune proprietà rilevanti dello spettro di un operatore simmetrico S sono
contenute o conseguenze del

1la seguente tabella riporta le possibili “inclusioni” per operatori simmetrici:

simmetrico S Ď S “ S˚˚ Ď S˚

simmetrico chiuso S “ S “ S˚˚ Ď S˚
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Teorema 3

i) Se z è autovalore di S allora z è un numero reale.

ii) Autovettori corrispondenti a differenti autovalori di S sono ortogonali.

iii) Se Imz ‰ 0 allora pS ´ zq è invertibile su RanpS´zq e vale la

}RSpzq} ď
1

Im z

Dimostrazione

i) Se S φ “ z φ allora z “
pφ, Sφq

pφ, φq
P R

ii) Se S φ1 “ z1 φ1 e S φ2 “ z2 φ2 con z1 ‰ z2

0 “ pφ1, Sφ2q ´ pSφ1, φ2q “ pz2 ´ z1q pφ1, φ2q

(ricordarsi che z1 e z2 sono reali) da cui otteniamo che pφ1, φ2q “ 0
essendo z1 ‰ z2

iii) con φ P DS

}pS ´ zqφ}2 “ }pS ´ Rezqφ´ ıImzφ}2 “

“ }pS ´ Rezqφ}2 ´ ıImz rppS ´ Rezqφ, φq ´ pφ, pS ´ Rezqφqs ` pImzq2}φ}2

“ }pS ´ Rezqφ}2 ` pImzq2}φ}2

ě pImzq2}φ}2

Se Imz ‰ 0 z non può quindi essere un autovalore di S e pS ´ zq applica
in maniera iniettiva DS su RanpS´zq. Se ψ P RanpS´zq, cioè se esiste un
φ P DS tale che pS ´ zqφ “ ψ si ha allora

}RSpzqψ}
2
“ }φ}2 ď

1

pImzq2
}pS ´ zqφ}2 “

1

pImzq2
}ψ}2

da cui si deduce l’ultima affermazione del teorema.

essenz. autoaggiunto S Ď S “ S˚˚ “ S˚

autoaggiunto S “ S “ S˚˚ “ S˚
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Osservazione 1 Si noti che il teorema prova che pS´zq è sempre invertibile
per Imz ‰ 0, per ogni operatore simmetrico S. RanpS´zq non coincide però
necessariamente con tutto H. z può quindi appartenere a σpSq solo nel caso
in cui RanpS´zq ‰ H

Prima di affrontare il teorema che caratterizza le condizioni di autoaggiun-
tezza per operatori simmetrici proviamo il lemma:

Lemma 4 Se T è un operatore lineare con dominio DT denso in H al-
lora il complemento ortogonale del codominio di T coincide con il nucleo
dell’operatore aggiunto T ˚

pRanT q
K
“ KerT˚

Dimostrazione Se φ P pRanT q
K allora pφ, Tψq “ 0 per ogni ψ P DT . Allora

φ P DT˚ e pT ˚φ, ψq “ 0 per ogni ψ P DT e quindi per ogni ψ P H essendo
DT denso. φ appartiene dunque a pRanT q

K se e solo se φ appartiene a KerT

Conseguenza del precedente è il lemma seguente che è lasciato al lettore come
esercizio.

Lemma 5 Se T è un operatore lineare densamente definito, iniettivo e con
codominio denso in H (RanT “ H), allora l’aggiunto T ˚ di T ha un inverso
e

pT ˚q´1
“
`

T´1
˘˚

In particolare se z P ρpT q, pT ´ zq è invertibile con RanpT´zq “ H ed il lemma
precedente asserisce che

RT˚pzq “ RT pzq

Come abbiamo visto precedentemente se S è un operatore lineare simmetrico
densamente definito, allora pS´zq è invertibile su RanpS´zq, con inverso RSpzq
di norma finita, per Imz ‰ 0. Lo spettro σpSq dell’operatore S è quindi un
sottoinsieme dell’asse reale unito ai punti z in CzR dove RanpS´zq non coincide
con tutto H. Il teorema che segue asserisce che l’assenza di punti di questo
secondo tipo è quello che caratterizza l’autoaggiuntezza dell’operatore S.
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Teorema 6 Sia S simmetrico densamente definito in H: allora S è autoag-
giunto se e solo se

RanpS´zq “ RanpS´z̄q “ H z P CzR (4.2)

Perché S sia autoaggiunto è sufficiente che (4.2) valga per z “ ı.
S è essenzialmente autoaggiunto se e solo se

RanS¯ı “ H

Dimostrazione Proviamo innanzitutto che se RSpıq P BpHq allora RSpzq P
BpHq per ogni z con Imz ą 0.
Infatti, se ı P ρpSq allora z P ρpSq per ogni z tale che |z ´ ı| ă 1 ed RSpzq
è, per tali valori di z, esplicitamente dato dalla serie di Neumann. In più, la

simmetria di S garantisce che }RSpzq} ď
1

Imz
. Iterando il procedimento è

quindi possibile provare che RSpzq P BpHq per ogni z con Imz ą 0.
Lo stesso risultato vale naturalmente per i punti z del semipiano Imz ă 0,
nell’ipotesi che RSp´ıq appartenga a BpHq

Osservazione 2 Se definiamo i due numeri positivi

m˘ “ dimRanKpS˘ıq “ dimKerpS˚¯ıq

(dim indica la dimensione dei corrispondenti sottospazi) le considerazioni
precedenti indicano che se m˘ “ 0 allora dimRanKpS˘ıq “ 0 per ogni z rispet-
tivamente nei semipiani superiore ed inferiore del piano complesso. Tramite i
due numeri m` ed m´, detti indici di difetto dell’operatore simmetrico S,
il teorema asserisce che condizione necessaria e sufficiente perchè l’operatore
simmetrico sia autoaggiunto è che m˘ “ 0.

Siano quindi m˘ “ 0.
Sia φ P DS˚ . Definiamo ψ “ pS ´ ıq´1

pS˚ ´ ıqφ. Dalla definizione ψ P DS

e, dalla simmetria di S, ψ P DS˚ e S˚ψ “ Sψ. Si ha inoltre pS ´ ıqψ “
pS˚ ´ ıqφ, che implica

pS˚ ´ ıq pφ´ ψq “ 0 e pφ´ ψq P KerpS˚´ıq.

Poichè, per ipotesi, KerpS˚´ıq “ RanKpS`ıq “ t0u si deduce che ψ “ φ ovvero
che φ P DS e che S˚φ “ Sφ. S estende quindi S˚ ed è quindi autoaggiunto.
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Inversamente supponiamo che S sia uguale ad S˚. Sia φ P RanKpS´zq con
Imz ‰ 0. Allora φ P kerpS˚´zq ed è quindi un autovettore di S˚ relativo
all’autovalore (non reale) z. Se S “ S˚ la stessa cosa varrebbe per S che,
essendo simmetrico, non può che avere autovalori reali. Se ne deduce che
φ “ 0 e che, quindi, RanpS´zq “ H.
La prova delle condizioni per l’essenziale autoaggiuntezza sono praticamente
identiche a quelle riportate precedentemente e sono lasciate come esercizio.

Corollario 7 Se A è un operatore autoaggiunto allora σpAq Ă R

Esempio (operatore di moltiplicazione) H “ L2pRnq, operatore di moltipli-
cazione per la funzione continua g : Rn Ñ C

Agφ “ g φ φ P L2
pRnq

Il dominio naturale DAg dell’operatore Ag è il seguente

DAg “
 

φ P L2
pRnq|g φ P L2

pRnq
(

Certamente Ag è densamente definito: C80 pR
nq è certamente contenuto in

DAg ed è denso in L2pRnq.
Anche l’insieme D che si ottiene moltiplicando le funzioni di L2pRnq per le
funzioni caratteristiche delle palle chiuse di raggio r ą 0 ed è un insieme
denso in L2pRnq e contenuto in DAg . Infatti se

D “
 

χBrφ con φ P L2
pRnq, r ą 0

(

ogni φ P L2pRnq è tale che }χBrφ´φ}2 ÝÝÝÑ
rÑ8

0 e }χBrφg}2 ď supxPBr |gpxq|}φ}2

(notare che il supxPBr |gpxq| è finito per ogni funzione continua g, anche
non limitata). Cerchiamo di caratterizzare il dominio ed il modo di operare
dell’aggiunto A˚g dell’operatore Ag.
Sia φ P DA˚g e poniamo φ˚ “ A˚gφ. Per definizione di aggiunto, per ogni
ψ P DAg si ha pφ,Agψq “ pφ

˚, ψq. Poichè la moltiplicazione per la funzione
g e per χBr commutano @r ą 0 si avrà

pφ,AgχBrψq “ pφ, g χBr ψq “ pχBr ḡ φ, ψq

“

pχBr φ
˚, ψq
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Poichè DAg è denso in L2pRnq questo implica che χBr φ
˚ “ χrḡφ. In partico-

lare @r ą 0
ż

|x|ďr

|ḡφ|2 pxqdx “

ż

|x|ďr

|φ˚|2 pxqdx ď }φ˚}22.

Passando al limite per r Ñ 8 (teorema di dominata convergenza) si ottiene

• ḡφ P L2pRnq

• φ˚ “ A˚gφ “ ḡφ

ovvero φ P DAḡ “ DAg e A˚g “ Aḡ cioè l’aggiunto di Ag è definito sullo
stesso dominio di Ag e su tale dominio opera come operatore di moltiplica-
zione per la funzione ḡ.
In particolare se la funzione g è reale l’operatore Ag è autoaggiunto. Si noti
che l’unica proprietà della funzione g utilizzata nella prova è che essa sia
limitata sui compatti di Rn. La prova, pertanto, si applica all’operatore di
moltiplicazione per ogni funzione g : Rn Ñ C che sia limitata sui compatti di
Rn.
Nel paragrafo successivo impareremo che ogni operatore autoaggiunto è, in un
senso che preciseremo, l’operatore di moltiplicazione per la funzione gpxq “ x
in uno spazio di misura opportuno.

Esempio (operatore di derivazione) In questo esempio discuteremo gli ope-
ratori di derivazione su H “ L2pRnq. Sia

P pDq “
ÿ

|α|ďl

aαD
α

un operatore differenziale a coefficienti costanti aα P C scritto nella notazione
introdotta nel capitolo precedente. Studiando le proprietà delle trasformate
di Fourier abbiamo provato che, se una funzione φ ha tutte le derivate fino
all’ordine k in L2pRnq allora la trasformata di Fourier di P pDqφ è legata alla
trasformata di Fourier di φ dalla

{P pDqφpkq “

¨

˝

ÿ

|α|ďl

aαpı kq
α

˛

‚φ̂pkq

L’operatore di derivazione diventa quindi un operatore di moltiplicazione,
per un polinomio nelle componenti di k, in trasformata di Fourier.
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Risulta giustificata quindi la definizione

P pDqφ “
­

P pikq
^
φ

sul dominio naturale

DP pDq “

"

φ P L2
pRnq

ˇ

ˇ P pı kq
^
φpkq P L2

pRnq

*

In particolare l’operatore “Hamiltoniana libera” (per una particella quan-
tistica senza gradi di libertà interni) H0 “ ´4 in L2pR3q è l’operatore
autoaggiunto

´4φ “
­

p|k|2
^
φpkqq

sul dominio

Dp´4q “
!

φ P L2
pR3
q : |k|2φ̂pkq P L2

pR3
q

)

Esempio (operatore impulso in un intervallo limitato) L’operatore impulso
per una particella quantistica in una regione limitata di R è l’operatore P “

ı
d

dx
su L2p0, 1q. Analizziamo il dominio su cui P può essere definito.

La più larga classe di funzioni da R a C su cui si possa definire la derivata è la
classe delle funzioni assolutamente continue. Una funzione da r0, 1s Ñ C
si dice assolutamente continua se esiste una funzione ψ P L1p0, 1q tale che
φpxq ´ φpx0q “

şx

x0
ψpyqdy. Ne segue che φ è continua e, quasi ovunque,

φ1 “ ψ.
L’operatore massimale P è dovunque definito sul dominio

DP “
 

φ P L2
p0, 1q

ˇ

ˇφ è assolutamente continua e φ1 P L2
p0, 1q

(

DP è certamente denso in L2p0, 1q: contiene certamente C80 p0, 1q che è denso
in L2p0, 1q.
Su DP l’operatore agisce calcolando la derivata e moltiplicandola per ı:

Pφ “ ıφ1

L’operatore cos̀ı definito non è certamente simmetrico essendo le funzioni
ex e e´x autovettori relativi agli autovalori rispettivamente ˘ı. Del resto la
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condizione di simmetria non è soddisfatta essendo, per generiche funzioni φ
e ψ in DP

pφ, Pψq “

ż 1

0

φ̄pxq ıψ1pxqdx “ ı
“

φ̄p1qψp1q ´ φ̄p0qψp0q
‰

` pPφ, ψq . (4.3)

Se definiamo l’operatore Pmin con dominioDPmin “ tφ P DP | φp0q “ φp1q “ 0u

e azione
Pminφ “ ıφ1 @φ P DPmin ,

allora Pmin risulta una restrizione simmetrica di P , come si deduce dalla (4.3)
in cui il termine “di bordo” si annulla per funzioni in DPmin .

Pmin non è autoaggiunto come ci si convince facilmente verificando che il
suo spettro σpPminq coincide con tutto il piano complesso. Infatti mostria-
mo che RanpPmin´zq non può contenere le funzioni costanti ξpxq “ a @x P
r0, 1s, a P C per alcun valore di z.

pPmin ´ zqφ “ ıφ1 ´ zφ “ a ha infatti la soluzione generale C e´ı zx ´
a

z
ed è

facile verificare che tale soluzione non può essere contemporaneamente nulla
in x “ 0 ed in x “ 1 per nessun valore della costante C. Si ha dunque
pPm ´ zq

´1
R B pL2p0, 1qq per alcun valore di z e ρpPminq “ H.

Tornando alla (4.3) si nota che la più generale relazione lineare tra i valori
delle funzioni in 1 ed in 0 che annullano i termini di bordo è data dalla:
φp1q “ eıαφp0q, ψp1q “ eıαψp0q con α reale.
Definiremo quindi gli operatori simmetrici Pα con dominio

DPα “
 

φ P L2
p0, 1q

ˇ

ˇφ è assolutamente continua e φp1q “ eıαφp0q
(

e azione
Pαφ “ ıφ1 @φ P DPα .

Dimostriamo che per ogni α reale Pα è autoaggiunto.
Sia φ P DP˚α e φ˚ “ P ˚αφ che apparterrà ad L2p0, 1q e quindi ad L1p0, 1q.
Definiamo la funzione assolutamente continua

ψpxq “ ı

ż x

0

φ˚pyqdy ` c

(verificare che appartiene ad L2p0, 1q). Per costruzione ıψ1 “ φ˚. Per dimo-
strare che P ˚α opera come i´volte la derivata dobbiamo mostrare che ψ “ φ.
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Infatti per ogni ξ P DPα

pφ, Pαξq “ pφ
˚, ξq “ ´ı

ż 1

0

ψ1pxqξpxqdx

“ ´ı ψpxq gpxq
ˇ

ˇ

1

0
` ı

ż 1

0

ψpxqξ1pxqdx

´ ı
“

ψp1qeı γ ´ ψp0q
‰

ξp0q ` pψ, Pαξq

(4.4)

dove abbiamo utilizzato il fatto che ogni ξ P DPα è tale che ξp1q “ eı γξp0q.
Dalla (4.4) si ricava che

pφ´ ψ, Pαξq “ ´ı
“

ψp1qeı γ ´ ψp0q
‰

ξp0q (4.5)

Si verifichi che il sottoinsieme lineare di L2p0, 1q
 

η P L2
p0, 1q

ˇ

ˇ η “ ıξ1 con ξ P Pα e ξp0q “ 0
(

è denso in L2p0, 1q. Ammesso tale risultato dalla (4.5) si ricava

• φ “ ψ

• ψp1qe´ı “ ψp0q “ φp0q “ φp1qe´ı

Quindi φ P DPα e P ˚αφ “ Pαφ che prova che P ˚α “ Pα cioè che Pα è
autoaggiunto.

4.2 Il teorema spettrale

Vediamo come la struttura spettrale caratterizzi in modo unico un operatore
autoaggiunto. La prova del teorema spettrale verrà solo data in spazi di
Hilbert H di dimensione finita.
Sia A un operatore autoaggiunto in H di dimensione n ă 8. Come abbiamo
ricordato nel capitolo II :

• data una qualunque base teku
n
k“1 di H ad A è associata la matrice

hermitiana Ak l “ pek, A elq “ Al k;

• A´ z non è invertibile per i solo valori di z per cui det |Ak l ´ δk lz| “ 0
(valori che non dipendano dalla base scelta). Esistono quindi m ď n
valori (reali per quanto abbiamo visto in questo capitolo) λ1 ă λ2... ă
λm che costituiscono lo spettro di A. Per ogni altro z P C infatti A´ z
è invertibile su tutto H.
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RApzq è dunque una funzione analitica in Cz tλju
m
j“1 ed ha nei punti λj sin-

golarità isolate. Le due disuguaglianze provate in precedenza sulla norma
dell’operatore risolvente per operatori rispettivamente chiusi e simmetrici, si
leggono in questo caso

}RApλj ` ı hq} ě
1

h
e }RApλj ` ı hq} ď

1

h

per h reale.
Per un operatore autoaggiunto A le singolarità isolate non possono quindi
essere altro che poli di ordine 1.

Teorema 8 Sia A un operatore autoaggiunto in uno spazio di Hilbert H di
dimensione n ă 8. esistono allora m ď n proiettori ortogonali Pλj , ciascuno
associato a una soluzione λj dell’equazione caratteristica det |Ak l ´ zδk l| “ 0,
con le proprietà:

•
m
ÿ

j“1

Pλj “ 1

• Pλj Pλs “ δj sPλj Pλj “ P ˚λj @j “ 1, ...,m

•
RApzq “

m
ÿ

j“1

Pλj
λj ´ z

A “
m
ÿ

j“1

λj Pλj (4.6)

Osservazione 3 Il teorema asserisce che a ciascun operatore autoaggiun-
to A su H, finito dimensionale, siano associati m ď n, sottospazi di H,
mutuamente ortogonali Mj “ PλjH con le proprietà:

• ogni vettore φ di H è la somma delle sue proiezioni ortogonali sugli

Mj : φ “
m
ÿ

j“1

φMj
“

m
ÿ

j“1

Pλjφ

• su ogni Mj l’operatore A opera moltiplicando il vettore per λj (ogni
vettore di Mj è autovettore relativo all’autovalore λj).

Il risolvente agisce su Mj quindi come moltiplicazione per
1

λj ´ z
e in

effetti ogni funzione continua dell’operatore A può essere definita come
l’operatore che, su ogni Mj, moltiplica il vettore per fpλjq : fpAqφ “
m
ÿ

j“1

fpλjqPλjφ
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Dimostrazione La forma (4.6) che il risolvente assume suggerisce che gli
operatori ´Pλj siano i residui della funzione RApzq nei punti di singolarità
λj.

Sia CR una circonferenza di raggio sufficientemente grande da contenere
tutti i tλju

m
j“1 e siano Crj circonferenze, di centro λj, di raggi sufficientemente

piccoli da non contenere alcun λp ‰ λj
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RApzq è olomorfa nella regione interna a CR ed esterna a tutti i Crj . Per
il teorema di Cauchy si ha dunque

ż

CR

RApzq dz “
m
ÿ

j“1

ż

Crj

RApzq dz.

Per il lemma del cerchio grande (Lemma 2.6 del Capitolo 1) e tenuto
conto della (4.1) del corollario (2) si ha

lim
RÕ8

1

2πı

ż

CR

RApzqdz “ ´1

Quindi

1

2 π ı

m
ÿ

j“1

ż

´Crj

RApzq dz “ 1

(´Crj indica che l’integrale sulla curva Crj è calcolato circolando in senso
orario).
Definiamo Pλj “

1
2π ı

ş

´Crj
RApzq dz. Allora per j ‰ s
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Pλj Pλs “
1

p2π ıq2

ż

Crj

ż

Crs

RApzqRApz
1
q dz dz1

“
1

p2π ıq2

ż

Crj

ż

Crs

1

z ´ z1
pRApzq ´RApz

1
qq dz dz1

per l’identità del risolvente. Ma
ż

Crs

1

z ´ z1
RApzqdz

1
“

ż

Crj

1

z ´ z1
RApz

1
qdz “ 0

essendo
RApzq

z ´ z1
olomorfa in z1 per z1 interno a Crs (e z P Crj) e

RApz
1q

z ´ z1
olomorfa in z per z interno a Crj (e z1 P Crs).
Si ha quindi che Pλj Pλs “ 0 per j ‰ s.

Sia j “ s e r1
j ” rj ą rs ” r

p2q
j
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P 2
λj
“

1

p2 π ıq2

ż

C
r
p1q
j

ż

C
p2q
rj

RApzqRApz
1
q dz dz1

“
1

p2 π ıq2

ż

C
p1q
rj

ż

C
p2q

r
p2q
j

1

z ´ z1
pRApzq ´RApz

1
qq dz dz1

Tenuto conto che
ż

C
r
p2q
j

1

z ´ z1
RApzqdz

1
“ 0

essendo
RApzq

z ´ z1
olomorfa all’interno di Cr2

j
come funzioni di z1 per z P C

r
p1q
j

e

´

ż

C
r
p1q
j

1

z ´ z1
RApz

1
qdz “ ´2π ıRApz

1
q
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come si ottiene per calcolo diretto di
ż

C
r
p1q
j

1

z ´ z1
dz “ 2πı

con z1 interno a C
r
p1q
j

, si ottiene

P 2
λj
“ Pλj

Per la simmetria della circonferenza Crj rispetto alla coniugazione complessa:
z P Crj Ø z P Crj , si deduce che

Pλj “
1

2 π ı

ż

Crj

RApzq dz “
1

2 π ı

ż

Crj

RApzq dz “ P ˚λj

dove si è utilizzata l’autoaggiuntezza di A. Poichè RApzq ha solo poli del
primo ordine con residui ´Pλj nei punti λj, la funzione da C Ñ BpHq

RApzq `
m
ÿ

j“1

Pλj
z ´ λj

è una funzione intera che tende a 0 per |z| tendente all’infinito ed è quindi la
funzione nulla. Si ha cioè:

RApzq “
m
ÿ

j“1

Pλj
λj ´ z

.

Per ogni ψ P Mj “ PλjH si ha pA´ zq
1

λj ´ z
ψ “ pA´ zq RApzqψ “ ψ cioè

Aψ “ λjψ. Per ogni φ P H si ha dunque

Aφ “ A
m
ÿ

j“1

Pλjφ “

˜

m
ÿ

j“1

λj Pλj

¸

φ

che dimostra il teorema.

Seguono alcune definizioni necessarie per introdurre il Teorema Spettrale
nel caso generale di spazi di Hilbert di dimensione infinita.
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Intuitivamente ci farà da guida il risultato ottenuto precedentemente per un
operatore autoaggiunto A in uno spazio di Hilbert H di dimensione n ă 8
che possieda m ď n autovalori λ1 ă λ2 ă . . . ă λm.
Riferendoci a questo caso, definiamo Eλ ”

ÿ

j:λjďλ

Pλj λ P R. Essendo i Pλj

operatori di proiezione ortogonale, su sottospazi mutuamente ortogonali, gli
Eλ sono operatori di proiezione ortogonale per ogni λ P R.
Dalla definizione discendono le seguenti proprietà della funzione Eλ

a) s´ lim
λÑ´8

Eλ “ 0 s´ lim
λÑ8

Eλ “ 1 2

b) EλEλ1 “ Eλ1Eλ “ Emintλ,λ1u

c) Eλ`0 ” s´ lim
εÓ0

Eλ`ε “ Eλ

Per ogni φ P H con }φ} “ 1 la funzione positiva di variabile reale λ Ñ
pφ,Eλφq è crescente, vale 0 per λ ă λ1 e vale 1 per λ ě λm. Ogni funzione
di questo tipo definisce una misura e un integrale su R (integrale di Stieltjes)
che nel caso in esame è la misura di probabilità (vedi capitolo II) µφ “
řm
j“1pφ, Pλjφq δλj .

In termini di tale misura la (4.6) del teorema spettrale si legge

pφ,Aφq “

ż 8

´8

λ µφpdλq “

ż 8

´8

λ dpφ,Eλφq

che verrà sintetizzata nella

A “

ż 8

´8

λ dEλ fpAq “

ż 8

´8

fpλq dEλ

per ogni funzione continua e limitata f .

Sia ora H uno spazio di Hilbert di dimensione qualunque.

Definizione Si dice famiglia spettrale, o schiera spettrale, o risoluzione
dell’identità una famiglia tEλuλPR di operatori di proiezione ortogonale che
soddisfino le proprietà a), b) e c).

Vale il teorema

2Data una successione di operatori Tn si dirà che tende fortemente all’operatore T ,
scrivendolo T “ s´ lim

nÑ8
Tn, se @φ P H, Tnφ tende a Tφ in H
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Teorema 9 (Teorema Spettrale) Eλ sia una famiglia spettrale nello spa-
zio di Hilbert H. Ad essa è allora associato un operatore autoaggiunto A
formalmente denotato come

A “

ż 8

´8

λ dEλ (4.7)

ovvero con dominio e azione seguenti

DA “

"

φ P H
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

´8

λ2 d pφ,Eλφq ă 8

*

pφ,Aφq “

ż 8

´8

λ d pφ,Eλφq (4.8)

Viceversa se A è un operatore autoaggiunto allora esiste una (e una sola)
schiera spettrale Eλ tale che valga la (4.7).

Esempio In L2pRq definiamo la famiglia di operatori Eλ di moltiplicazione
per la funzione caratteristica dell’intervallo p´8 , λs : Eλ φpxq ” χp´8,λspxqφpxq.
Essendo operatori di moltiplicazione per funzioni limitate e reali gli Eλ sono
autoaggiunti e limitati. È immediato verificare che le proprietà a), b) e c)
delle schiere spettrali sono verificate dagli Eλ. L’operatore autoaggiunto A
associato alla schiera spettrale è definito dalle

DA “

"

φ P L2
pRq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

´8

λ2 d

ż λ

´8

|φpxq|2dx “

ż 8

´8

λ2
|φpλq|2 dλ ă 8

*

pφ,Aφq “

ż 8

´8

λ d

ż λ

´8

|φpxq|2dx “

ż 8

´8

λ |φpλq|2 dλ

A è quindi l’operatore autoaggiunto in L2pRq di moltiplicazione per la fun-
zione fpxq “ x.

Osservazione 4 La forma quadratica (4.8), via l’identità di polarizzazione,
fornisce tutti i prodotti scalari pψ,Aφq per ogni φ, ψ P H e specifica quindi
univocamente l’azione dell’operatore A su ogni vettore di H.
Si noti inoltre che, come nel caso finito dimensionale, la decomposizione
spettrale fornisce una forma esplicita delle funzioni limitate dell’operatore A:
la funzione fpAq dell’operatore autoaggiunto A è definita dalla

fpAq “

ż 8

´8

fpλqdEλ
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In particolare per z P ρpAq Ă C e per t P R sono definite le funzioni

1

A´ z
“

ż 8

´8

1

λ´ z
dEλ eıtA “

ż 8

´8

eıtλ dEλ

La prima esprime il risolvente dell’operatore autoaggiunto A mentre la se-
conda definisce una famiglia di operatori unitari (e´ıtA essendo l’inverso di
eıtA) funzione del parametro reale t.

Definizione Si definisce gruppo unitario fortemente continuo inH una
famiglia di operatori unitari Uptq con t P R tale che valgano le proprietà

• Upt` t1q “ UptqUpt1q

• Uptq è fortemente continuo: lim
tÑ0

Uptq “ 1

Osservazione 5 Si noti che la forte continuità per t “ 0, espressa dalla
seconda proprietà, implica, per la prima proprietà, che la continuità valga
per ogni valore di t.
Si noti inoltre che la prima proprietà implica che Up´tq sia l’inverso (e
quindi l’aggiunto trattandosi di un operatore unitario) di Uptq: Up´tqUptq “
UptqUp´tq “ Up0q “ 1 ùñ Up´tq “ Uptq´1 “ Uptq˚

Vale il seguente

Teorema 10 (Teorema di Stone) Se A è un operatore autoaggiunto, al-
lora la famiglia di operatori unitari Uptq “ e´ıtA è un gruppo fortemente
continuo su H con le proprietà

• conserva il dominio di A: e´ıtADA Ă DA

• commuta con A (come tutte le funzioni di A): e´ıtAA “ Ae´ıtA

• per ogni φ P DA “l’evoluto” φptq “ e´ıtA φ soddisfa l’equazione (di
Schrödinger)

ı
dφptq

dt
“ Aφptq

con condizione iniziale φp0q “ φ.
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