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INTRODUZIONE
In questi fogli, che accompagnano le mie note | |, sono proposti alcuni eser-

cizi sull’integrazione indefinita, definita ed impropria.

Lo spettro di tali esercizi, seppur ampio, non esaurisce tutte le possibili eventualita
che si possono presentare nel Calcolo. E lasciato allo studioso lettore il compito
di reperire e svolgere ulteriori esercizi', qualora egli non si sentisse ancora padrone
delle tecniche di integrazione indefinita elementare.

Infine, nell’ultimo paragrafo sono proposti alcuni esercizi teorici sull’integrazione
definita, i quali servono a prendere confidenza con la teoria svolta a lezione e le sue
potenzialita.

Avvertenza: Nei presenti fogli, quando non ¢& specificato altrimenti, i simboli
a, b, \,w, p denotano numeri reali (con a,p # 0 e A\,w > 0) ed n denota un numero
naturale > 1.

1. INTEGRALI IMMEDIATI

Esercizio 1: I seguenti integrali si calcolano come integrali “della tabella” (cfr.
TABELLE 1 e 2).

(1) /\/ax—i— dx— YV (ax 4+ b)ntl + C,

Date: 9 agosto 2018.
ITali esercizi si trovano su un qualsiasi eserciziario di Analisi I, ivi compresi quelli consigliati
a lezione, ed anche in rete.
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Esercizio 2: Determinare una formula di ricorrenza per:

I(n):= /tan"(wx) dx
e dimostrare che l'integrale in questione é elementare.

[Suggerimento: Ricordare che tan?(wzx) = —1, sfruttare le proprieta delle

1
cos? (wz)
potenze e decomporre in somma.|

2. INTEGRALI CHE SI CALCOLANO PER PARTI

Esercizio 3: Calcolare i seguenti integrali usando la formula d’integrazione per
parti:

(23) /(:z:2+1) e’dz=e” (2 —22+3)+C,
(24) /(x3 — ) ety = % e 1 (% - 2) +C,
(25) /(ar2 — 2az + a?) sin(wz)dz = % <2w(x — a)sin(wz)
+ (2—wi(z — a)?) cos(wx)) +C,
(26) /(ax +b) cos(wz)dax = % (ax +b) sin(wx) + % cos(wz) + C,
(27) /1og2xdx:x(log2x—2 logz +2) + C,
(28) /(322 +a?) logzdx = % x (27@2 + 2% — 27a* logx
—3 2% logz + 27a” log2 x
+ g 2% log? m) +C,
(29) /arcsin(az +b)dx = é ((az +b) arcsin(azx + b)
VI@ ) +C
(30) /settsinh(ax +b)dx = % ((ax +b) settsinh(az + b)
- 1+(a:c+b)2) +C,
(31) /arccos2 zdz =gz arccos’z — 21/1 — 22 arccosz — 2z + C,
(32) /setttanhxdx =z setttanhx + % log(1 —2%) +C.

Esercizio 4: Calcolare gli integrali ciclici:

1

w2 +p2
1

w2 +p2

(33) / sin(wr) e dz =

e’” (p sin(wz) —w cos(wz)) + C,

(34) /cos(wx) e PPdx =

e P? (w sin(wz) — p cos(wz)) + C,
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1
(35) /sin()\x) cos(wz) dz = e (w sin(Az) sin(wz)
+ A cos(Az) cos(wx)) +C,

(36) /sin()\x) sin(wz) dz = ﬁ (w sin(Az) cos(wz)

— A cos(A\z) sin(wx)) +C,
(37) /Cos()\x) cos(wz) dz = ﬁ ()\ sin(Az) cos(wz)

—w cos(Ax) sin(wz)) +C,
(38) /earcslnwz (i;r — % earcsln wx (wz + 1 _ w2x2> + C’
(39) /\/lfx2 dx:%w 17x2+%arcsin:r+0,

1 2

(40) /\/:UQ +w2dx = 3 VaZ+w?+ % log <x+ \/3:2—|—w2) +C, .

[Suggerimento: In (39) e (40) si consiglia di integrare per parti con fattore diffe-
renziale 1; inoltre, in (40) conviene far comparire al numeratore del nuovo integrale
la derivata del radicando presente al denominatore; cid consente di riottenere 1’in-
tegrale di partenza al secondo membro.]

Inoltre, provare che gli integrali (35)—(37) si possono ricondurre ad integrali imme-
diati usando le formule di Werner della Trigonometria Elementare.

3. INTEGRALI RAZIONALI

Esercizio 5: 1. Dopo aver verificato che ognuno dei polinomi di secondo grado
elencati in seguito ha A < 0, usare la tecnica del completamento del quadrato per
scrivere tali polinomi come somma di due quadrati:

(41) z? 4 2z + 3, z? — 2z + 5, 2+ x4,
(42) 222 + V2 + 1, n22? + 3z + 72, etz —x+2.

2. Sfruttare la tecnica del completamento del quadrato per scomporre i seguenti
polinomi di grado pari:

(43) zt + 4, 8 -1, 28 + 7.

Esercizio 6: Calcolare i seguenti integrali di fratti semplici:

1

(44) /x+2dx:10g\x+2|+0,
1 1 3

4 =-1 - =

(45) /2x73dx 5 log|z 2‘—!—0,
3 3 x

(46) \/\mdx:j arctan%‘i—O,

(47)
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1 1 z+1
4 _—_— = _—
(48) /m2+2x+3dz arctan(\/§)+0,

wt

S

T 1 1 20+ 1
49 ——— —dz == log(z®> 4+ 2 +3) — — arctan ——— + C,
(49) /x2+$+3 5 Logl )= U V11
3x + 2 3 9 5 4o +1
50 ——dx=- log(2z“ +x+ 1) + — arctan ——— + C.
(50) /2m2+x+1 4 & ) 2T V7

Esercizio 7: Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali usando la tecnica
di scomposizione in fratti sempliciZ:

z+1
1 -3
52 =-1 C
(52) —2x— do=7lg x+1’+ ’

x = —log|r — 1|+ 2log|z + 5| + C,

| w7
(53) IEr—

+4a:—5

(54) /3 +7$+2dx—10g|x+2|—710g|3x+1|+0
(55) /4x2 so—54%= 112 log ;i;i‘*c
(56) /mdx:%b 23:—3’_’_0’
(57) /m dmzélog%—i—&
2
(58) /(xtxﬂ)l(z?ﬂﬂ) dx:ilogiiﬁﬁ

V3 ( 2 1 )
+ —arctan | —x + —
6 V3 V3

_“EMw(f }) e

x2 1 2 —2r+2
59 Y Qr=clgt 2T
(59) /:c4+4 R R e P

1 1
+ 1 arctan(z + 1) + 1 arctan(z — 1) + C,

28i ricordi che un polinomio di secondo grado non monico, cioé un polinomio del tipo az2+bz+c
con a # 1, avente A = b2 — 4ac > 0 puod essere fattorizzato come:

{a (x —x1) (x —22) ,se A>0ex # x2 sono le radici del polinomio
2
a

,se A=0exy = f% € l"unica radice del polinomio

(z — 1)
Inoltre, si ricordi che il Teorema di Ruffini garantisce che:

“Un polinomio p(z) ¢ divisibile per x — a se e solo se a ¢ radice di p(z) (cioé
se p(a) = 0).”

In particolare, cid implica che:
“Se p(x) ha coeflicienti interi, o & intero e se p(x) si divide per = — a, allora «

& un divisore del termine noto di p(z);”

pertanto, le radici intere di un polinomio a coefficienti interi vanno necessariamente ricercate tra
i divisori del termine noto.
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2
2z — Dz —2) =1 -2/ -21 -1
(60) /x(x—l)(x—?) dz = log |z — 2| oglz — 1]
+log|z| + C,
6
1 b3 3ol o
o /w(:v—l)(x—2)(x—3) dz =loglz — 3 — 3log|z — 2|

+3log |z — 1| —log |z| + C,

24
(62) /x(m—l)(x—Z)(m—3)(x—4) de
=log|z — 4] — 4log |z — 3|
+6log|z — 2| —4log |z — 1|
+ log |z| + C,

n!
(63) |y

|
M=

(Z) (=1)* log |z —n + k|
3

+ -
al

Esercizio 8: Calcolare i seguenti integrali usando la formula di Hermite:

23 -2 —z+3 222 —3x —4
64 de=———-——-+0C,
(64) /(m—2)2(ac—1)3 T )12
8 3 1
1 1
+Z arctanx—glog(xQ—&-l)
1
_4(x—1)+0’
223 + 5a? + 4z + 2 T 1
(66) /z5+5z4+9x3+7:c2+21’dm:10g x4+ 2 +2(:17+1)2+C’
2% —102% + 1822 — 15z + 5 11 rz—3
67 de=—1
(67) / (z—1)3(z — 3)2 16 Og:cl‘
5x? — 7 4
X x + e

C8(z—3)(z—1)2

31l coefficiente binomiale di indici n e k (con n,k € NU{0} e k < n) & il numero definito

ponendo:
<n) o n!
k) kKl (n—Ek)

n

Si pud provare che ogni coefficiente ( k

) é un numero naturale e che i coefficienti soddisfano le
seguenti proprieta:

(o) =1=() (D)=r=(10)
(=020 ) = ()

(=600

Tali proprieta consentono di identificare i coefficienti binomiali con i coefficienti che figurano nel
cosiddetto triangolo di Tartaglia, ossia coi coefficienti nello sviluppo della potenza n-esima del
binomio; da cid ne deriva il nome.
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Esercizio 9: Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali con quoziente non
4
nullo™:

3z3 4+ T2 +4x -1 1,
68 dr=— 1 2
(68) / 37 Trra  Ar= g Floglr
1
~3 log [3z + 1| + C,
3zt —102% + 9z — 4 3 9
(69) / e de=2"+3z"—=x

2
+logle — 1|+ —— + C,
rz—1

2% — 2z + 3log |z + 1|

(70) /x6z5+3m42x3+3x23x11

(x4+1)(2241)2 T2
— arctanz — 230 + C,
4+ 1
327 + T2° + 423 — x 1, 1 9
71 de = - -1 2
(71) / iy dr= T gl 42

1
5 log [322 + 1|+ C.

[Suggerimento: Nell’ultimo integrale, sarebbe opportuno fare una sostituzione
prima di avventurarsi nella decomposizione dell’integrando.|

Esercizio 10: Siano p(z) e g(z) polinomi di grado > 1.

1. Provare che la funzione fi(z) := p(z) - arctan ¢(z) € elementarmente integrabile
in R.

2. Se ¢(x) non & ovunque < 0, provare che la funzione fo(x) := p(x) - logq(z) &
elementarmente integrabile.

3. Se |g(z)| non ¢ ovunque > 1, provare che la funzione f3(x) := p(z) - setttanh g(x)
é elementarmente integrabile.

[Suggerimento: Per le ipotesi fatte su ¢, ogni funzione fi (k = 1,2,3) ¢ definita
almeno in un intervallo della retta reale ed é ivi continua; ergo essa ha qualche pri-
mitiva. Per mostrare che ogni primitiva é una funzione elementare basta integrare
[ fx(x) dx per parti con fattore differenziale p(z).]

4Cio accade sempre quando il grado del numeratore ¢ maggiore o tutt’al piu uguale al grado
del denominatore.

Infatti, se f(z) = g;g; con grpj > grpe, lalgoritmo della divisione assicura ’esistenza di due

polinomi g(x) ed r(x) che soddisfano le proprieta:
p1(z) = q(z) - p2(z) + r(2)
grq = grpi1 — grpz
grr < grp2

(tali polinomi sono chiamati, rispettivamente, quoziente e resto della divisione di p1 per p2) e cid
importa che:

r(z)

f(z) =q(z) + @’

con ¢(x) non identicamente nullo.
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Esercizio 11 (Integrale di Dalzell®): Seguendo lo schema proposto qui di
seguito, provare che 2—72 ¢ una buona approssimazione di 7w per eccesso.

1. Posto:

I(1) ::/0 271 =) dx e J(1) ::/0 (1 —2)* dx,

2 +1
provare che I; > 0.

2. Calcolare esplcitamente I(1) sfruttando la scomposizione in fratti semplici e
dimostrare che % & un’approssimazione per eccesso di 7 sfruttando il punto 1.

3. Mostrare che:

J(1) < I(1) < J(1)

DN =

e, calcolando esplicitamente J(1), ottenere delle stime per 'errore di approssima-
22

zione = — .
4. Posto:
Pad(1—x)® ' 8
1(2) ::/O 1 dz e J(2) ::/0 2°(1—2)° dz
1,129 _ )12 1
1(3) ::/ x(zix) dzx e J(3) ::/ 21 —2)? da,
0 ¢ +1 0

provare ad usare lo stesso schema precedente per ottenere approssimazioni di 7w e
confrontare i risultati con quanto gia acquisito nei punti 1 — 3.

Le approssimazioni sono sempre per eccesso? Migliorano? Peggiorano?

Descrivere la situazione e proporre qualche congettura per il caso generale, i.e.
quello che coinvolge gli integrali:

1 _4n 1 — p)4n 1
I(n) :z/O % dz e J(n) ::/O (1 —z)¥ dx .

4. INTEGRALI CHE SI CALCOLANO PER SOSTITUZIONE

Esercizio 12: Con l'ausilio di opportune sostituzioni, calcolare i seguenti integra-
li:

(72) / 1_:_372 log(arctane®)dx = arctane® (log(arctane®) — 1) 4+ C,
e x

€2 — 2 2 7 -

5Donald Percy Dalzell (1898 — 1988), matematico ed ingegnere inglese, impiegato alla Standard
Telephone and Cables Company di Londra e proprietario di alcuni brevetti su cavi di comunicazioni
elettriche.
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e’ 1

74 - dzx == 1 2 4 4e® 416
() /62“’+4ez+16 v =g logle™ +de +16)

1 ex—i—

— — arctan —— + C,

V3

(75) /long—&—de_ll ﬂ—?logaj
(21og2x71) 2 \/§+210gx ’

= arcsm(arcsm T ,

o |
\/ 1 — arcsin® z)(1 — 22)

__VEH3 o sleg 4 ¥E — — O
(77) \/»(+f)d 3log |1+ /x| 1+€F+C
(78) /\/i:{dx— 3\f+2\f+\/§arctan<2\/j§_1>
3arctan<m\/§+1>

1
—2log(V/x + l)filog({’f— Vr+1)
3 ) .
+§log(€/5+{’/§+1)+c,

/QIj-ll + 1 5% T 1

r+2 z—1

ir 12
+v2 log<2(x—1) x+1 +4m—1>+C,

1 1
= -1
(80) /1fcosx73sinxdx 3 8
1 1
1 dz = loglt 1]
(81) /sin(wa:) —cos(wz) -1 "~ w o8 an( ) +C
(52)
1+ tan? 1
/ i + tan®(wzx) do = Llog
tan®(wx) — 5 tan(wx) 4+ 6 w

5sin2zr — 1
(83) / S dx = 3log|tanx — 2| + 4 log|cosz| + 2x
cosz (sinz — 2cosx)

tan(z/2)

v

tan(wz) — 3
tan(wz) — 2

e

+C,
1 1
! +C
20 — 1+ V4z2 +1
1 1
(85) /de=§10g<2x+\/4x2+2)

+ arctan (296—1— Vdx2 +2 — 1) +C
1
86 dz =1 2 V4 2
(86) /ﬁ(mn v =log 2V + Vv +2)
+23rctan(2\/5+\/4x+271)+0
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i 1
(87) /w da =< (sin2x—0052x
1+ tanzx 8

- 210g|cosx+sinx|> +C.

Esercizio 13 (Integrali Abeliani®): Alcuni integrali calcolati nell’Esercizio
precedente si inquadrano in una tipologia piit generale.
Ogni integrale nella forma:

/R(Ly) dz,

in cui R ¢ una funzione razionale dei suoi argomenti e le variabili z ed y sono legate
da una relazione del tipo:

(88) p(z,y) =0

con p polinomio di grado > 1, si chiama integrale abeliano associato alla curva
algebrica di equazione (88). Ad esempio gli integrali:

/R(x, Yz) dz o /R(:z:, Vi 1201 2) da

sono integrali abeliani associati, rispettivamente, alle curve y> — 2 = 0 ed 22 — y% +
20 +2=0.

Provare che se esistono due funzioni razionali ¢(t) e 1(t) tali che p(p(t),¥(t)) =0
allora I'integrale abeliano [ R(z,y)dz associato alla curva algebrica di equazione
p(x,y) = 0 & razionalizzabile con le sostituzioni x = ¢(t) e y = ¥(t).

Trovare 'espressione dell’integrale f R(z,y)dx rispetto alla variabile ausiliaria ¢.

5. INTEGRALI IMPROPRI

Esercizio 14: Usando l'opportuna definizione ed i metodi di integrazione noti,
calcolare i seguenti integrali impropri:

—+oo

1 T
(89) /ﬁ de=3
0
i 1 2
T —
90 d
1
+oo
\/3 ™ 1
91 —— dx = log 3
(01) /1+:1:3 6 2v3 °
2
+oo 1
(92) /x?’ e ” dx:§

6Niels Henrik Abel (1802 — 1829), matematico norvegese.



(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

ESERCIZI

SULL’INTEGRAZIONE

1
/logx de=-1
0
2 1
ogx
d =
/ el x (a—1)2
1
11
ogx 1
de=———
/ ga 07 (a—1)2
0
-1
L 1
$3_x2dx: og2—1
4
4—zx 7
NCEESE dx =2+ 3arctan 2
0
+oo
4—zx q 3
r=—
Va(l+xz)? 2
0
+oo 1
T
- dz==Z
/x4+5x2+4 7%
+oo 1
/i do =~
e® +a2e® 2a
“+o0
1 2+ 7
——— dz =log
Ve et +1 3
log 2
“+o0
/xe*” dx:8—2
0
—+oo
3 —sz _
/x e dx78—4
0
+o0o
( ) —ST d S
cos(wz) e T =
§2 + w?
0
+oo
/sin(wm) e " dr= 521)74()2

0

7Si ricordi che arctanz + arctan(1/z) = m/2 per & > 0.
8Gli ultimi quattro integrali sono importanti, poiché definiscono la trasformata di Laplace
unilatera delle funzioni z, x3, cos(wz) e sin(wx). Lo studio della trasformata di Laplace, uti-
lissima nella risoluzione delle equazioni differenziali lineari, sara affrontato nel corso di METODI
MATEMATICI PER L'INGEGNERIA.

11

(a>1)

(< 1)

(a >0)

(s >0)

(s >0)

(s >0, weR)

(s >0, weR)®
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Esercizio 15: Usando il Principio d’Induzione, dimostrare che:

“+oo

n _—sx n!
0

per ogni n € N.
Esercizio 16: Stabilire per quali valori di @ € R esistono i seguenti integrali
impropri:

—+00 a+2

r—2 1
(106) m dz, /W dz,

a

a
1 i 1
1 — .
(107) /lfo dzx, /\/de

0

[Suggerimento: Tenere sempre presente il Criterio dell’Ordine di Infinito/Infinitesimo.|
Esercizio 17: Sia o € R.

1. Dire per quali valori di « esiste 'integrale improprio:

2
1
1 ———F— d
(o) | i
0

e calcolarlo (se possibile) per a = 1/2.

2. Dire per quali valori di « esiste l'integrale improprio:

+oo

o [ oo

—1

e calcolarlo (se possibile) per a = 1.

3. Dire per quali valori di « esiste l'integrale improprio:

+oo
Vi(z - 4)
(110) Py dz

e calcolarlo (se possibile) per oo = 1.

[Suggerimento: Tenere sempre presente il Criterio dell’Ordine di Infinito/Infinitesimo.|

Esercizio 18: Stabilire se ognuna delle funzioni indicate qui di seguito ¢ somma-
bile nell’intervallo indicato a fianco (al variare dei parametri, ove presenti):

111 () = “T in [~2,2
(111) fi(z) N rESTRYEES]] [-2,2]
(112) folz) = i in [1, +o00]

(@+ 1P /oo
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(113) fala) = 11” o [1/2,1]
(114) fa(z) == % in [—1, o0
(115) folz) = m in ]1, 3]
(116) fo(x) == m in]0,1]
(117) i) o= LS in 0, +o0]
(118) fa(x) == W in ]0, 4-o00]
(119) folz) = —trctan z]® in]—22.

tan?(Z2) |22 — 1]1/8

[Suggerimento: Sfruttare il Criterio dell’Ordine di Infinito/Infinitesimo ed i limiti
notevoli.]

6. CALCOLO INTEGRALE

Esercizio 19: Siano a <b € Red f : [a,b] — R la funzione definita ponendo:

b
flx) ::/ [t — x| dt.
1. Provare che f é continua in [a, b].
[Suggerimento: Si pud calcolare esplicitamente il valore di f(z). Altrimenti, bi-
sogna verificare che lim, ., f(z) = f(xo) per ogni zy € [a,b]: cid si pud fare
sfruttando la disuguaglianza triangolare.]
2. Provare che f ¢ derivabile in ]a, b].

[Suggerimento: Sfruttare I’espressione esplicita di f(z).]

3. Determinare i punti di estremo assoluto e gli estremi assoluti di f in [a, ], cioé

calcolare r[nig]l fe r[n&})}f f ed i punti in cui tali valori sono assunti da f.
a, a,

4. Fornire un’interpretazione geometrica del valore della funzione f e del risultato
di cui al punto 3.

Esercizio 20: Sia f: R — R continua in R.
1 Provare che se f é pari allora risulta:
a a
flx) da = 2/ flz) dz
—a 0
per ogni a > 0.
2. Provare che se f ¢ dispari allora risulta:

’ f(z) de=0

—a
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per ogni a > 0.

3. Provare che se f & periodica di periodo T > 0 allora risulta:

/w::MT f(z) da = /OTf(x) dz

per ogni zg € R.

[Suggerimento: Usare appropriati cambiamenti di variabile e le proprieta dell’in-
tegrale definito.|

Esercizio 21: Sia f : [a,b] — R una funzione continua in [a, b].
Provare che le tre condizioni seguenti sono equivalenti:

(i) f ¢ identicamente nulla in [a, b];
(ii) esiste un punto zg € [a, ] tale che:
vz € [a, b, / £t dt=0.
zo

(iii) per ogni z1 < z9 € [a, b] risulta:

/jzf(t) dt=0.

[Suggerimento: Provare le implicazioni (i) = (ii) = (iii) = (i). Per mostrare
che (ii) = (iii) tenere presente la proprieta additiva dell’integrale; per dimostrare
la (iii) = (i) procedere per assurdo.]

Esercizio 22: Sia f: [a,b] — R continua in [a, b].

1. Dimostrare che il rettangoloide “generalizzato” Ry relativo ad f di base [a, b],
cioé I'insieme:

Ry={(.y) eR*:a<a<bef (1) <y<fH@)},

¢ limitato e misurabile secondo Peano-Jordan.

[Suggerimento: Per la limitatezza, usare opportunamente il Teorema di Weier-
strass. Per la misurabilita, notare che Ry ¢ unione di R s+ e del simmetrico (rispetto
all’asse x) del rettangoloide R_ - .|

2 Provare che Ry si puo dividere in due parti di ugual misura usando una retta
parallela all’asse delle ordinate.

[Suggerimento: Fissato = € [a,b], la misura della parte di Ry a sinistra di z
é uguale a ff |f(t)|dt (perche?). Usare le proprieta della funzione integrale per
stabilire che esiste un valore £ in guisa che tale misura uguagli %m(R )

3. Si puo fare la stessa suddivisione usando rette con inclinazione qualsiasi?
In altre parole, fissato m € R, é vero che R si puo dividere in due parti di ugual
misura usando una retta con coefficiente angolare m?

Esercizio 23 (Teorema della Media Integrale Pesata): Siano f,w: [a,b] —
R continue in [a,b] e w(xz) > 0 per ogni x € [a, b].
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Provare che esiste un punto £ € [a, b] tale che:
1 b
1) = o [ 1) wlo) da.
[, wx) dz Ja

La quantita a secondo membro é detta media integrale di f rispetto al peso w.
[Suggerimento: Ricalcare la dimostrazione del Teorema della Media Integrale.|
Esercizio 24: Sia f : [a,b] — R una funzione continua in [a,b] e derivabile in
la, bl.
Provare che se:

fla) =
£(b

(b)
/abf(x) dz =0

allora esistono almeno due punti ¢, ¢a €]a, b[ tali che f'(¢1) = 0= f'(c2).

0
0

[Suggerimento: Applicare il Teorema di Rolle alla funzione F(z):= [ f(t)d¢.]

Esercizio 25: Sia f: R — R una funzione continua in R. Povare che se si ha:

/abf(w) dz < /ab+h f(z) dzx

+h
per ogni a < b € R ed h > 0, allora f é crescente in R.

[Suggerimento: Fissati a = 21 < x5 = b, considerare la funzione ausiliaria ¢(h) :=
f;fj: (z) dz definita in [0, +o00[; mostrare che ¢ ¢ continua in 0 ed ¢ derivabile

in 0 da destra; calcolare ¢’(0) e concludere.]

Esercizio 26: La funzione f : R — R definita ponendo f(x) := cosz ¢ continua
in R e periodica di periodo 27.

1. Scelto x > 0, calcolare la media integrale di f sull’intervallo [0,2 + 2n7] (con
n € N)? e provare che essa tende a zero quando n — oc.

[Suggerimento: Distinguere i casi x = 0 ed z > 0 quando si calcola I'integrale
definito; sfruttare, se si ritiene opportuno, anche i risultati dell’Esercizio 20.]

2. Scelto > 0, calcolare la radice quadrata della media integrale della funzione

f? sullo stesso intervallo [0,z + 2n7] (con n € N) e provare che essa tende a —=

V2
quando n — oo.

3. Siano A,w > 0e ¢ € R.

Cambia qualcosa nei risultati acquisiti nei punti 1 e 2 quando si sostituisce f con
la funzione A cos(wz + ), continua e periodica di periodo T' = 27 /w, e l'intervallo
d’integrazione [0,z 4+ 2n7] con [0,z + nT]?

9Si ricordi che la media integrale di una funzione continua f su un intervallo [a, b] & la quantita:

]ibf(t) dt = bia -/abf(t) dt.
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[Suggerimento: Fare un cambiamento di variabile nell’integrale definito per ri-
condursi ai casi precedenti.|

Esercizio 27: Sia F': R — R la funzione definita ponendo:

F(a:)::/om g

241

1. Verificare che F' & strettamente monotona in R.

2. Calcolare lim F'(x) e provare che lim F(x) esiste finito e negativo.

r——+00 T——0Q
[Suggerimento: L’integrale non é calcolabile elementarmente, quindi bisogna pro-
cedere con cautela.
Dato che per > 0 l'integrando ha minimo assoluto m > 0 (calcolarlo!), risulta
F(z) > ma; concludere invocando il Teorema del Confronto.
D’altra parte, per z < 0 I'integrando ¢ minore di ', dunque F(z) > [ e'dt (per-
che?); concludere usando il Teorema di Regolarita delle Funzioni Monotone ed un
calcolo esplicito.]

3. Provare che 'immagine di F' ¢ un intervallo del tipo Ja, +00[, con a < 0.
Quali sono le soluzioni dell’equazione F(z) = 07

4. Mostrare che F ¢ invertibile in R e calcolare esplicitamente la derivata di F~!
in 0.

[Suggerimento: Usare il Teorema di Derivazione della Funzione Inversa ed il
secondo risultato di cui al punto 3.]

Esercizio 28 (Funzione Massimale): Sia f : [0,+oo[— R una funzione conti-
nua in [0, +o00].
Si definisca la funzione ¢ :]0, +oo[— R ponendo:

1 T
pla)i=y [ 0 at
T Jo
(di modo che ¢(x) coincide con la media integrale di f su [0, z]).

1. Provare che ¢ ¢ continua in |0, +00[ e che essa si puo prolungare su 0 con conti-
nuita.
Supponendo che f sia regolare in +oco, mostrare che anche ¢ lo ¢ ed ha lo stesso
limite.

[Suggerimento: Usare il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale ed il Teore-
ma di de I’'Hopital.]

2. D’ora in avanti, indichiamo con ¢ il prolungameno continuo su [0, 4+o0o| della
funzione definita in precedenza: tale funzione é usualmente detta funzione massi-
male di Hardy.

Provare che se f ¢ crescente [risp. decrescente] in [0, +oo], allora ¢(x) < f(z) [risp.
f(z) < ()] in [0, +oc.

[Suggerimento: Ricordare che f(z) =1/ [ f(x)dt]
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3. Provare che ¢ & derivabile in |0, 4+00[ e che essa & derivabile in 0 da destra solo
se f lo ¢; calcolare ¢’ (0).

Dimostrare che se f & monotona in [0, +00], anche ¢ ¢ monotona in [0, 4+o00[ ed ha
la stessa monotonia.

[Suggerimento: Sfruttare il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale per cal-
colare ¢'. Per la derivabilita in 0, formare il rapporto incrementale e calcolarne il
limite usando il Teorema di de I’Hépital. Sfruttare il risultato di cui al punto 2 per
analizzare il segno di ¢'.|

4. Provare che se f ¢ derivabile due volte in ]0, +o0o[, anche ¢ lo é.
Inoltre, provare che se f & convessa [risp. concava] in [0, +oo], allora anche ¢ lo é.
E vero il viceversa?

[Suggerimento: Calcolare esplicitamente la derivata seconda ricordando il Teore-
ma Fondamentale del Calcolo Integrale. Studiare il segno di ¢”. Per il viceversa,
studiare cosa accade scegliendo f(z) = az* + bz?, con a,b € R.]

Esercizio 29: Sia f : R — R una funzione derivabile due volte in R tale che
risulti:

f'(@) + f(z) =0

per ogni x € R.
1. Dimostrare che f” & continua e che f & indefinitamente derivabile in R.

[Suggerimento: Usare la tecnica di bootstrap, tenendo presente che f ed f’ sono
continue e derivabili in R.]

2. Provare che se esiste un punto a € R tale che f(a) = f'(a) =0, allora f(z) =0
ovunque in R.

[Suggerimento: Moltiplicare la relazione f”(x) + f(x) = 0 per 2f'(z), integrare
membro a membro l'uguaglianza ottenuta sull’intervallo di estremi a (fisso) ed x
(variabile) e concludere.]

Esercizio 30: Sia f: R — R una funzione derivabile una volta in R.
Provare che se f'(z) > f?(x) per ogni x € R, allora f(x) < 0 in tutto R.

[Suggerimento: Osservare che f ¢ monotona in R, dunque regolare in +oo; pro-
vare che il limite [ = hrf f(z) deve essere nullo escludendo via via i casi (a)
r—1T00

I =400, (b) I >0e (c)!<0; concludere.
Per escludere (a), procedere per assurdo: supposto [ = +o00, osservare che la fun-

zione ¢(z) := 1/f(x) sarebbe definita e derivabile in un intorno di +o0o e la sua

derivata verificherebbe ¢'(x) < —1 e dunque lilil p(x) = —o0, contro il fatto che
li =0.

Jim o(z)

Per escludere (b), osservare che intorno a +oo si avrebbe f(z) > [/2, quindi
fl(x)>12/4e liIJIrl f(z) = 400 contro il fatto che I # +o0.
T—100

L’eventualita (c) si esclude allo stesso modo.|

Esercizio 31 (Resto nella Forma Integrale): Siano f : I — R una funzione
derivabile n + 1 volte in I con derivata n 4+ l-esima continua in I, z¢ un punto
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interno ad I ed ¢ € T — {xo}.
1. Provare che:

(25 0) = /I F() u ;!t)n dt.

[Suggerimento: Fare induzione su n, usare la formula di integrazione per parti e
la formula fondamentale del Calcolo Integrale).

2. Usare la forma integrale del resto della formula di Taylor per trovare una dimo-
strazione alternativa del Teorema di Caratterizzazione delle Funzioni con Derivata
n-esima nulla | , § 3, Teo. 3.

Esercizio 32: Siano I C R un intervallo non banale, zg € I ed f : I — R una
funzione continua.

1. Provare che la funzione F5 : I — R definita ponendo:
Fy(x) ::/ f@) (z—1t) dt
o

¢ derivabile due volte in I, si annulla in z( insieme alla sua derivata prima (cioé
risulta F(zg) = F'(z¢) = 0) ed ha derivata seconda uguale ad f in I.

[Suggerimento: Si puo calcolare esplicitamente Fy(x) sfruttando le proprieta del-
Pintegrale definito.]

2. Dimostrare che F5 é I'unica funzione che gode delle proprieta di cui al punto 1.

[Suggerimento: Usare il Teorema di Caratterizzazione delle Funzioni con Derivata
n-estma Nulla | , § 3, Teo. 3].]

Esercizio 33: Sia f : R — R continua e sommabile in R, i.e. tale che |f| &
impropriamente integrabile in R.
Provare che per ogni € > 0 esiste un p > 0 tale che:

|/00Rf(;z:) dx+/+oof(z) dz

<e€
R

per ogni R > p.

Esercizio 34: Sia f : R — R una funzione continua e sommabile in R, i.e. tale
che | f| & impropriamente integrabile in R.

1. Provare che l'integrale improprio:

“+o0
F(w):= / f(z) cos(wz) dz
esiste per ogni w € R.

[Suggerimento: Maggiorare il valore assoluto dell’integrando con una funzione
sommabile ed usare risultati di confronto.]
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2. Calcolare F(w) in corrispondenza delle funzioni:

fiz) = eI e fa(z) = {1 yse —l<a<l

0 , altrimenti

Esercizio 35 (Lemma Fondamentale del Calcolo delle Variazioni): Sia f :
[a,b] — R continua in [a, b].
Provare che se risulta:

[ -ty az=o

per ogni funzione g : [a,b] — R continua in [a,b] con g(a) = 0 = ¢(b), allora &
f(z) = 0 ovunque in [a, b].

[Suggerimento: Per assurdo, si supponga che risulti f(xg) # 0 almeno in un
punto di Ja, b[; detto [zg — d, ¢ + §] un “piccolo” intorno di zq in cui f(z) conservi
lo stesso segno di f(xq), si consideri la funzione g5 definita per casi ponendo:

0 ysea<xz<zg—90
%(m—mo—&—&) ,sexo—(sgxgmo—g

gs(z) =<1 ,sexo—ggxgxo—&—g
,%(I,IO,(;) ,sex0+%§x§xo+5
0 ysexg+o<z<b

(il cui rettangoloide & costituito da un trapezio isoscele con base [z¢ — §, 29 + ¢] ed
altezza 1) e si mostri che g5 puo essere usata come “test” nella uguaglianza integrale
in ipotesi, ottenendo una contraddizione.]

Esercizio 36 (Disuguaglianza di Cauchy'’-Schwarz'!): Siano f,g : [a,b] —
R funzioni continue in [a, b].
Provare che:

[t as [ as [ [ 0
< \//abf%x) dz- \//abg%m da.

[Suggerimento: Basta provare la prima, poiché la seconda segue da essa sfrut-
tando la disuguaglianza triangolare. Per la dimostrazione, osservare che la funzione
(|f(x)] + A|g(x)|)? & continua e non negativa in [a, b], cosicché risulta fab(\f(x)| +
AMg(z)))2dx > 0 per ogni A € R; riscrivere il primo membro come polinomio (di
secondo grado) in A e concludere esaminando il segno del discriminante A.]

/a " fa) - ge) da

Esercizio 37 (Disuguaglianze di tipo Sobolev'?): Sia f : [a,b] — R una
funzione derivabile ed avente la derivata prima continua in [a, b].

10Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857), matematico e fisico-matematico francese, pose la
teoria dei limiti alla base del Calcolo Differenziale ed Integrale.

HHermann Schwarz (1843 — 1921), matematico tedesco.

128ergei Sobolev (1908 — 1989), matematico russo.
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1. Provare che se f(a) = 0, allora valgono le disuguaglianze:

max|f\</\f )| dx

la,b]

[Suggerimento: Ricordare che si ha [ f/(t)dt = f(z) — f(a) (per il Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale) e Sfruttare le proprieta dell’integrale definito.]

b —a
[ 1@ do < (-ar —y

2. Provare che se f(a) = 0 = f(b), la prima delle precedenti puo essere “migliorata”
come segue:

maX|f|<f/|f )| da.

[Suggerimento- Oltre al suggerimento precedente, tenere presente che f(z) =
f 1/ (t) dt ed usare la disuguaglianza triangolare per lintegrale].

Esercizio 38 (Disuguaglianza di Poincaré'®): Sianoa < b € R, f : [a,b] —
R una funzione continua in [a, b], ivi derivabile con derivata prima anch’essa conti-

nua in [a, ] ed:
b
f—][f o=yt [ f@) ds

la media integrale di f su [a, b].

1. Provare che vale la seguente disuguaglianza:

b b
/If(x)—fl dz < (b—a) / I (z)] da .

[Suggerimento: Per il Teorema della Media Integrale, esiste £ € [a,b] tale che
f=1f (5 ) sicché I’ mtegrando nel primo membro si puo riscrivere come |f(z) — f| =

|f(x) é)| = ’fﬁ '; sfruttare la disuguaglianza triangolare per l'integrale,

poi mtegrare e concludere.]

2. Provare che vale la seguente disuguaglianza'

/ablf( P an< 020 /|f )2 da.

[Suggerimento: Ragionando come sopra si trova |f(z) — f|? = ‘ fg

sfruttare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (cfr. Esercizio 36), poi 1ntegrare
e concludere.]

Esercizio 39 (Un’Altra Caratterizzazione delle Funzioni Costanti in un
Intervallo): Sia f : [a,b] — R una funzione continua.

Se risulta:
/ f(z ) de =0

per ogni funzione ¢ : [a,b] — R di classe C! e con ¢(a) = 0 = ¢(b), allora f ¢
costante in [a, b].

13Henri Poincaré (1854 — 1912), matematico francese.
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[Suggerimento: Sia 1) una fissata funzione continua in [a, b] tale che f; Y(x)dx =

1*; scelta una funzione g continua in [a, b] e tale che g(a) = 0 = g(b), la funzione

h: [a,b] — R definita ponendo:

¢ anch’essa continua in [a, b]; la primitiva H di h che si annulla in «a, cioe la funzione

integrale:
/ ot

¢ una funzione di classe C! in [a,b], ha H(a) = 0 per definizione e:

H) :/abh(x) dx

-/ <g<w>—w<x> [ o0 dt)dw
x) dx—/abw(x) dx-/abg(t) dt
—

I
T~
o
N
—

:O’

dunque ¢ = H si pud usare come “test” nell’'uguaglianza integrale in ipotesi;
concludere usando il Lemma Fondamentale del Calcolo delle Variazioni.|

Esercizio 40 (Disuguaglianza tra Integrali - 1): Sia T > 0.

1. Dimostrare che la disuguaglianza:

71 d 2 d
* <
(*) D) </o f(t) t) _/0 t f(t) dt

vale per ogni funzione f : [0,7] — R continua e tale che 0 < f(¢) <1 in [0,T].

2
[Suggerimento: Posto F(z) := [ f(t) dt, osservare che 3 (fo t) = foT E(t

maggiorare F sfruttando le hmltamonl imposte ad f e concludere. Tuttavia, altri
approcci sono possibili.15]

2. Determinare le funzioni continue per le quali la (x) ¢ soddisfatta col segno di
uguaglianza.

[Suggerimento: Ripercorrere la dimostrazione precedente supponendo sia soddi-
sfatta uguaglianza.]

3. Come va modificata la (x) affinché rimanga valida per qualsiasi funzione conti-
nua e non negativa in [0, 7] (i.e., anche per quelle con massimo > 1)?
E come affinché essa sia valida per ogni funzione continua in [0, T]?

MFunzioni di tal fatta esistono sempre: infatti, ad esempio, basta scegliere Y(x) ==k (a—
z)(z — b) con la costante k € R fissata in modo che I'integrale di ¢ risulti uguale ad 1.

15E.g.7 si pud provare con le usuali tecniche del Calcolo Differenziale che la funzione A(zx) :=
JStr@ydt— 3 (f5 £ dt)2 ¢ > 0 ovunque in [0, 7.

dt;
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Quali funzioni continue soddisfano la disuguaglianza generalizzata col segno d’u-
guaglianza?

[Suggerimento: Per il primo quesito, scrivere la (%) per la funzione normalizzata
x) := —— f(z) e concludere con manipolazioni algebriche; per il secondo, con-
max f g
siderare il valore assoluto.]

4. Generalizzare la (x). Provare che fissati due esponenti @ > 1 e 8 > 0, risulta:

(ka) (/ 0 dt) < /OTtal P20 di

per ogni f : [0,7] — R continua e tale che 0 < f(z) < 1.

Sfruttando quanto fatto al punto 3, determinare le modifiche da apportare alla
(*a,p) in modo che rimanga valida per qualsiasi funzione continua in [0, T].

Quali funzioni continue soddisfano la disuguaglianza generalizzata col segno d’u-
guaglianza?

Esercizio 41 (Disuguaglianza tra Integrali - 2): Sia 7T > 0.

1. Provare che la disuguaglianza:

() /Oth< (/ th)

vale per ogni funzione f : [0,7] — R continua, non negativa e decrescente in [0, 7.

[Suggerimento Con i metodi del Calcolo Differenziale, studiare il segno della
funzione A(x (fo Vf dt) — Jo t f(t) dtin[0,7]]

2. Generalizzare la (%x). Scelto un numero p > 1 provare che la disuguaglianza:

T 1 T p
p—1 - 1/p
QA F{CRTES (A f u)dt>

vale per ogni funzione f : [0,7] — R continua, non negativa e decrescente in [0, T].
[Suggerimento: Procedere come sopra, cambiando cio che va cambiato.]
3. Esistono funzioni continue che soddisfano la (xx) col segno d’uguaglianza?

Esercizio 42 (Una Disuguaglianza ‘‘Curiosa’’): Sia f : R — R una funzione
continua, ovunque positiva in R e periodica di periodo 7" > 0.

1. Dimostrare che:

T f)
(&) A ﬂx+%)deT

[Suggerimento: Usare la proprieta additiva con punto intermedio T'/2 per spezza-
re l'integrale in due addendi; fare un cambiamento di variabile nel secondo integrale
ed usare la periodicita; concludere tenendo presente che & + % > 2 per ogni £ > 0.]

2. Provare che se f ¢ costante o & periodica di periodo T/2, allora in (&) vale
I'uguaglianza.
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Viceversa, provare che se in (&) vale 'uguaglianza, allora f & periodica di periodo
T/2.

[Suggerimento: Per il viceversa, ripercorrere la dimostrazione precedente ed usare
il fatto che & + % =2seesolose=1]

Esercizio 43: Sia N € N un numero > 2.
Provare che la disuguaglianza:

N
Qn

<
—VIta+ - taprVan+-tan T

o

vale per ogni scelta di N numeri aq,...,ay > 0 tali che 227:1 a, = 1.16

[Suggerimento: Posto x,, := a; + -+ + a, per ogni 1 < n < N, provare che a,, =
Tp—Tpn_1, 1tar+---+ap_1 =14+x,_1eda,+ --+ay = 1—x,_1; sfruttare queste
relazioni per dimostrare che il primo membro coincide con una somma integrale
inferiore di un’opportuna funzione f(x) continua in [0, 1]; concludere ricordando
che ogni somma integrale inferiore di f non supera l'integrale fol flz)da]

Esercizio 44 (Un Fatto di Teoria della Misura in Dimensione 1): Sia f:
R — R una funzione derivabile in R con derivata prima limitata.

1. Provare che f soddisfa la disuguaglianza di Lipschitz'":

|f(z1) — f(x2)| < Llz1 — 22|

per ogni x1,z2 € R, in cui L = sup ‘f’(x)’ > 0. Usando tale disuguaglianza, mo-
z€R
strare che f é uniformemente continua in R.

[Suggerimento: Sfruttare il Teorema di Lagrange.]

2. Provare se I = [a,b] & un intervallo chiuso e limitato, allora f(I) ¢ un intervallo
chiuso e limitato con ampiezza minore o tutt’al pid uguale a L(b — a).

[Suggerimento: Sfruttare i Teoremi di Bolzano e di Weierstrass e la disuguaglian-
za di Lipschitz.]

3. Diciamo che un sottoinsieme F C R ha lunghezza nulla secondo Peano-Jordan
se e solo se:

N
EC UIn

Ve >0, 35 = [ay,b1),...,In = [an,by] CR: v .
an—an <e
n=1

Provare che se £ C R ha lunghezza nulla secondo Peano-Jordan, allora anche
f(E) C R ha lunghezza nulla secondo Peano-Jordan.

1656 p, = 1, la somma aj + --- 4+ an—1 al denominatore del primo addendo € da considerarsi
nulla.
L7Rudolf Lipschitz (1832 — 1903), matematico tedesco.
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[Suggerimento: Mostrare che se I,...,Ix sono intervalli chiusi limitati tali che
E C ngl I, allora f(E) C ngl f(I,); sfruttare il punto 2 per provare che gli
insiemi Ji := f(I1),...,Jn := f(In) sono intervalli chiusi limitati e possono essere
scelti in modo che la somma delle loro ampiezze non superi £ > 0.]

Esercizio 45 (Una Disuguaglianza Geometrica per Solidi di Rotazione):
Siano a > 0, f : [~a,a] — [0, +oo[ una funzione pari, di classe C* in [—a, a], tale

che f(—a) =0 = f(a).
Detto S il solido di rotazione che si ottiene ruotando il rettangoloide R attorno
all’asse delle ascisse, possiamo definire le tre misure geometriche:

volS =7 fA(z)da,

—a

areaS:Zﬂ'/a F)/1+ (f/(x)dz,

—a
a
secS =2 f(z)dz
—a
le quali restituiscono, rispettivamente, il volume di S, l’area laterale di S e I'area
delle sezioni di S determinate da piani che contengono ’asse di rotazione.

1. Dimostrare che la disuguaglianza:
area(S) —t sec(S) >0
vale per ogni t € [0, 7].

2. Usare la relazione:

area® S > 367 - vol2 S ,
detta disuguaglianza isoperimetrica®®, per dimostrare che per ogni t € [0, 7] esiste
una costante ¢ = ¢(t) > 0 tale che la disuguaglianza:

* areaS —t secS)> > ¢ -vol’S
(

vale per ogni solido di rotazione S ottenuto come detto all’inizio.

18Tqle disuguaglianza esprime il fatto che I’area laterale di un solido di rotazione & maggiore
dell’area laterale della sfera che ha lo stesso volume. Infatti, detto V' > 0 il volume del solido S,

la sfera S* avente lo stesso volume di S ha raggio r* = f/% e area laterale areaS* = 47r(r*)2,

e percio:
areaS > areaS* <« area’ S > area’ S*
area® S > 4373 (r*)8

2
area’® 8 > 4373 (i—v)

7

3

& area® S > 36w - V32
< area’S > 36w -vol?S.
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APPENDICE A. TABELLE DI INTEGRALI FONDAMENTALI ED IMMEDIATI

TABELLA 1. Integrali Fondamentali.

Funzione una primitiva (condizioni)
1 T
x® ! M (@ €Red a# —1)
a+1
1
- log |z
T
a” L a” (a>0ea#1)
loga
Ccos T sinz
sinx —Ccosx
1
— tanx
cos? x
1
—3 —cotx
sin“ x
! t
arctan x
14 22

1 .
_— arcsin x
V1—2z2
coshx sinh x
sinh x cosh x

1

5 tanh x
cosh”

! ttsinh
—_— settsinh x
V1+ a2

1

settcosh x
2 —1
1
setttanh x
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TABELLA 2. Integrali Immediati.

Funzione una primitiva (condizioni)
f'(=) f(x)

@) @) e 1) (@eReda o)
i log ()

f(z) /@ @ af@ (a>0ea#1)

f'(x) cos f(x) sin f(x)

F@) smf(@) - cos f(2)
COJSC ;(}C()x) tan £(z)
. 1{2 (j:()sc) ~ cot f(z)
: I J(f;zw) arctan f(z)

f};l = arcsin f(z)

f'(x) cosh f(x) sinh f(z)
f'(x) sinh f(x) cosh f(x)

f'(x)
cosh? f(2) tanh f(z)
f'(z) :
0 settsinh f(z)
[ (x)
) 1 settcosh f(x)
() setttanh f(x)
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APPENDICE B. REGOLE DI INTEGRAZIONE INDEFINITA E DEFINITA

TABELLA 3. Regole di Integrazione Indefinita

Regola Formula Note
Linearita /(af(:c)Jrﬁg(x)) dx:a/f(x) dx+ﬁ/g(z) dz a,fER

Integrazione per Parti /f(ac)g(z) dz = F(z)g(z) — /F(J:)g’(x) dz F(z) = /f(;r) dz

Sostituzione “diretta” /f(go(z)) ¢ (z) da = /f(t) dt t = ()

t=p(x)

t=¢ (),

@ invertibile

Sostituzione “inversa” /f(:v) do = /j(cp(t)) ©'(t) dt

t=p=1(x)

TABELLA 4. Regole di Integrazione Definita

Regola Formula Note

b b b
Linearita / (o f(z) + By(x)) da::a/ f(z) dz+ﬁ/ g(z) dx a,f€R

b b
Integrazione per Parti / f(@)g(z) daz = F(T)g(T)|Z —/ F(z)d'(z) dx F(z) = /f(ac) dz

a

b »(b)
Sostituzione “diretta” / flp(x)) ¢'(z) do = / f) dt t=p(z)
a p(a)
b @71 (b)
Sostituzione “inversa” / f(z) da = / Flp@) ©'(t) dt t=p (2)
Ja Je=1(a)

¢ invertibile

APPENDICE C. INTEGRAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI

p1(x)
p2(z)

Per integrare una funzione razionale del tipo basta seguire 1’algoritmo

riportato in TABELLA 5.

TABELLA 5. Integrazione delle Funzioni Razionali

1 Controllare se la funzione integranda ¢ immediatamente integrabile ed
integrarla direttamente; altrimenti, passare al punto 2.

2 Semplificare la funzione integranda, cancellando eventuali fattori comuni a
numeratore e denominatore.

3 Scomporre la funzione integranda come da TABELLA 6.
4 Sostituire la scomposizione trovata nell’integrale iniziale.

5 Calcolare l'integrale per linearitd, come somma degli integrali degli addendi
della scomposizione.

Qui di seguito proponiamo un esempio di applicazione dell’algoritmo illustrato.
Tale esempio é volutamente difficile, poiché serve a mostrare come funziona il me-
todo nel caso generale, cioé in un caso in cui figurino tutte le possibili difficolta che
si incontrano integrando funzioni razionali.



28

G. DI MEGLIO

TABELLA 6. Scomposizione delle Funzioni Razionali

Se il coefficiente del termine di
massimo grado di ps non é 1:

Se il grado del numeratore ¢ > di
quello del denominatore:

3 Se il grado del numeratore & < di

quello del denominatore:

4 Scrivere la funzione razionale co-

me somma dei diversi contributi
(quoziente, fratti ed Hermite).

1.1

1.2

2.1

2.2

2.3

3.1

3.2

3.3

mettere in evidenza il coefficien-
te del termine di massimo grado,
in modo da ottenere un polinomio
monico al denominatore;

continuare al punto 2.

eseguire la divisione tra i polinomi
p1 € P2, ottenendo un quoziente q
ed un resto 7 con gradr < grad po;

riscrivere la funzione razionale in

forma q(z) + ;2((?);

vedere il punto 3 per scomporre
r(z)
p2(z)”

ulteriormente

scomporre ps nel prodotto di fat-
tori di primo grado (z — a) o di
secondo grado (z? + Bz + ) con
A <0

se tutti i fattori di primo e secondo
grado sono elevati alla prima po-
tenza, usare solo la scomposizione
in fratti semplici (cfr. TABELLA
7);

se qualcuno dei fattori & eleva-
to a potenza diversa dalla prima,
usare la formula di Hermite (cfr.
TABELLA 8).

TABELLA 7. Fratti semplici corrispondenti ai fattori di ps

Fattore in po

Fratto Semplice

22+ B+

A

r—«

Bx+C

22+ fr+7

Esempio 1: Vogliamo calcolare:

dz.

/ 9 +1
x3(222 4 22 + 2)?
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TABELLA 8. Costruzione del polinomio p3 nella Formula di Hermite

Fattore in ps Fattore in p;

L’integrale non é immediato, perché non é possibile ricondurre facilmente l'inte-
grando ad una funzione “della tabella”. Quindi dobbiamo scomporre la funzione
razionale.

Il denominatore x®(22% + 2z + 2)? ha come termine di massimo grado 4x7; per
renderlo monico basta mettere in evidenza un 2 nel fattore elevato al quadrato: in
tal modo la funzione razionale assegnata si riscrive:

1 9 +1
4 23(z?+x+1)2

e basta scomporre il secondo fattore. Dato che il grado di p;(x) = 2 +1 & maggiore
di quello di pa(x) = 23 (x+2+1)? (difatti grad p; = 9 > 7 = grad ps), quindi bisogna
svolgere la divisione tra i due polinomi. Essa puo farsi canonicamente con uno dei
metodi conosciuti (divisione lunga o schema di Ruffini) e richiede un po’ di sforzo,
poiché bisogna sviluppare le potenze ed i prodotti in ps e poi svolgere la divisione.
Alla fine dei conti si trova:

gz) =2% =22+ 1= (z —1)?
r(z) =225 —2® 41,

cosicché dopo la divisione la funzione razionale assegnata puo essere riscritta come:

A questo punto bisogna scomporre la funzione razionale che ancora rimane, i.e.
r(z)

p2(z)°

Dato che il polinomio al denominatore é gia scomposto in fattori di primo grado e

di secondo grado con A < 0 e dato che alcuni fattori figurano elevati a potenza con
esponente maggiore di 1, dobbiamo usare la formula di Hermite.

Poiché pi(x) = 2?(2? + 2+ 1), tale formula ci assicura che esistono 7 costanti A, B,
C' (coeflicienti di fratti semplici) ed a, b, ¢, d (coefficienti di una funzione razionale
con denominatore p3(z)) tali che:

228 — 2%+ 1 A Bzx+C d [az® +bz2+cx+d

@24+ +1)2 z 22+2x+1  dz pi(x)
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Sviluppando i calcoli troviamo per il secondo membro della precedente I’espressione:

A Bz +C d [ax® +bz?2+cx+d

E+x2+$+1 dz | 22(2+z+1)
A Bx+C
x zi+w+1
n (3az? + 2bz + c)z?(z? + 2 + 1) — (az® + ba? + cx + d) (42> + 322 + 22)
(a2 +x+1)2

A Bx +C

z x+z+1

n (3az? + 2bx + c)x(2? + x + 1) — (az® + bz? + cx + d)(42? + 32 + 2)
x3(x? + x4+ 1)2

A . Bx+C
x x?+z+1
—az® —2bz* + (a — b — 3¢)x3 + (—2¢ — 4d)2? + (—c — 3d)xr — 2d
+
x3(2? + x4 1)2
_A?(@P 42+ 1)+ (Be+ O)ad(2® + o+ 1)
B x3(x?+x+1)2
—ax® — 2bz* + (a — b — 3¢)x3 + (—2¢ — 4d)x? + (—c — 3d)x — 2d
+ -
x3(x?+ x4 1)2
(A+B)xb 4+ (2A+ B+ C)z® + (3A+ B+ C)a* + (24 + O)a® + Ax?
w3(x? + 2 +1)2
—az® — 2bz* + (a — b — 3¢)z3 + (—2¢ — 4d)x? + (—c — 3d)z — 2d
Jr
(2?2 + x4 1)2
(A+B)2® + 24+ B+ C —a)z® + (3A+ B + C — 2b)z*
x3(x? + x4+ 1)2
(2A+C+a—b—3c)z® + (A —2c—4d)a® + (—c — 3d)z — 2d
+
r3(2? 4z +1)?

ed, imponendo al numeratore dell’ultimo membro 1'uguaglianza con r(z), ricaviamo
il sistema lineare:

A+ B=2
2A+B+C—-a=0
3A+B+C-2b=0

2A+C+a—b—3c=-1

A—2c—4d=0
—c—3d=0
—2d=1.

Risolvendo le equazioni pit banali (la settima, la sesta, la quinta e la prima)
troviamo:

B
A

w‘w)—‘b—‘
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e dobbiamo risolvere il sistema formato dalle equazioni rimanenti; sostituendo
quanto appena trovato nelle restanti tre equazioni e riscrivendo otteniamo:

C—-—a=-3
C—-2b=—-4
3
C —b=-=
+a 5
da cui ricaviamo:
1
C=-
3
b:E .
6
10
a=—
3

Conseguentemente possiamo scrivere la scomposizione:

2% +1 1 5 1 z+1/3
3(972 3 = @D e s
23 (222 + 2z + 2) 4 4 4(x?+x+1)
1d {20x3+13z2+913}

tide | 2@ et )

Ottenuta la scomposizione, calcoliamo infine I'integrale:

9 +1 1 1
de=—(z -1+ -1
/x3(2x2+2x+2)2 v 12(96 y 4 og ||

2023 + 1322 +9x -3 1 r+1/3
2422 (x2 + 2 +1) Z/xg—i—x—i—l
2023 + 1322 + 92 — 3
24x2(2x?2 + 2 +1)

1 1

1/2:c+1\71+2/3

— d
R R | v

8

—i(x—1)3+110 |x‘+20x3—|—13x2—|—9x—3
12 108 242222 + 7 + 1)

1 1 1
2 log |2 |-> [ —— da;
+80g|x +x+1 3/$2+w+1 x;

a parte, usando il completamento del quadrato e riconducendo il tutto ad un
integrale del tipo dell’arcotangente, troviamo:

1 1
/7 dscz/—1 7 do
w2 +x+1 2?24z +5+35

1
= 7d
/(x+§)2+i v

4/ 1 4
= - T
3) (Zz+ )2 +1
43 2/V/3
T 9 9 2 1

32 ) (gt zml+l

2 t (2 + 1>+C
= —arctan | —=x + — ,
V3 V3 V3

dzx
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cosicché:
2241 1 1 2022 4+ 1322+ 92 — 3
de=—(x -1+ -1
/x3(2x2+2x—|—2)2 v= - D gleelel + =
1 2 2z 1
+ -1o x2+x+1—arctan( +>+C.
5 Lo =33 V3 V3
La verifica del risultato ¢é lasciata allo studente. &
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