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LL’’ Analisi delle Correlazioni Canoniche Analisi delle Correlazioni Canoniche èè
stata proposta da stata proposta da H.H. HottellingHottelling nel 1936.nel 1936.
Nel 1968 J. Nel 1968 J. D.CarrollD.Carroll ha proposto una ha proposto una 
generalizzazione dellgeneralizzazione dell’’ ACC per tre o piACC per tre o piùù
gruppi di variabili.gruppi di variabili.
LL’’ACC ACC èè molto importante dal punto di vista molto importante dal punto di vista 
teorico e metodologico. Essa può essere teorico e metodologico. Essa può essere 
considerata come il caso generale delle:considerata come il caso generale delle:

Regressione MultiplaRegressione Multipla
Analisi delle CorrispondenzeAnalisi delle Corrispondenze
Analisi Discriminante Analisi Discriminante 
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LL’’ obiettivo dellobiettivo dell’’ ACC ACC èè identificare le relazioni identificare le relazioni 
lineari esistenti tra due gruppi di variabili lineari esistenti tra due gruppi di variabili 
quantitative osservate su uno stesso insieme di quantitative osservate su uno stesso insieme di 
individui.individui.

Lo scopo Lo scopo èè trovare una combinazione lineare trovare una combinazione lineare 
delle variabili del primo gruppo e una delle variabili del primo gruppo e una 
combinazione lineare delle variabili del secondo combinazione lineare delle variabili del secondo 
gruppo che siano le pigruppo che siano le piùù correlate possibile. correlate possibile. 

LL’’ ACC opera su una matrice ACC opera su una matrice RR ad ad nn righe e righe e p+qp+q
colonne colonne partizionabilepartizionabile in due sottomatrici in due sottomatrici X (n,p)X (n,p)
e e Z(n,q).Z(n,q).
Le colonne della matrice Le colonne della matrice XX sono costituite dalle variabili del primo insieme. sono costituite dalle variabili del primo insieme. 
Le variabili del secondo insieme costituiscono le colonne della Le variabili del secondo insieme costituiscono le colonne della matrice matrice ZZ..

Si supponga che tutte le variabili siano Si supponga che tutte le variabili siano centratecentrate quindi per quindi per 
ogni colonna della matrice R la somma degli elementi ogni colonna della matrice R la somma degli elementi èè
uguale a 0 .uguale a 0 .
Dal vettore Dal vettore (x(xi1i1, x, xi2i2, , ……, , xxipip, z, zi1i1, , ……,, zziqiq)) si identifica il generico si identifica il generico 
individuo individuo ii della matrice della matrice RR..
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La matrice di La matrice di varianzavarianza--covarianzacovarianza della matrice R può della matrice R può 
essere ottenuta da:essere ottenuta da:
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Si indica con Si indica con a a un vettore di un vettore di pp componenti e con componenti e con 
b b un altro a un altro a qq componenti.componenti.

a=a= (a(a11, a, a22, , ……, , aapp) ,  ) ,  b=b= (b(b11, b, b22, , ……, , bbqq))
Per il generico individuo Per il generico individuo i i si definiscono le due si definiscono le due 
combinazioni lineari:combinazioni lineari:

I valori di I valori di a(i)a(i) e e b(i)b(i) costituiscono le componenti costituiscono le componenti 
dei vettori:dei vettori:

ξξ= = XaXa ,   ,   ηη=Zb=Zb

Lo scopo dellLo scopo dell’’Analisi delle Correlazioni Analisi delle Correlazioni 
Canoniche Canoniche èè trovare i coefficienti dei vettori trovare i coefficienti dei vettori aa e e bb
che massimizzano la correlazione tra che massimizzano la correlazione tra ξξ ed ed ηη..

ij

q

j
jij

p

j
j zbibxaia ∑∑

==

==
11

)(,)(

Definiamo:Definiamo:
Variabili canonicheVariabili canoniche i vettori i vettori 
Fattori canoniciFattori canonici i vettori di coefficientii vettori di coefficienti
Correlazione canonicaCorrelazione canonica il coefficiente di il coefficiente di 

correlazione tra correlazione tra ξξ ed ed ηη

Il gruppo delle variabili Il gruppo delle variabili xxi1i1, x, xi2i2, , ……, , xxipip costituisce costituisce 
un sottospazio vettoriale Wun sottospazio vettoriale W11 di Rdi Rnn chiamato chiamato 
potenziale di previsione del primo gruppo. potenziale di previsione del primo gruppo. 
Ugualmente le variabili del secondo insieme Ugualmente le variabili del secondo insieme 
formano un sottospazio Wformano un sottospazio W2 2 didi RRn n ..

nn RR ∈∈ ηξ ,
qp RbRa ∈∈ ,
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Indichiamo con (Indichiamo con (ξξ11,,ξξ22,,……,,ξξkk), (), (ηη11,,ηη22,,……,,ηηkk) due basi ) due basi 
ortonormaliortonormali rispettivamente di Wrispettivamente di W11 e We W2 2 tali che le coppie tali che le coppie 
((ξξi i , , ηη ii) ) i=1,i=1,……,k,k siano le pisiano le piùù correlate possibile.correlate possibile.
PoichPoichéé le variabili sono le variabili sono centratecentrate ll’’ obiettivo obiettivo èè cercare le cercare le 
coppie  (coppie  (ξξi i , , ηη ii) ) i=1,i=1,……,k,k talitali cche he massimizzano il coseno dellmassimizzano il coseno dell’’
angolo formato da loro.angolo formato da loro.
Il vettore comune di due sottospazi (la prima bisettrice) Il vettore comune di due sottospazi (la prima bisettrice) 
rappresenta la soluzione banale.rappresenta la soluzione banale.
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Il valore del coseno dellIl valore del coseno dell’’ angolo formato tra due angolo formato tra due 
variabili canoniche variabili canoniche ξξ ed ed ηη èè uguale al valore del loro uguale al valore del loro 
coefficiente di correlazione. coefficiente di correlazione. 

LL’’ angolo tra due vettori non dipende dalla loro angolo tra due vettori non dipende dalla loro 
norma quindi possiamo porre:norma quindi possiamo porre:

Usando la funzione di Usando la funzione di LagrangeLagrange si possono ottenere si possono ottenere 
sotto le condizioni di normalizzazione i vettori a e b sotto le condizioni di normalizzazione i vettori a e b 
che massimizzano la quantitche massimizzano la quantitàà aa’’XX’’ZbZb..
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Derivando lDerivando l’’equazione di equazione di LagrangeLagrange rispetto ad rispetto ad aa e e bb e e 
ponendo i risultati uguali a 0 otteniamo:ponendo i risultati uguali a 0 otteniamo:

Sotto le condizioni di normalizzazione moltiplichiamo le Sotto le condizioni di normalizzazione moltiplichiamo le 
equazioni riportate sopra rispettivamente per equazioni riportate sopra rispettivamente per aa’’ e e bb’’::

Ricordando che il trasposto di uno scalare Ricordando che il trasposto di uno scalare èè lo scalare stesso lo scalare stesso 
otteniamo la quantitotteniamo la quantitàà::

Questa quantitQuesta quantitàà èè il coefficiente di correlazione massimo che il coefficiente di correlazione massimo che 
abbiamo trovato.abbiamo trovato.
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Il nostro sistema da risolvere lo possiamo scrivere Il nostro sistema da risolvere lo possiamo scrivere 
nella forma:nella forma:

Per poter risolvere questo sistema Per poter risolvere questo sistema le matrici le matrici XX’’XX e e ZZ’’ZZ
devono essere non singolaridevono essere non singolari ((detdet((XX’’XX) ) ≠≠0, 0, detdet((ZZ’’ZZ) ) ≠≠0)0)

Ricavando Ricavando aa dalla prima equazione del sistema (2)edalla prima equazione del sistema (2)e
b b dalla seconda otteniamo:dalla seconda otteniamo:

Adesso sostituendo Adesso sostituendo aa nella equazione (4) si ottiene:nella equazione (4) si ottiene:
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Il vettore Il vettore bb soluzione del sistema soluzione del sistema èè quindi lquindi l’’
autovettoreautovettore della matrice: della matrice: 

associato al piassociato al piùù grande grande autovaloreautovalore ββ22 ..
ββ22 rappresenta il quadrato del coefficiente di rappresenta il quadrato del coefficiente di 
correlazione tra correlazione tra ξξ ed ed ηη..
Il vettore Il vettore aa può essere calcolato dalla equazione (3) può essere calcolato dalla equazione (3) 
o come o come autovettoreautovettore associato al piassociato al piùù grande grande 
autovaloreautovalore della matrice:della matrice:

Per poter ottenere le variabili canoniche Per poter ottenere le variabili canoniche ξξ ed ed ηη
moltiplichiamo le equazioni (3) e (4) rispettivamente moltiplichiamo le equazioni (3) e (4) rispettivamente 
per per XX e e ZZ..

ZXXXXZZZ ')'(')'( 11 −−

XZZZZXXX ')'(')'( 11 −−

Si ottiene:Si ottiene:

Dalle equazioni (5) e (6) deriva un risultato Dalle equazioni (5) e (6) deriva un risultato 
importante. Le matrici: importante. Le matrici: 

Le matrici Le matrici PP11 e  e  PP22 sono simmetriche ed sono simmetriche ed 
idempotentiidempotenti. Possiamo considerarle come . Possiamo considerarle come 
operatori di proiezione di operatori di proiezione di RRnn sui sottospazi sui sottospazi WW11
WW22 generati dalle colonne delle matrici generati dalle colonne delle matrici XX e e ZZ..
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Ciascun vettore Ciascun vettore ηη ( oppure ( oppure ξξ) ) èè collinearecollineare con la con la 
proiezione ortogonale dellproiezione ortogonale dell’’ altro.altro.
Quindi se Quindi se ηη11 èè un vettore unitario di un vettore unitario di WW22 , il vettore , il vettore 
di di WW11 che forma lche forma l’’ angolo minimo con angolo minimo con ηη11 èè il il 
vettore     proiezione ortogonale di vettore     proiezione ortogonale di ηη11 su su WW11 ..1η

)

1W

2W
Zb=η

Xa=ξ
η)

ξ
)

Collinearità dei vettori    e η) ξ

Il legame dellIl legame dell’’ ACC con la regressione multiplaACC con la regressione multipla

In questo caso la matrice In questo caso la matrice ZZ èè formata da una sola colonna(qformata da una sola colonna(q =1=1).).
La matrice La matrice ZZ èè costituita dalla variabile da spiegare z e costituita dalla variabile da spiegare z e XX èè
costituita dalle costituita dalle pp variabili esplicative variabili esplicative xx11, x, x22, , ……, , xxpp. Il vettore . Il vettore bb haha
una sola componente ed una sola componente ed èè quindi uno scalare, lo stesso il prodotto quindi uno scalare, lo stesso il prodotto ZZ’’ZZ..
Possiamo scrivere: Possiamo scrivere: 

La quantitLa quantitàà ββ22 costituisce il coefficiente di correlazione multipla tra la varcostituisce il coefficiente di correlazione multipla tra la variabileiabile
da spiegare e le variabili esplicative. Dalla (3) otteniamo: da spiegare e le variabili esplicative. Dalla (3) otteniamo: 

Il vettore Il vettore a a èè proporzionale al vettore dei coefficienti della regressione mulproporzionale al vettore dei coefficienti della regressione multiplatipla
con con xx11, x, x22, , ……, , xxpp variabili esplicative e variabili esplicative e zz la variabile dipendente.la variabile dipendente.
Dalla condizione di normalizzazione si ricava: Dalla condizione di normalizzazione si ricava: 
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Il legame con lIl legame con l’’ Analisi delle CorrispondenzeAnalisi delle Corrispondenze

In questo caso si considerano due matrici In questo caso si considerano due matrici ZZ11 e e ZZ22 di di 
dimensioni rispettivamente dimensioni rispettivamente (n, (n, qq11)) e e (n, q(n, q22 ).).
LL’’ Analisi delle Corrispondenze di una tabella di contingenza Analisi delle Corrispondenze di una tabella di contingenza 
può essere vista come lpuò essere vista come l’’ Analisi delle Correlazioni CanonicheAnalisi delle Correlazioni Canoniche
della matrice della matrice ..
Nella matrice Nella matrice ZZ11 vengono riportati i valori in codifica vengono riportati i valori in codifica 
disgiuntiva completa  delle  disgiuntiva completa  delle  qq11 modalitmodalitàà di una variabile di una variabile XX. . 
La matrice La matrice ZZ22 èè costituita dalle costituita dalle qq22 modalitmodalitàà di una variabile di una variabile YY..
Tutte due osservate su Tutte due osservate su nn unitunitàà. Dal prodotto . Dal prodotto ZZ11‘‘ZZ22 otteniamootteniamo
la tabella di contingenza F di dimensioni (la tabella di contingenza F di dimensioni (qq11, , qq22 ).).
Con Con DD11 e e DD22 indichiamo le matrici diagonali rispettivamenteindichiamo le matrici diagonali rispettivamente
dei marginali di riga e di colonna.dei marginali di riga e di colonna.
Otteniamo : Otteniamo : 
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Se moltiplichiamo per Se moltiplichiamo per ZZ11 e e ZZ22 otteniamo: otteniamo: 

La matrice La matrice ha ha qq11+ + qq22 colonne con corrispondenti colonne con corrispondenti 
qq11+ + qq22 punti nello spazio punti nello spazio RRnn . Ogni sottomatrice . Ogni sottomatrice ZZii ( i = 1,2 )( i = 1,2 )
genera in genera in RRnn un sottospazio lineare un sottospazio lineare WWii a a qqii dimensioni. Ledimensioni. Le
componenti del vettore  componenti del vettore  φφ11 ((qq11,1 ) costituiscono le coordinate,1 ) costituiscono le coordinate
di un punto di un punto mm11 nel sottospazio nel sottospazio WW11..
Le coordinate di Le coordinate di mm11 in in RRnn ::

Con Con PP11 e  e  PP22 abbiamo indicato gli operatori di proiezione su abbiamo indicato gli operatori di proiezione su 
WW11 e e WW22 . . 
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Adesso i nostri vettori Adesso i nostri vettori mm11 e e mm22 possono esserepossono essere
ottenute come: ottenute come: 

La proiezione di La proiezione di mm2 2 susu WW1 1 èè collinearecollineare a a mm11 ..
LL’’ analisi delle corrispondenze di una tabella di analisi delle corrispondenze di una tabella di 
contingenza può essere vista come lo studio dellacontingenza può essere vista come lo studio della
posizione relativa dei sottospazi posizione relativa dei sottospazi WW1 1 e e WW22 e quindi e quindi 

come lcome l’’ Analisi delle Correlazioni Canoniche della Analisi delle Correlazioni Canoniche della 
matrice matrice ..[ ]21ZZ
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