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Sommario

[1 Introduzione agli Algoritmi di Approssimazione
[ algoritmi greedy e algoritmi sequenziali; S rppressmasons
[ algoritmi di ricerca locale;
[ algoritmi basati sulla programmazione lineare;
[ algoritmi di programmazione dinamica;
[ algoritmi random.

[0 Classi di Approssimazione

[ APX: approssimazione con rapporto di prestazione
garantito;

[1 PTAS: schemi di approssimazione polinomiale;

[1 FPTAS: schemi di approssimazione completamente
polinomiale e risultati negativi per la classe FPTAS;

[J pseudo-polinomialita e problemi fortemente NP-completi.

[1 Approssimazione attraverso Randomizzazione
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Problemi di Ottimizzazione, L[l

Molti problemi di ottimizzazione sono intrattabili dal punto di Sommario
vista computazionale (NP-hard). nvczion 2 Agori

Problemi di Ottimizzazione, [J

Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

Un generico problema di ottimizzazione P puo essere Agoruni o Approssimzone,
descritto dalla quadrupla (Y5,SOLp, zrcy.,0bjp), dove Mo ety
Algoritmi greedy, [
[ Tp e l'insieme delle istanze di P; g;%g:ggggj:ggjgggg
[ SOL» & una funzione che associa ad ogni istanza ettt del 2 ©
I € Yp l'insieme (eventualmente vuoto) delle soluzioni ottt coll zane
ammissibili per I; e Sy,
0 z;(+) & la funzione obiettivo di P: data un’istanza I € Tp i e Indrendene B
e dato I'insieme o e ncpendent.
SOLp(I) = {z | z soluz. ammissibile per l'stanza I di P}, Pl S
\ Vertex Cover Minimo, [J

zr(x) € un valore numerico associato alla soluzione z;

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

[ objp € {min, max} indica se P e un problema in cui si Vertex Cover Mo, €
vuole minimizzare la f.0. z;(-) oppure massimizzarla.



Problemi di Ottimizzazione, [

Esempio I:l Sommario

Introduzione agli Algoritmi

PrOblema Vert eX COVGI’ M nl ITD di Approssimazione
5 Problemi di Ottimizzazione, O
IstaNzA:  Grafo non orientato G = (V, E);

Problemi di Ottimizzazione, [

SOLUZ|ONE: V/ g V tC \V/ |:/U7; ’ 'U]] E E, V; G V/ O 'Uj E V/, Algoritmi di Approssimazione, 0

/ Algoritmi di Approssimazione, [

F.O. Z | V | , Algoritmi di Approssimazione, [

. . Algoritmi di Approssimazione, [J
Ob] min. Algoritmi greedy, 0

Algoritmi greedy, 0
Problemi dello Zaino,
Problemi dello Zaino,
Problemi dello Zaino,
Problemi dello Zaino,
Problemi dello Zaino,
Problemi dello Zaino, [
Max Insieme Indipendente,

OO0 ooo

Esempio [l
Problema : Col or azi one M nima di un G afo
ISTANZA: Grafo non orientato G = (V, F); Ve nseme ::ggggggggtz

Max Insieme Indipendente,

Socuzione: Assegnamento f : V — K = {1,... k} di k colori Max Indieme Indipendente.
ai nodi t.c. V [u,v] € E, f(u) # f(v); o s idencents

| ICl . Max Insieme Indipendente,
)

OO0 o0o0ooood

F.O. 2.

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

Ob] min. Vertex Cover Minimo, O

Vertex Cover Minimo, [



Problemi di Ottimizzazione, L[l

E interessante osservare che appartengono alla classe dei e
problemi computazionalmente intrattabili molti problemi o roprossmadone
“simili” a problemi di ottimizzazione trattabili. Pronem & oumezzzone.

Problemi di Ottimizzazione, 0

Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

Trattablle Intrattabile
Massimo Flusso (MF) Massimo Flusso Multi-commodity (MFM) ﬁlﬁﬁﬂiﬂl ZIEEEKE
Minimum Spanning Tree (MST) Commesso Viaggiatore (TSP) EEEEE 32::2 iZlEZS
Bipartite Matching (BM) 3D-Matching (3DM) Ezzm 32::2 21225
Zaino Frazionario Zaino 0/1 e

Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, [

Un problema e detto intrattabile da un punto di vista Max Insieme Indipendente,

Max Insieme Indipendente, [J

computazionale, in quanto e molto improbabile che esista un Max Insieme Indipendene,

Max Insieme Indipendente, [

algoritmo efficiente (polinomiale) in grado di individuarne una  waxnsieme ndipendente, &

. c Max Insieme Indipendente, [
SOlUZIOne Ottlma. Vertex Cover Minimo, [J
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [



Algoritmi di Approssimazione, [

Nell'affrontare un problema intrattabile, € conveniente Sommario
progettare un algoritmo efficiente (polinomiale) in grado di piroductone agi Aot
Individuarne una soluzione ammissibile subottima. Problemi di Otimizzazione,

Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [

In molti casi € banale individuare un algoritmo polinomiale in Algortmi di Approssimazione,

Algoritmi di Approssimazione, [J

grado di calcolare una soluzione ammissibile (spesso gri gy
oritmi greedy,
ban ale) . Pr?)blemi 3ello ;aino, O

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Ese m pl Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [

[1Vertex Cover M nino: Mex Insiem Indipentents)
un algoritmo che restituisce in output V' = V; e
Max Insieme Indipendente, [J
[1 Col orazi one Mnima di un G af o: e nsene ndpenderte
un algoritmo che assegna un colore differente ad ogni Max Insieme Indipendene,
5 5 . Max Insieme Indipendente, [

nodo e restituisce in output £ = {1,...,|V|}. Vertex Cover Minimo,

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [



Algoritmi di Approssimazione, [

Chiaramente, non e altrettanto semplice individuare un Sommario
algoritmo polinomiale in grado di calcolare una soluzione ptodueione agh orin
ammissibile subottima che soddisfi un qualche criterio di Probem o timizazine, |
gualita, ossia che possa essere definita una soluzione Tl
approssimata e l'algoritmo che I'ha individuata algoritmo di Agorin i Approssimazione,
approssimazione. ey Ay

Algoritmi greedy, 0
Algoritmi greedy, 0
Problemi dello Zaino, O

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, 0

Datl un prObIema 7)’ una sua |Stanza I & TP ed |ndlcate con Problemi dello Zaino, O

Problemi dello Zaino, 0

x; € xy rispettivamente una soluzione ottima ed una Problemi dello Zaino,

Max Insieme Indipendente, 0

soluzione subottima per I, la qualita di z; puo essere definita e« msieme ndpendente, &

. 5o . . * Max Insieme Indipendente, O

in termini di distanza fra z;(x%) e z7(xg). M Inseme Incipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [



Algoritmi di Approssimazione, [

DEFINIZIONE: Sia A un algoritmo di approssimazione per un problema P e sia = Sommario
una soluzione subottima individuata da .A in corrispondenza di un’istanza I € Y p. Introduzione agli Algoritmi
. o0 0 . . . . di Approssimazione
Si definisce errore assoluto di .A nel caso peggiore (o rapporto di prestazione di A nel Sroblomi di Otimizsasione. 1

caso peggiore) la piu piccola quantita »(.A) tale che Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
" Algoritmi di Approssimazione, [
I (mI) I (II) Algoritmi di Approssimazione, [

RA(I,xr) = max , < r(A), erognil € Tp. o
all, 1) (on) zieyy ) ST, pereg P

Algoritmi di Approssimazione, [J

Algoritmi greedy, 0

) o ) ) ) ) ) ) Algoritmi greedy, 0
Si definisce errore relativo di .A nel caso peggiore la piu piccola quantita e(.A) tale che Problemi dello Zaino,
Problemi dello Zaino,
* Problemi dello Zaino,
|ZI (xI) sl (CCI)| < G(A), per Ogni I € "I",P . Problemi dello Zaino,

maX{zI (:1:}‘), 27 (xj)} o Problemi dello Zaino,
Problemi dello Zaino, [

Max Insieme Indipendente,

EA(I,%I) -

OO0 ooo

Max Insieme Indipendente,

OSSERVAZI ON I: Max Insieme Indipendente,

Max Insieme Indipendente,

1 . Max Insieme Indipendente,
R_A (I:wI) ’ Max Insieme Indipendente,
Max Insieme Indipendente,

0 e(.A) = 0 = la soluzione individuata € ottima; Max Insieme Indipendente,
¢(A) — 1 = la soluzione individuata non & di buona qualita; Jertex cover Minmo. =
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

0 r(A) = 1 = la soluzione individuata & ottima; Vertex Cover Minimo, [
r(A) > 1 = la soluzione individuata non & di buona qualita.

O E.A(I7ZI) =1-

OO0 o0o0ooood



Algoritmi di Approssimazione, [

Alcune tecniche comunemente usate per individuare In Sommario

tempo polinomiale soluzioni ottime per problemi trattabili, P
risultano spesso essere tecniche di approssimazione per Prolemi o Otimizzazione, |
problemi intrattabili: Problemi di Ottimizzazione, 0

Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

algoritmi greedy; Algortmi greed,

Algoritmi greedy, 0

Problemi dello Zaino, [

algorltml SequenZIaII, Problemi dello Zaino, [

Problemi dello Zaino, 0

algoritmi di ricerca locale; Problemi dello Zaino, €

Problemi dello Zaino, 0

algoritmi basati sulla programmazione lineare; e e o
. . . . . . Max Insieme Indipendente, [
algoritmi di programmazione dinamica, Max Insieme Indipendente, [

Max Insieme Indipendente, [J
al g Orltm I ran d O m Max Ins?eme Ind?pendente, O
- Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

L O O OO OO O

Vertex Cover Minimo, [



Algoritmi greedy, [

Dato un generico problema P di ottimizzazione combinatoria®, una Sommario
. T — Introduzione agli Algoritmi
gualunque tecnica di tipo greedy (greedy=goloso) procede Ao

Problemi di Ottimizzazione, [

|te ratlvam e nte . Problemi di Ottimizzazione, 0

Problemi di Ottimizzazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

Inizialmente, I'insieme degli oggetti viene ordinato in accordo ad un Algoritmi i Approssimazione, 3

Algoritmi di Approssimazione, [

prefissato criterio (criterio o funzione greedy) tipicamente legato alla  Aworimi di Approssimazione, o

f.0. e tutti gli oggetti sono tutti candidati a far parte della soluzione Algoritmi greedy,
Problemi dello Zaino, O
f|na|e Problemi dello Zaino, O

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Max Insieme Indipendente, 0

A partire da una soluzione vuota, ad ogni it. viene aggiunto alla
soluzione parziale in costruzione un nuovo oggetto scelto fra i

Max Insieme Indipendente, [

candidati, ossia quegli oggetti che, se scelti, non ledono o e
'ammissibilita. o e et
Fra tutti i possibili candidati ad essere aggiunti, viene scelto o e e
'oggetto pitl promettente, ossia quello cui corrisponde il miglior Vot Coner i
valore greedy. Veron G i,

L'algoritmo termina quando si e ottenuta una soluzione completa.

20gni istanza di P & caratterizzata da un insieme finito di n oggetti e dall’obiettivo di



Algoritmi greedy, [

Nella valutazione della complessita di tempo di un algoritmo greedy, Sommario

occorre sicuramente tener conto della complessita computazionale e o
necessaria per I'ordinamento iniziale degli oggetti (O(nlogn)) e o
della complessita computazionale necessaria per effettuare gli n J
test di ammissibilita (che dipende dal problema). e

Algoritmi di Approssimazione, [J
Algoritmi greedy, 0

La qualita della soluzione ottenuta dipende dal criterio greedy
Problemi dello Zaino, O
scelto: differenti criteri greedy conducono a differenti soluzioni. Problemi dello Zaino, 0

Problemi dello Zaino, 0
Problemi dello Zaino, O

Se il problema P é risolvibile all'ottimo con una tecnica greedy, e
allora per ogni istanza di P sicuramente esiste un ordinamento che o e &
conduce ad una soluzione ottima. Chiaramente, se P & intrattabile, o e
5 0 0 0 . . . . Max Insieme Indipendente, [
non ci si aspetta di poter individuare tale ordinamento in tempo [ ————
polinomiale. Ve s nienent,
Tuttavia, come vedremo di seguito, per alcuni problemi esistono e

semplici ordinamenti che conducono a soluzione subottime di Jenex Coverimme, =
buona qualita.



Problemi dello Zaino, [

Problema : Zai no 0/ 1 sommario
ISTANZA: O — {017 ey On}1 \v/ 0; € O Pi, Wi [ Z‘F’ W c Z‘F’ Introduzione agli Algoritmi
n . . . di Approssimazione
Soiruzione: x € {0,1}™ t.c. z; = 1, se o; viene scelto (x; = 0, altrimenti) e Problemi di Otimizzazione, O
n Problemi di Ottimizzazione, 0
E w; - x; < W; Problemi di Ottimizzazione,
] Algoritmi di Approssimazione, [
Z Algoritmi di Approssimazione, [
FO. 2° § : i - xz, AIgorrtm! d! Approssrmazrone,l:l
Algoritmi di Approssimazione, [J
1=1 Algoritmi greedy, [
Ob] . max. Algoritmi greedy, [
ISTANZA ) — {01,---,0n},V0i € O pi,w; EZ"’,W c Z+; Problemi dello Zaino, O
n Problemi dello Zaino, O

Problemi dello Zaino, 0
Problemi dello Zaino, 0

Soruzione: z € [0, 1]™ t.c. Z w; - x; < W;

v=1 Max Insieme Indipendente, [

n Max Insieme Indipendente, [

F.O. Z. Z Di * Ti, Max Insieme Indipendente, [J

i—1 Max Insieme Indipendente, [

Obj: max. Max Insieme Indipendente, [

Max Insieme Indipendente, [

Max Insieme Indipendente, 0

[0 Zai no Frazi onari oeP risolvibile all'ottimo da un algoritmo greedy polinomiale. M Insieme Indipendente, O
Vertex Cover Minimo, [
[0 Zai no 0/ 1€NP-completi, ma esiste un algoritmo greedy polinomiale che vertex Caver Minimo, [
. .. . 1 . . Vertex Cover Minimo, [
individua una soluzione 3 -approssimata; Vertex Cover Minimo, 0

[0 Zai no Frazi onari o e il rilassamento continuo di Zai no 0/ 1.



Problemi dello Zaino, [

Sommario

algoritmo gr eedy- zai no-frazi onari o (n,p,w,W) e
ntroduzione agli Algoritmi

foreo = 1tondo x; := 0O; di Approssimazione

G = 0’ Problemi di Ottimi i O
roplemi di Imizzazione,
ordinare e rienumerare gli n oggetti t.c. 5}—11 > 5}—22 > > Z—Z; Problemi di Ottimizzazione, 0]

W, := W, [* W, e la capacita residua dello zaino */

Problemi di Ottimizzazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [

1 = 1, Algoritmi di Approssimazione, 0
. Algoritmi di A imazione, O

while (Wr — w; Z 0) do gor! m! i Approssimazione

Algoritmi greedy, 0
g 2= 1; Algoritmi greedy, [
Problemi dello Zaino, O

% = Z i
+ pz ’ Problemi dello Zaino, O

V‘/r = M/r — Wiy, Problemi dello Zaino, O

10 ’Z, — ’Z, —|— | : Problemi dello Zaino, 0
° b
Problemi dello Zaino, 0

11 endwhile Problemi dello Zaino, [
12 x; := Wy . Max Insieme Indipendente,

wy ’ Max Insieme Indipendente,
13 z:=2+ bi - Tq, Max Insieme Indipendente,

14 return (:Ij, Z), Max Insieme Indipendente,
Max Insieme Indipendente,

end gr eedy- zai no-frazionario I* O(nlogmn) */ Max Insieme Indipendente,
Max Insieme Indipendente,
Max Insieme Indipendente,
Vertex Cover Minimo, [

s—1 s
D I | nea 12: 'L = S E {1, . . ,n} t.C. Z wj < W S Z wj; Vertex Cover Minimo, [

=1 j=1 Vertex Cover Minimo, O

© 0 O O i W N+

OO0 o0o0ooood

Vertex Cover Minimo, [

[ l'oggetto o5 € detto oggetto critico.



Problemi dello Zaino, L[]

Data un’istanza I per Zai no 0/ 1, gr eedy-zai no-frazi onario Sommario
individua una soluzione x; costituita da tutte componenti intere fatta ~ Jo o=l
eccezione della componente critica. Pronemi g imzzedone.

Problemi di Ottimizzazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

E immediato osservare che ponendo a O il valore della componente o el G LR,

Algoritmi di Approssimazione, [J

critica, si ottiene una soluzione ammissibile subottima per Zai no for o
0/ 1 in corrispondenza della quale si ha il seguente valore di f.o.

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [

Problemi dello Zaino, O

s—1 Problemi dello Zaino, O

Problemi dello Zaino, O

Z(ZUI) — Z Dj- Problemi dello Zaino, [
. Max Insieme Indipendente, [
=1

Max Insieme Indipendente, [J
Max Insieme Indipendente, [J

I a I i 3 I 1 Max Insieme Indipendente, [
Ma di quan.to x.I e peggiore della soluzione x7; ottima per ogni e e e
|Stanza I dl Za| nO O/ 17 Max Insieme Indipendente, [J

Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [



Problemi dello Zaino,

Si osservi che

z(xr) < z(z7) < U < z(xr1) + ps,

S

s—1
dove U =) p; + {WTP—SJ (Dantzig, 1957).

j=1 ©
Dunque, in tal caso, il rapporto di prestazione nel caso peggiore e
arbitrariamente cattivo.

Si consideri, infatti, la famiglia di istanze per cui
] n=2;
0 p1 =w1 =1, p2 = w2 = k;
0 W =k.

In tal caso, si ha

2(xr) =1, z(x7) =k = =

Sommario

Introduzione agli Algoritmi

di Approssimazione

Problemi di Ottimizzazione, O
Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [J
Algoritmi greedy, 0

Algoritmi greedy, 0

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, O
Problemi dello Zaino, O
Problemi dello Zaino, O

Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, [J
Max Insieme Indipendente, [J
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [J
Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [




Problemi dello Zaino, [

. Sommario
algoritmo appr - gr eedy- zai no0/ 1 (n,p,w,W)
. e N- Introduzione agli Algoritmi

for e = 1tondo x; := 0; di Approssimazione

zZ = O, Problemi di Ottimizzazione, 0

ordinare e rienumerare gli n oggettit.c. 2L > £2 > ... > Pn. Proplemi di Ottmizzazione, 1
wi] — wog =

= wn, Problemi di Ottimizzazione, [

W, =W, [* W, e lacapacita residua dello zaino */ Algoritmi di Approssimazione, (1
. a, Algoritmi di Approssimazione, [
b == 1’ Algoritmi di Approssimazione, [
while (er — Ww; Z 0) do Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi greedy, 0
Algoritmi greedy, 0
z 1=z + p;; Problemi dello Zaino, O

c Problemi dello Zaino, O
Wr = W — wy; Problemi dello Zaino, [
10 T =1+ 1; Problemi dello Zaino, [

11 endwhile

Problemi dello Zaino, 0

x; = 1,

0 J O O b W N+

@)

12 if (pz > Z) then Max Insieme Indipendente, [0
13 T; = 1, Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
14 zZ = Pi, Max Insieme Indipendente, [
15 for ,] —1to7 — 1 do xj = O, Max Ins?eme Ind?pendente, O
Max Insieme Indipendente, [
16 endif Max Insieme Indipendente, O
17 return (x,z), Max Insieme Indipendente, 0
) Vertex Cover Minimo, [
end appr - gr eedy- zai no0/ 1 I* O(nlogn) */ Vertex Cover Minimo, O

Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [




Problemi dello Zaino, L[]

Anche appr - gr eedy- zai no0O/ 1 calcola z; in maniera greedy, ma Sommario

. . . / Introduzione agli Algoritmi
restituisce in output 2’ = max{z(xr), ps}. Ao
Teorema: appr - gr eedy- zai no0/ 1 ha rapporto di prestazione nel

Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [

. . 1 Problemi di Ottimizzazione, O
CaSO pegg|0re parl a 5 Algoritmi di Approssimazione, [
Dimostrazione : E immediato osservare che eontn s Ao

Algoritmi di Approssimazione, [J

! * Algoritmi greedy, 0
* z'=max{z(xs),ps} * / z el
Z('CUI) S Z(QZ‘I) + pS :> Z(ZUI) S 22 z —’ S 2 A|gOfItmI.greedy,|.:I
Z Problemi dello Zaino, O

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, 0

Per dimostrare che % e stretto, si consideri la famiglia di istanze per Problemi dello Zaino, O

0 Problemi dello Zaino, O
cul
Max Insieme Indipendente, 0
D n — 3’ Max Ins?eme Ind?pendente, 0
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [

|:| pl = W1 = 1, p2 = W2 = p3 = W3 = k‘, Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0
|:| W — 2k Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [
In tal CaSO’ S| ha Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

/
% oo 1
27—l z(a:I):2k:>Z—*k—> 5"
z



Max Insieme Indipendente, [

Problema : Massi no | nsi ene | ndi pendent e Sommario
IsTanzA:  Grafo non orientato G = (V, E); IrieslirE e ealA ot
/ / / di Approssimazione
SoLuzioNE: V g Vic V ['U,, 'U] & E, u g \% oppure v g \% ; Problemi di Ottimizzazione, [
FO. 2° | V’ | , Problemi di Ottimizzazione, [
. Problemi di Ottimizzazione, [
Obj: max. Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
NOTA: V'’ & una clique nel grafo complemento G. = (V, E..), dove Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [J
Ec =V xV \ {{(’L, ’L) | 1 E V} U E} Algoritmi greedy, [

Algoritmi greedy, 0

Problemi dello Zaino,

Problemi dello Zaino,

Problemi dello Zaino,

Problemi dello Zaino,
)

Problemi dello Zaino,
Ge=(V, E Problemi dello Zaino, 0
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0
G=(V,E) Max Insieme Indipendente, [

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

Come definire il criterio greedy? Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [

OO0oooo

Grado deg(i), ¢ € V (minimo).




Max Insieme Indipendente, [

c Sommario
algoritmo appr - max- i ndset (V,E)
/L . L . Introduzione agli Algoritmi

1 V= (Z)’ U:= V’ di Approssimazione
2  while (U 75 (Z)) do Problemi di Ottimizzazione, 0

L . o A . . * . * Problemi di Ottimizzazione, O
3 v := argmin{deg (i) | i in Gy = (U, Ev)}; [* Gy sottografo indotto da U */ broblemi i Ottimizzasione. 1
4 V/ = V/ U {’U}, Algoritmi di Approssimazione, [

L . Algoritmi di Approssimazione, [
5 U:=U \ {{’U} J {’U, eU | [U’ ’U,] = EU}}’ Algoritmi di Approssimazione,
6 endwhile Algoritmi di Approssimazione, [

/\. Algoritmi greedy, 0

7 TR (V )’ . Algoritmi greedy, 0
end appr - max- | ndset Problemi dello Zaino, [

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [

Ma di quanto V/ & peggiore della soluzione V;* ottima per ogni Problemi dello Zaino, 0

Max Insieme Indipendente, [
Istanza I di Massi no | nsi ene | ndi pendent e?
Max Insieme Indipendente, [J
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [

RlSPOSTA Max Insieme Indipendente, [
Il rapporto di prestazione nel caso peggiore e arbitrariamente e e
Cattlvo Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [



Max Insieme Indipendente, [

Sommario

\ 5 Introduzione agli Algoritmi
\ ¢ di Approssimazione
( Problemi di Ottimizzazione, O
2 6 Problemi di Ottimizzazione, O
»"%’ o Problemi di Ottimizzazione, O
Algoritmi di Approssimazione, [
7 Algoritmi di Approssimazione, [

‘ Algoritmi di Approssimazione, [
, Algoritmi di Approssimazione, O
4 e Algoritmi greedy, O
la

Algoritmi greedy, 0

Ka Problemi dello Zaino, 0

Problemi dello Zaino, [

Problemi dello Zaino, [

Problemi dello Zaino, [

0 K4 ={1,2,3,4} e una clique di 4 nodi; provtemicello Zaine, -
roblemi dello Zaino, [

Max Insieme Indipendente, 0

0 14 = {5,6,7,8} € un insieme indipendente di 4 nodi; e e g

* 2 / 2 Max Insieme Indipendente, [
O V2  Vi°

Max Insieme Indipendente, [

Max Insieme Indipendente, [

Max Insieme Indipendente, 0

Max Insieme Indipendente, 0
|:| VI* — |4. Vertex Cover Minimo, [
2 Vertex Cover Minimo, 0
Vertex Cover Minimo, [

|:| VI, = {9} U {Z}, 'l - K4. Vertex Cover Minimo, [

V7|

In generale, per k > 2,

VT




Max Insieme Indipendente, [

E possibile dimostrare che, Sommarc

Introduzione agli Algoritmi
di Approssimazione

a meno Che P:NP’ Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

NON ESISTE per IVESS' ITD I nS| eITE I ndl pendent e Un Algoritmi di Approssimazione, [

algoritmo di approssimazione polinomiale il cui rapporto di Aot Apcamaions,
prestazione sia costante. oot ey

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [

E possibile dimostrare, invece, che appr - max-i ndset ha e
rapporto di prestazione limitato da una funzione della densita 2o e -

Max Insieme Indipendente, 0

del grafo istanza del problema. Max Insieme Indipendente,

Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [J
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [



Max Insieme Indipendente, [

Teorema: Sia G = (V, E), |V| = n, |E| = m una generica istanza [ Sommario
Introduzione agli Algoritmi

passata in input a appr - max- i ndset . y——————

o g 2 Problemi di Ottimizzazione, O
Per Ognl IStanza I’ rISUIta Che Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [

/ n m Algoritmi di Approssimazione, 0

| VI | Z ~ < (S —_ — Algoritmi di Approssimazione, [

25 —|_ 1 n Algoritmi di Approssimazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [J

Dimostrazione : Sia v; € U il vertice selezionato all’i.ma it. del ciclo for o
whi | e (linee 2—6) e sia d; il suo grado. oo sl rai

Problemi dello Zaino, 0
Problemi dello Zaino, O

appr - max-i ndset rimuove da U il nodo v; e tutti i suoi d; nodi Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, O
adiacenti. Dato che ciascuno dei d; adiacenti ha grado almeno pari Max nsieme Indpenderte, €

Max Insieme Indipendente, [
M . Max Insieme Indipendente, [

a d; + 1, il nr. di archi eliminati & almeno pari a ==
Max Insieme Indipendente, [J
Sommando per tutte le it., si ha

Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0

|VI/ | Max Insieme Indipendente, [
di (dl + 1) m=3dn Vertex Cover Minimo, [
(1) E S m p— (577/ Vertex Cover Minimo, 0
1 2 Vertex Cover Minimo, [
1=

Vertex Cover Minimo, [



Max Insieme Indipendente, [

Dal momento che appr - max- i ndset termina quando tutti i nodi Sommario
sSOonNo Statl ellmlnatl’ S| ha Introduzione agli Algoritmi

di Approssimazione
Problemi di Ottimizzazione, [

| VI/ | Problemi di Ottimizzazione, O
Problemi di Ottimizzazione, [
(2) Z (dl _|_ 1) = n. Algoritmi di Approssimazione, 0
Algoritmi di Approssimazione, [
1=1 Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [J
Algoritmi greedy, 0
Sommando (2) al doppio di (1), si ottiene: Algortmi greedy,
Problemi dello Zaino, O
Problemi dello Zaino, O
|VI’ | |VI’ | Problemi dello Zaino, O
Problemi dello Zaino, O

(3) Z(dz + 1) ‘|‘ 2 Z dz(d;_'_ 1> S n + 25n = n(25 + 1) Problemi dello Zaino, O
1=1

Problemi dello Zaino, 0

\7’: 1 ., Max Insieme Indipendente, 0
v Max Insieme Indipendente, [

/ . .
|VI | Max Insieme Indipendente, [

Max Insieme Indipendente, [J

2 . .
(dz _|_ 1) Max Insieme Indipendente, [
2

=1 Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [

Utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, per la quale Vertox Gover Minimo, 1

Vertex Cover Minimo, [
2 Vertex Cover Minimo, O

I I I
2 2
E arbr | < E ak E br. |,
k—1 k—1 k—1



Max Insieme Indipendente, [

nel nostro caso, si ha Sommario
Introduzione agli Algoritmi
/ / / 2 di Approssimazione
|VI | |VI | |VI | (2) Problemi di Ottimizzazione, [
3 2 2 X N 2 Problemi di Ottimizzazione, [
Z (d?’ —|— 1> Z 1 2 : :(dl —|_ 1) 1 =n. Problemi di Ottimizzazione, O
1=1 1=1 1=1 Algoritmi di Approssimazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [
D u n q u e . S| h a Ch e Algoritmi di Approssimazione, [J

Algoritmi greedy, 0

Algoritmi greedy, 0

|VI/ | 2 2 Problemi dello Zaino, [
Z 2 n n Problemi dello Zaino, [
(4) (dz + ].) Z /— == TR Problemi dello Zaino, O
o |VI | |VI | Problemi dello Zaino, O
=1 O

2 Problemi dello Zaino,

Z ]- Problemi dello Zaino, 0
i=1 Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, [
. . Max Insieme Indipendente, [
Dunque, dalla (4) e la (3), si ottiene: Max Insieme Incipendene,
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [

/
|VI | Max Insieme Indipendente, O

2

n 9 Max Insieme Indipendente, 0
; S E (dz —+ ].) S n(25 —+ 1) 3 Vertex Cover Minimo, [J

| VI | i—1 Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

da cui segue che

n
Vi| > ———.
Vil 2 20 + 1



Max Insieme Indipendente, [

E| = m una generica istanza I Sa—

Introduzione agli Algoritmi

Teorema: Sia G = (V, E), |V| = n,
passata in input a appr - max-i ndset e sia V;" una soluzione o Approssimazione

5 Problemi di Ottimizzazione, O
ottima. Problemi di Ottimizzazione, [J

. . . Problemi di Ottimizzazione, [
Per ogni istanza I, risulta che Algortmi ol Approssimazione, T
Algoritmi di Approssimazione, [
| VI* | Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [J
| V/ | — 5 + 1 : Algoritmi greedy, 0
I Algoritmi greedy, 0
Problemi dello Zaino, O

Dimostrazione : Sia v; € U il vertice selezionato all's.ma it. del ciclo g;gg;gg;gg;:g;;;;gg
. H - o Problemi dello Zaino, O
whi | e (linee 2-6) e sia d; il suo grado. e
appr - max- i ndset rimuove da U il nodo v; e tutti i suoi d; nodi e e o
' 4 Max Insieme Indipendente, [
ad Iacentl . Max Insieme Indipendente, [
Sia k; il nr. di vertici in V* che trai d; + 1 vertici vengono elinimati pexineeme :Qj:ﬁjﬂjjﬂtjg

Max Insieme Indipendente, [

7. a
a” 1. ma It Max Insieme Indipendente, [

Chiaramente risulta che

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
|VI/ | Vertex Cover Minimo, 0

. Vertex Cover Minimo, [
=1



Vertex Cover Minimo, [

Problema : Vert ex Cover M ni no S
Istanza:  Grafo non orientato G = (V, E); Introduzione agli Algoritmi
. / / /. di Approssimazione
Soruzione: V' C V t.c. v [U, 'U] cEBE,ueV oppure v Ve Problemi di Ottimizzazione, [
F.O. z. | V/ | : Problemi di Ottimizzazione, 0
9% . ’ Problemi di Ottimizzazione, [
Obj . min. Algoritmi di Approssimazione,

Algoritmi di Approssimazione,

.. . . . Algoritmi di Approssimazione,

CO me defl n I re I I CrlterIO g I'eedy? Algoritmi di Approssimazione,
Algoritmi greedy, 0
Algoritmi greedy, 0

GradO deg('l/), 7/ 6 V (mlnlmO) Problemi dello Zaino, O

Problemi dello Zaino, [

O oOooo

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [

Ma di quanto V;/ & peggiore della soluzione V;* ottima per ogni
istanza I di Vert ex Cover M ni np? o e &

Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [J

R | S POSTA Max Insieme Indipendente, O

Max Insieme Indipendente, [

Anche in questo caso, il rapporto di prestazione nel caso peggiore €  waxinseme indipendente, 0
arbitrariamente cattivo. Vees Core M
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [



Vertex Cover Minimo, [

Sommario

Introduzione agli Algoritmi
di Approssimazione
Problemi di Ottimizzazione, O

Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [
Algoritmi di Approssimazione, [

Algoritmi di Approssimazione, [J
Algoritmi greedy, 0
Algoritmi greedy, 0
|:| Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, O
. ) — J— . Problemi dello Zaino, O
{ci1,...,cn}U{b1,...;bn}USa;, i=1,...,L(n) = — | 5 Proem delozano.
"7 Problemi dello Zaino, 0
Max Insieme Indipendente, 0
|:| VI* ') VI/') Max Insieme Indipendente
Max Insieme Indipendente
Max Insieme Indipendente
|:| V* . {b b } Max Insieme Indipendente
I — 1,.--,Uny, Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0

[] nel caso pegglore VI/ — {a,,,;, T ]_, Ce L(n)} U {b17 L. 7bn} Max Insieme Indipendente, O

Vertex Cover Minimo, [

oppure V{ = {ai, i=1,...,L(n)} U{c1,...,cn}.

Vertex Cover Minimo, [

,
,
,
,

Vertex Cover Minimo, [




Vertex Cover Minimo, [

A differenza di Massi no | nsi ene | ndi pendent e, per Sommario
Vertex Cover M ni np e possibile dimostrare che esiste ptodueione agh orin

un algoritmo di approssimazione polinomiale con rapporto di A Ol B

Problemi di Ottimizzazione, [
p restaz | one costante. Problemi di Ottimizzazione, 0
Algoritmi di Approssimazione,
Algoritmi di Approssimazione,
Algoritmi di Approssimazione,

O oOooo

Algoritmi di Approssimazione,

algoritmo r andom appr ox-vc (V,E) 2:33:;2: ::2233
1 V’ — @’ E/ — E, Problemi dello Zaino, [
/ Problemi dello Zaino, [
2 while (E 7é @) do Problemi dello Zaino, O
.. c Problemi dello Zaino, O
3 i, 7] :=sel ect (E'); /* seleziona da E’ un arco a caso */ ot del 7o
!/ . / ERCh i Problemi dello Zaino, [
4 V T V U {Z’ ']}’ Max Insieme Indipendente, 0
5 E/ - El \ {[u7 'U] | v = ’L oOu—= J}! Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
§) endwhile Max Insieme Indipendente, [
/. Max Insieme Indipendente, [
7 return (V )’ Max Insieme Indipendente, [
_ Max Insieme Indipendente, [
end r andom appr OX VC Max Insieme Indipendente, 0

Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [



Vertex Cover Minimo, L[]

Teorema: Sia G = (V, E), |V| = n, |E| = m una generica istanza [
passata in input a r andom appr ox- vc e sia V; una soluzione
ottima.

Per ogni istanza I, risulta che

~

V|
V7|

=

Dimostrazione : Sia A I'insieme degli archi selezionati dall’algoritmo.
Chiaramente, risulta che

(5) V| =2 |A].

Inoltre due archi in A non possono avere nessun vertice incidente in
comune. Ne consegue che

© Al < |V

Unendo le relazioni (5) e (6), si ottiene la tesi.

Sommario

Introduzione agli Algoritmi
di Approssimazione

Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
Problemi di Ottimizzazione, [
Algoritmi di Approssimazione,
Algoritmi di Approssimazione,
Algoritmi di Approssimazione,
Algoritmi di Approssimazione,
Algoritmi greedy, 0

Algoritmi greedy, 0

Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, [
Problemi dello Zaino, O
Problemi dello Zaino, O
Problemi dello Zaino, O
Problemi dello Zaino, O

Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [J
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, [
Max Insieme Indipendente, 0
Max Insieme Indipendente, 0
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [
Vertex Cover Minimo, [

Vertex Cover Minimo, [J

O oOooo
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