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SISTEMI A DUE GRADI DI LIBERTÀ

Lo studio dei sistemi a più gradi di libertà verrà affrontato 
facendo  riferimento, per semplicità, solo a sistemi 
conservativi, trascurando, cioè lo smorzamento.

Moto libero
Si esamina dapprima il moto libero del sistema, 

considerando, quindi, che su di esso non agisca nessuna 
forza esterna e che il moto sia imposto allontanando 
nell’istante iniziale le masse dalla loro posizione di equilibrio.
Consideriamo il sistema a due gradi di libertà ( x1 ed x2 ) 

rappresentato in fig. Sulla massa m1 agiscono le seguenti 
forze:



La forza di inerzia :   

La reazione della molla K1 :  

La reazione della molla K3 :   

Sulla massa m2 agiscono le seguenti forze:

La forza di inerzia :  

La reazione della molla K2 :  

La reazione della molla K3 : 
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Applicando il principio di d’Alembert, e cambiando segno a 
tutti i termini per comodità, le (due) equazioni del moto del 
sistema si scrivono:

Ovvero:

0)( 2131111 =−++ xxKxKxm

0)( 1232222 =−++ xxKxKxm

0)( 2313111 =−++ xKxKKxm

0)( 1323222 =−++ xKxKKxm



Coefficienti di rigidità

E’ utile definire i coefficienti di rigidità kij del sistema , il 
generico kij è definito come
- La reazione con segno cambiato che il sistema esercita 
sulla massa (o sulla sezione) i-esima per uno spostamento 
unitario della massa (o della sezione) j-esima, ferma 
restando tutte le altre masse (o sezioni). -
Dalla definizione di coefficienti di rigidità, per il sistema 

considerato risulta:

k11 = K1+K3           k22 = K2+K3 k12 = -K3 = k21

Le equazioni del moto si possono allora scrivere nel 
seguente modo:



(1)

che costituiscono un sistema di equazioni differenziali lineari 
omogenee a coefficienti costanti.
L’integrale generale di tale sistema di equazioni è: 
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ma, per semplicità, supporremo direttamente che la 
soluzione sia di tipo armonico, per cui, nelle (1) 
sostituiremo l’integrale particolare:
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In altri termini, assumere che le (2) siano un integrale 
delle (1), significa supporre che sia possibile un moto per 
il quale ciascuna massa si muove con moto armonico di 
pulsazione w ed ampiezza Xi. Tale ipotesi risulta essere 
verificata nella realtà



Condizione di normalizzazione

Poiché non sono note le ampiezze ma solo il loro 
rapporto, per rappresentare le deformazioni del sistema 
che vibra con ciascuna delle due pulsazioni naturali, si 
stabilisce una condizione di normalizzazione.
La più semplice condizione di normalizzazione consiste 

nell’assumere che l’ampiezza della oscillazione della 
prima massa sia uguale ad 1 e si calcola di conseguenza 
l’ampiezza della oscillazione della seconda massa. Un 
esempio è riportato in fig.1. In tale figura le linee che 
congiungono le estremità dei segmenti che rappresentano 
le ampiezze delle oscillazioni sono dette linee elastiche. Il 
generico termine Xi,j di quest’ultima rappresenta 
l’ampiezza di oscillazione della massa i-esima per il j-
esimo modo di vibrare.



Come si può osservare dalla fig.1, in corrispondenza della 
più bassa delle due pulsazioni naturali del sistema le due 
masse oscillano muovendosi entrambe nello stesso verso, 
mentre in corrispondenza della più alta delle due pulsazioni 
naturali del sistema le due masse oscillano muovendosi in 
verso opposto. Di conseguenza in corrispondenza della 
pulsazione più elevata la linea elastica presenta un punto 
che non si sposta, tale punto è detto nodo; in fig.1 il nodo è
evidenziato da un cerchietto ed è indicato con n. Da quanto 
detto si evince che:
Un sistema a due gradi di libertà ha due pulsazioni naturali 
che individuano due modi di vibrare. Ciascuno di questi 
ultimi è rappresentato da una linea elastica del tipo riportato 
in fig.1.



Il primo modo di vibrare (quello a pulsazione più bassa) 
presenta una linea elastica senza nodi, mentre il secondo 
modo di vibrare presenta un nodo. 
La circostanza per la quale le ampiezze delle vibrazioni non 
sono note, fisicamente, dipende dal fatto che il moto del 
sistema  è un moto libero e pertanto è destato dalle 
condizioni iniziali, solo se queste ultime sono assegnate è
possibile calcolare le ampiezze delle vibrazioni libere.
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MOTO FORZATO

















CENNI SUI SISTEMI A PIU’ GRADI DI 
LIBERTA’

Moto libero





















Moto forzato











DINAMICA DEI ROTORI

Velocità critica flessionale





































Elementi di dinamica dei rotori rigidi



Sbilanciamento di un rotore

Sbilanciamento statico













Sbilanciamento dinamico















CENNI SUL BILANCIAMENTO DI UN ROTORE



Bilanciamento di un rotore rigido







Sbilanciamento residuo









CENNI SUI GIROSCOPI

Introduzione





Coppie di inerzia giroscopiche











Fenomeni giroscopici elementari



La tenacia dell’asse giroscopico





La tendenza al parallelismo



Permanenza dell’asse giroscopico



Esempio

Un aeromobile procede ad una velocità V=80km/h e compie 
una virata descrivendo un arco di cerchioni raggio R= 3000m 
intorno ad un asse verticale.
Determinare la coppia di reazione giroscopica della quale è
sede il rotore di una turbomacchina il cui momento di inerzia 
di massa è I = 1 kgm2 , e ruota attorno ad un asse parallelo 
all’asse longitudinale l del velivolo con velocità di rotazione 
pari a 10000 giri/min.





Con i dati a disposizione si calcola:

Ω = 2π/60 . 10000 = 1000 rad/s
V = 800 . 1000 / 3600 = 222.2 m/s

ω= V / R = 222.2 / 3000 = 0.74 rad / s

Da cui si ottiene:

M = IΩω = 1 . 1000 . 0.74 ∼ 741 Nm



Questo momento si trasmette all’aeromobile attraverso i 
supporti del rotore, agisce intorno all’asse trasversale t 
del velivolo(ortogonale al piano degli assi l e V) e tende a 
far sovrapporre l’asse l  (vettore Ω) all’asse V della 
perturbazione ω. Per effetto della virata verso sinistra, 
dato il verso di Ω, il velivolo tenderà ad abbassare il 
muso, cioè a picchiare.



Applicazioni dei giroscopi

• La bicicletta





La bussola giroscopica
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