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e Pampiezsa dell'oscillazione forzata nsulta, pari ad 1/100 dell’a.ltezza. hg e nsulta.

quindi trascurabile rispetto ad ho.
Per oftenere questo risultato occorre che:

w, =w/5=2x/(0,2+5) = 2w rad/s
Poiché, come risulta dall’esercizio prece&enfe, la pulsazione naturale w,, & data

da:
= \/29/1

l=2g/w? =2-9,81/47" ~0,5m

dovra essere:

A | [

\/

Fig.5.1X-1

E da osservare che tubi manometrici con lunghezza rettificata della colonna li-
quida maggiori di O, 5m portano a valori di w, pitt bassi ed a valori dell’amplezza
delle oscillazioni forzate minori di 1/100 di hg.

}<5.l7 Sistemi dissipativi: vibrazioni libere

Le azioni smorzanti presenti in un sistema meccanico sono di natura di-
versa: come si & accennato nel par.5.12 esse sono dovute alla resistenza del
mezzo, nel quale il sistema oscilla, alle resistenze d’attrito presenti nei vin-
coli, al fenomeno d’isteresi elastica, dovuto alla variazione periodica delle -
sollecitazioni degli elementi elastici presenti nel sistema.

Per tener conto di queste azioni smorzanti nella maniera pil semplice,
nel caso di sistemi discreti si accetta ’ipotesi che sulle masse concentrate
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m agiscano forze resistenti del tipo —o&, proporzionali alla prima potenza
della velocita £ di m secondo una costante ¢ e di verso opposto ad .

Azioni smorzanti di questo tipo sono dette viscose e la costante o viene in-
dicata come coefficiente di.smorzamento viscoso o pilt semplicemente come
smorzamento viscoso o ancora pill semplicemente come smorzamentoc.

Riprendendo in esame il sistema ad un grado di liberta di fig.5.12-1,
una resistenza al moto del tipo descritto puo essere esercitata sulla massa
m da uno smorzatore (v. fig.5.17-1), costituito da un cilindro, collegato
rigidamente alla massa m, entro il quale pud scorrere un pistone a perfetta
tenuta, collegato ad un punto fisso O; e recante una serie di fori calibrati
di piccolo diametro. Il cilindro sia pieno di un fluido viscoso, p.es. olio
minerale.

Fig.5.17-1

Durante ’oscillazione della massa m, il moto relativo tra pistone e cilindro
dello smorzatore costringe il fluido a passare attraverso i fori calibrati con
un moto che risulta laminare. :

L’equazione del moto libero della massa m si ottiene scrivendo la con-

- dizione di equilibrio tra le forze agenti (reazione della molla = — Kz, reazio-.
- ne dello smorzatore = —oz e la forza di inerzia —mZ, tutte dirette secondo
Passe z):

-mi—ocx— Kz=0

L’equazione del moto pud quindi scriversi nella forma:
mi+oz+ Kxz=0 (5.17-1)

L’equazione differenziale (5.17-1) rappresenta il modello matematico del »

moto libero di un sistema ad 1 grado di liberta, cara,tterlzza.to dal coeffi-
cienti costanti m, o, K.
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L’integrale generale :c(t) della (5.17-1) si ottiene con lo stesso metodo
applicato nella soluzione della (5.12-1), ponendo cioé nella (5:17-1):

2(t) = = q@f (5.17-2)

con C e A costanti.

Con tale sostituzione si ottlene

mc,\zp“ + a@‘,\e“ + KCe =0 (5.17-3)

e quindi: _ |
A+ (o/m)A+ K/m=0 (5.17-4)

La (5 17- ), indipendente da t, & I’equazione (algebrlca) caratteristica
dell’e equazione differenziale (5. 17-1) ‘ e

Avendo gia posto
w, = pulsazione naturale = \/K/m (5.17-6)

le due radici A; e A; dell’equazione (2.17-4), risultano essere le seguenti:
A2 = —0/2mE +\/(0/2m)? — w2 (5.17-7)

L’integrale generale dell’equazione differenziale (5.17-1) sara quindi
dato da: JN—

E3et N gt) = Cle’\“ +C e’\’t ~ (5.17-8)

con \; e /\2 funzioni dei coefﬁc1ent1 (m o, K ) del sistema e C,; e Cy costanti
di integrazione, dipendenti dalle COIldlZlonl iniziali (zo e vo).

La legge del moto z(t), data dalla (5. 17-8) ha caratteristiche sostanzial-
mente diverse a seconda che per il sistema in esame risulti:

o/2m2w, (5.17-9)

cioe a seconda che il coefficiente di smorzamento ¢ soddisfi alle relazioni:

02 2mw, = 2m\/K/m = 2VmK - (5.17-10)

Indicato con:

St

0., = smorzamento critico = 2vV'm ‘(5.17-‘1 1)

et AR
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le relazioni (5.17-9) possono scriversi:

020, | (5.17-12)

i
!

\

E da osservare che per un assegnato sistema (m, K), il valore di o, resta
definito dalla (5.17-11).
. Se & 0 > o,, cioé se lo smorzamento ¢ del sistema & maggiore dello -
;smorzamento critico o, i valori di A\, e A, forniti dalla (5.17-7) risultano
reali e negativi.

Posto:

q=+V(o/2m)? — w2 | (5.17-13)

e tenendo presente che:
a/2m =(0/0.) - 2VmK/2m = (0 /0. Jwn (5.17-14)

le radici reali e negative A, , fornite dalla (5.17-7) possono scriversi:

Az = —(0/0cr)wp Twp(0/0:0)% - 1= —(0/00)wn £q  (5.17-15)

La legge del moto z(t), data dalla (5.17-8), pud cosi scriversi:
 z(t) = e 7 U (Cre?t + Cre™ )

e tenendo presenti le relazioni:

¢*9 = cosh qt + sinh gt (5.17-16)
puo infine scriversi:
z(t) = e 7er“~*(A cosh gt + Bsinh qt) (56.17-17)
con:
A=C, +C, B=C, -G,

Le costanti di integrazione A e¢ B sono calcolate in funzione delle con-
dizioni iniziali:
z(0) = zo

£(0) = v, (5.17-18)
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Derivando a questo scopo la (5.17-17):

#(t) = —

o

wy e 7er“"*(Acoshgt + B sin hqt)+

Ocr

e Tervnt (Agsin hqt + Bgcoshqt) (5.17-19)
ed imponendo le condizioni iniziali nelle espressioni di z(t) e %(t), si ottiene:

fCOZA

7 w4+ By | (5.17-20)

Vo = —
er

Le costanti di integrazione risultano quindi date da:

A= To
(5.17-21)

7 ) /g

B = (vp + zowy,
Ucr

La legge del moto z(t) per la (5.17-17) risulta infine essere:

z(t) =€ L wat {mo cosh qt + [(vo + a:own-ai> /q] sinh qt} (5.17-22)

cr

Esaminando la (5.17-22) o pil sempliceinente la (5.17-8) con A; e A;
reali e negative, si conclude che, comunque si ecciti il moto libero di m,
z(t) tende asintoticamente a zero per t — oo.

In fig.5.17-2 & rappresentata la legge del moto z(t) per diverse condizioni
iniziali. ' :

Si pud concludere quindi che per o > 0., il moto libero della massa m

* come aperiodico.
& by Se & 0 = 0,,, ’equazione caratteristica ammette una radice doppia: dalla
» (5.17-7) si ottiene infatti:
4 eRiobt0 — o
AL =Xy = A= —0.,./2m :f—2\/r;%/2m = —w,

In qﬁesto caso l'integrale generale ¢ dato da:

!

s, [ z(t) = (C1 + Cat)e™" (5.17-23)

i
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Fig.5.17-2

Le costanti di integrazione C; e C, si ricavano al solito dalla (5.17-23) e
dalla:

&(t) = Cre™"t — w, (Cy + Cyt)e™n* (5.17-24)

tenendo presente che z(t) e #(t) debbono soddisfare alle condizioni iniziali:

:L'(O) = 2o
i(O) = Y
Si ottiene cosi il sistema:
Tog = C].‘

Vg = Cz - Wy, Cl
dal quale si ricava:

Cg = v + Wy, g
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La legge del moto z(t) risulta quindi data da:
' .z(t) = [zo + (vo + wn z0)t]e™ " (5.17-25)

ed il moto della massa m &, anche in questo caso, aperiodico e qualitativa-
mente rappresentato dai diagrammi z(t) di fig.5.17-2.

Se & g < 0,, leradici dell’equazione caratteristica (5.17-4) sono complesse
e coniugate, risultando dalla (5.17-7): '

Az =—0/2mtiw, V1= (0/2mw,)?
| Tenendo presente la (5.17—14) si pud scrivere:
Az = —(0/0cr )wn T iwn /1= (0/0¢,)?

Posto:

wy, =wp /1= (0/0c,)2 (5.17-26)

I’integrale generale della (5.17-1) puo scriversi:
:'C(t) = e ;‘:—rw nt (Cl eiw,t + Cze;—iw,t)

e, tenendo presenti le formule di Eulero (5.12-9), si ottiene infine:

z(t) =€ se ¥t (Acosw,t+Bsinw,t) = e_FiT”"tC cos(w,t+¢o) (5.17-27)

con:

C=vVA? 1+ B? tango = —B/A

Le costanti di integrazione A e B si ottengono come al solito’
dalla (5.17-27) e dalla:

[

wpe ﬁT"’”(A cosw,t + Bsinw,t)+

i(t) = -

UCT

+ e~ 7er "t (— Aw, sinw,t + Bw, cosw,t)
(5.17-28)

imponendo che la z(t) e la Z(t) soddisfino alle condizioni iniziali:

(0) = zo o z(0) = vo
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Si ottiene cosi il sistema:

CC():A

v = —Aw, 0/0,, + Bw,
dal quale si ricavano i valori:

A= Ty
B = (vo + zown0 /0., ) /w,

La legge del moto z(t), data dalla (5.17-27), risulta cosi completamente
~ definita.

Dall’esame di questa relazione si deduce che il moto libero della massa m
puo essere considerato come una vibrazione armonica di pulsazione w, di’

. R - A N
ampiezza Ce_ 7er “~*, decrescente ‘co

“come moto armonico smorzato. .
~ Un esame pill attento della (5.17-27) mette in evidenza che:

1°) la z(¢) si annulla ad intervalli di tempo T, = 27 /w, ;
2°) anche la i(t) si annulla con lo stesso periodo;

3°) il valore della pulsazione w, della vibrazione libera smorzata, dato

dalla relazione: v _
W, = wpV/1—(0/0,,)2 (5.17-26)

diminuisce al crescere del rapporto o/0,,: per un assegnato sistema
(m, K) il periodo T, cresce al crescere dello smorzamento o;

4°) se si traccia il diagramma dello spostamento = della massa m in fun-
zione del tempo, tale diagramma si presenta come in fig.5.17--3.
Le curve di equazione:

z.(t) = £Ce™ 7ern (5.17-29)
sono le curve inviluppo della curva:
z(t) = Ce™ 7e-“** cos(w,t + ¢o) (5.17-27)
e prendono il nome di curve di _estinzione.
Questa affermazione si giustifica osservando che per tutti i valori di ¢

per i quali risulta:
’ cos(wst + ¢o) = %1
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Fig.5.17-3

cioé per (w,t + ¢o) = Km con K =0,1,2,.., le due curve hanno un
punto in comune, risultando in questi istanti:

T =T,

e che in questi punti le due curve hanno la stessa tangente; infatti
risulta:

& (t) = TC(0/0cr)wne” Torwnt

£(t) = —C(a/&c;)wne— sor ¥t cos(w,t + @o) — Ce” ervnte, sin(w,t + ¢o)
e quindi per (w,t+ ¢o) = K
T, =2

5°) indicato con t; listante in cui la z(t) assume il valore massimo z;
(v. fig.5.17-3) ed essendo, per quanto detto in 2°):

=t + T

Pistante in cul la z(t) assume il valore massimo successivo Tz, Si pud
scrivere:

z, =Ce” TerWnt cos(w,sty + éo)

g, = Ce” Srun(ti+Te) cog(w,ty + Go + 211')'
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e quindi:
Z1 /2y = € sernti fem wrun(ttTh) = otuaTe — o T. (5.17.30)

Le ampiezze dell’oscillazione decrescono quindi secondo una progres-
. . . . i - A N
sione geometrica di ragione eimZ* ,

Passando ai logaritmi la (5.17-30) si scrive:
In(z,/z;) = (¢/2m)T,

Posto:
6 =lIn(z, /z2)

st pud infine scrivere:
§ = In(z;/;) = Inz; — Inzy = (o/2m)T, (5.17-31)

Questa relazione esprime che i logaritmi naturali delle ampiezze dell’oscil-
lazione libera smorzata decrescono secondo una progressione aritmetica di
ragione § = (¢/2m)T,: & prende il nome di decremento logaritmico.

Se si determinano sperimentalmente i valori di & e di T}, il valore di o
pud essere ricavato dalla (5.17-31).

A questo riguardo va osservato che se si registra ’oscillazione libera
smorzata di un sistema e sulla registrazione (v. fig.5.17-4) si leggono i
‘valori delle ampiezze z,, z, ..., Z,41, S potra scrivere:

=BGt 6/ =

= [(Inzy — Inzo) + (Inz, ~ Inzs) +...]/n=

= (Inzy —Inz,41)/n
Gli scarti tra il valore di § calcolato con la relazione:
6 = (Inz, - Inz, ;) /n
ed ivalori di 6 (i =1,2,...,n) calcolati con la:

6; =lnz; — Inz;

fornisconp'spesso indicazioni utili sulla validita del modello matematico
(5.17-1): infatti ’ipotesi di smorzamento viscoso, che ha permesso di scri-
vere la (5.17-1), porta a valori nulli degli scarti suddetti (6; = 6) e quindi se
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Fig.5.17-4

dalla registrazione si deducono scarti diversi da zero, cid sta ad indicare che
lo smorzamento del sistema non & di natura viscosa e I’entita degli scarti &
la misura della validita dell’ipotesi.

A questo riguardo va osservato.che i risultati dell’analisi effettuata sono
in genere in buon accordo con i risultati sperimentali richiamati nel par.5.8.

E tuttavia da tener presente che, mentre dalla legge del moto (), che si
ricava dalla (5.17-1), si deduce che, per qualsiasi valore del rapporto o [Ocrs
"1l moto della massa m tende a zero per ¢ — 00, dall’esperienza si deduce
invece che il moto libero si spegne completamente dopo un tempo finito.

Questa differenza di comportamento dipende dall’avere ipotizzato uno
smorzamento viscoso, cioé proporzionale alla velocita.

¥ 5.18 Vibrazioni forzate armoniche

Se sulla massa m del sistema (m,0,K) di fig.5.18-1 agisce una forza
armonica Fy coswt, Pequazione del moto (v. fig.5.18-1) risulta essere:

mi + oz + Kz = Fycoswt (5.18-1)

La soluzione di questa equazione differenziale (lineare, del secondo or-
dine, a coefficienti costanti, completa) si ottiene con lo stesso procedimento
descritto nel par.5.13. ‘
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L’integrale generale della (5.18-1) & dato da:
z(t) = = (t) + =4 (t) (5.18-2)
con:

z;(t) = integrale generale dell’lomogenea associata = moto libero di m;

27 (t) = integrale particolare della (5.18-1) = moto forzato di m.

} F coscwt
2R

Fig.5.18-1

Limitandoci a considerare il moto z(t) dopo il transitorio iniziale, quando
cioé il moto libero z;(t) & ormai trascurabile, si puo porre:

a:f(t) = 27 (t) = X; cos(wt — ¢) (5.18-3)

Anche in questo caso il moto forzato & armonico della stessa pulsazione
‘w dell’azione forzante, ma, a differenza dell’oscillazione forzata in assenza -
di smorzamento, esso presenta un ritardo di fase ¢ rispetto alla causa ecci-
tante. '

Mentre dal punto di vista analitico la necessit di introdurre Pincognita ¢
deriva dalla impossibilita di soddisfare alla {5.18-1) con un moto armonico
X; coswt, dal punto di vista fisico il ritardo di fase deriva dal principio
generale che Deffetto (in questo caso la vibrazione forzata) non pud che
essere in ritardo rispetto alla causa (1’azione eccitante) che lo determina.

Le incognite X; e ¢ vengono determinate sostituendo la (5.18-3) nel-
Pequazione del moto. :
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Si ottiene cosi: |
—mw-2 X, cos(wt — ¢) — owX; sin(wt — ¢)+
+K X, cos(wt'— ¢) = Focoswt (5.18-4)
relazione che deve essere soddisfatta perb ogni valore di ¢; in pparticolare per:

wt—¢=0 — (K —mw?)X; = Focos¢

| , (5.18-5
wt—¢=7l'/2 ——-—) —-o_wa:—'FoSind’ ( )

Dividendo membro a membro la seconda per la prima delle (5.18-5), si h

ottiene:
tan ¢ = ow/(K — mw?) (5.18-6)

mentre quadrando e sommando, si ottiene:

X; = Fo/ /(K — mw?)? + (ow)? | (5.18-6")

In funzione dei rapporti adimensionali 00 ed wlw, le (5.18-6)
e (5.18-6') si scrivono: -

2 oW ‘

tan¢ = J——fg "  (5.18-7)
tma
Fo 1

(5.18-8)

sz—f 2\ 2 2
w o w
(-5) + ()

' 8i indichi con z,: lo spostamento che la massa m subisce per la appli-
cazione statica di una forza pari ad Fo (spostamento statico) e si osservi
che anche in questo caso (¢ # 0) risulta:

2y = Fo/K o (5.18:9)

in quanto lo smorzatore ¢ non pud esercitare alcuna reazione in condizioni
di equilibrio statico (¢ = 0).

U oww
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Se, d’altra parte, si indica con A il coefficiente di amplificazione in-
teso, come gia & stato fatto nel par.5.13, come rapporto tra ’ampiezza X ¥
dell’oscillazione forzata e lo spostamento statico z,;, risulta dalla (5.18-8):

Xy =z,-A (5.18-10)

con: 1 .
A= — (5.18-11)

w?\? o w)\?
=R
wy Ocr Wy

In conclusione il moto forzato z; (t) risulta dato da:

24 (t) = Tt - Acos(wt - ¢) (5.18-12)

con Z,;, A e ¢, dati rispettivamente dalle (5.18-9), (5.18-11) e (5.18-7).
Questi risultati valgono evidentemente anche per o = 0: in questo caso i
valori'di A e ¢ coincidono con quelli gia ricavati nel par.5.13:

4] = 1/]1 - w?/uj]
5.18-13
¢ =0 per w/w, <1 ( )

 tang =0 —
¢ {d) =m  per wfw, >1

e le curve di |A| e ¢ in funzione di w/w, sono quelle gia riportate
in fig.5.13-1,b). :
In fig.5.18-2 sono riportate le curve di A e di ¢ per diversi valori del
rapporto ¢/0.,: dall’esame della curva A = f(w/w,) si deduce che:
1°) alcrescere dio/o,, le curve A = f(w/w, ) si abbassano e presentano un
massimo per valori di w/w, via via pili piccoli di 1. 1l valore wyr Jwy,
per il quale si verifica tale massimo, si ottiene ponendo: '

da
d(wfan) ~°

- |
= f1-22- (5.18-14)

2°) il valoredi o/0,,, cui corrisponde w;, /wn = 0, risulta, per la (5.18-14) ;. "
. dato da: ' ' ‘

e risulta essere:

0/0er = 1//2 = 0.707 (5.18-15)
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3°)

1)
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Cio sta ad indicare che per valori di ¢ uguali o maggiori al 70.7%
dello smorzamento critico, ’ampiezza dell’oscillazione forzata risulta
pil piccola dello spostamento statico, qualunque sia il valore della

pulsazione della forza eccitante: il fenomeno della risonanza non &
quindi pil osservabile per o > 0.7070.,.

Tenendo presente il valore della pulsazione w, delle oscillazioni libere
smorzate dato dalla (5.17-26):

W, = Wy 1- (0/00’)2
e la (5.18-14) si deduce che:

wy < w, < wy, (5.18-16)

Per piccoli valori di o /0., (< 0.1) pud ritenersi:

W N W, & Wiy  (5.18-17)

e quindi il valore massimo di A risulta per la (5.18-11):

Apax = 1/(20/0,,) = 0., /20 (5.18-18)

In queste condizioni (¢/0,, < 0.1) e per valori di w sufficientemente
lontani da w, (0.8 > w/w, > 1.2) i valori di A, calcolati con la prima
delle (5.18-18) (¢ = 0), coincidono praticamente con quelli calcolati
con la (5.18-11).

Questo risultato sta ad indicare che per sistemi poco smorzati, in con-
dizioni lontane da quelle di risonanza, il modello matematico piu semphce
(0 = 0) consente una valutazione accettablle del moto forzato.

Dall’esame delle curve ¢ = f(w/w, ) di fig.5.18-2, si deduce che:

1°)

2°)

Tutte le curve, indipendentemente dal valore del parametro o /0., , pas-
sano per il punto di coordinate w/w, =1 e ¢ = /2.

Cio sta ad indicare che il valore della pulsazione naturale pud essere
considerato come il valore della pulsazione della causa eccitante per il
quale risulta ¢ = 7/2.

Per piccoli valori del rapporto o /0., il ritardo di fase ¢ & praticamente
uguale a zero per w/w, < 1, mentre risulta uguale a 7 per w/w, > 1.




Capitolo 5 | | 393

Fig.5.18-2
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5.19 Metodo vettoriale

Ai risultati ottenuti nel paragrafo precedente si pud dare una migliore
interpretazione fisica mediante la rqppresentazione vettoriale delle forze,
che compaiono nella (5.18-1): '

méi + oz + Kz = Focoswt ' (5.18-1)

- Tenendo presente che in condizioni stazionarie risulta:

2(t) = o, () = X; cos(wt — §)  (5.18-3)
la; (5.1‘8--1) sl scrive: ' o
_mszjfcos(wt. —¢) —owX; sin(wt — ¢) + KXy cos(wt — ¢) = Fo coswt

' | (5.18-4)

Da questa relazione si deduce che la forza d’inerzia —mi, la reazione dello
smorzatore —o%, la reazione della molla —Kz e la forza eccitante Fo coswt
sono forze armoniche di pulsazione w e di ampiezza rispettivamente mw? Xy,
O'WXf,KXf Ed Fo. V

Queste forze sono quindi rappresentabili mediante vettori rotanti con la
stessa velocitd angolare w, di moduli mw? X;, owX;, KX;, Fo, il primo in
opposizione di fase col vettore accelerazione w? X, il secondo in opposizione
di fase col vettore velocitd wX; ed il quarto in anticipo di fase ¢ rispetto
al vettore spostamento X .

Segnato il vettore rotante X; nella posizione relativa all’istante ¢ definito
dalla relazione (wt — ¢) = 0, in fig.5.19-1,a) sono stati segnati 1 vettori
rappresentatividize Z e quindi quelli rappresentativi delle forze che com-
paiono nella (5.18-1).

Dalla fig.5.19-1,a) si deduce che per Vequilibrio delle forze rotanti deve
essere:

; FoCOS¢+mw2Xf = KXf (-5 ]_9_]_)

Fysin¢ = owXy
Questé sistema di equazioni nelle incognite X; e ¢ coincide col sistema
(5.18-5) e quindi i valori di X; e ¢ coincidono con quelli dati dalle (5.18-7)
e (5.18-8).
Nel caso particolare, ¢ = 7/2, rappresentato in fig.5.19-1,b) si deduce:

mw?X; = KX — W =K/m=d}
Fo = ow, X; — X; = Fy/own, = Tut 1/(20/0c.)
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Fig.5.19-1

risultati questi gid ricavati (v. la 5.18-18).
I diagrammi vettoriali di fig.5.19-1 non solo offrono una via alternativa
per determinare le caratteristiche del moto forzato, ma consentono, come &
stato detto, anche una migliore interpretazione fisica dei risultati raggiunti.
Per w < w,, la forza d’inerzia e la reazione dello smorzatore sono piccole:
in queste condizioni anche ¢ risulta piccolo e la forza eccitante & bilanciata
praticamente dalla sola reazione della molla.
Per w = wj, la forza d’inerzia e la reazione della molla si fanno equilibrio,
mentre la forza applicata serve solo a bilanciare I’unica forza dissipativa

presente nel sistema.

Per w > w,, ¢ tende a 7 e la forza applicata serve praticamente a bilan-
ciare solo la forza d’inerzia, adesso prevalente rispetto alla reazione dello

smorzatore.

5.20 Vibrazione eccitata da un moto armonico

1l sistema (m, K,0) pud essere eccitato a vibrare, imponendo un moto
armonico o all’estremo (non collegato ad m) della molla K(v. fig.5.20-1,a),
o all’estremo dello smorzatore o (v. fig.5.20-1,b) o ad entrambi gli estremi

di K e o (v. fig.5.20-1,c).

Nel primo caso ’equazione del moto risulta essere:

mi+or+ Kz, =0

(5.20-1)
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Fig.5.20-1
con:
z, = moto relativo degli estremi della molla = z — Tg
e quindi potra essere scritta nella forma:
mz+o0i+ Kz = KXy coswt : (5.20-2)
Nel secondo caso risulta:
mi + 0%, + Kz =0 (5.20-3)

con:
z, = moto relativo degli estremi dello smorzatore = z — Ty
e quindi: .
mi+oi+ Kz = —0X,wsinwt (5.20-4)
Nel terzo caso I’equazione del moto & data da:
mi +o%, + Kz, =0 (5.20-5)
Se interessa determinare la legge del moto assoluto z(t) di m, ’equazione
del moto va scritta: :

mi+ot+ Kz = KX, coswt — owX, sinwt =
= Fo cos(wt + ¢o) (5.20-6)
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dove:

Fo=+/(KX.)?+ (m,uXc)2 ; tan gy = ow/K

Se invece interessa determinare la legge z.(t) del moto relativo di m
rispetto al telaio mobile, ’equazione (5.20-5) va scritta nella forma:

mi, +ox, + Kz, = mw?X, coswi (5.20-7)

In .ciascuno dei casi esaminati l’equazione del moto & stata scritta,
esplicitando al secondo membro la forza armonica che eccita la massa m a
vibrare: la legge del moto desiderata si ottiene applicando le formule gia
ricavate per il modello matematico:

mi+ ot + Kz = Fycoswt
cioe la ormai nota relazione:

z(t) = x4 - Acos(wt — ¢)

con:
O W
1 .
T =Fo/K ; A= ; tang = —Tern

5.21 Esempi di appiicazione

~ Irisultati del moto libero e forzato ottenuti nei paragrafi precedenti per
. il sistema (m, K, o), possono essere applicati a tutti i sistemi ad 1 grado di_
liberta con smorzamento viscoso. ;

Tutti gli esempi, esaminati nel par.5.15, possono quindi essere ripresi e
riconsiderati alla luce di questi risultati.

Nel paragrafi che seguono, come applicazione dei risultati ottenuti, sara
esaminato il problema dell’isolamento delle vibrazioni.

5,21—1 Isolamento attivo delle vibrazioni

Durante il funzionamento di una macchina, a causa del moto degli organi
chie Ta compongono, si generano forze d’inerzia che, essendo esterne alla

‘macchina stessa (v. par.1.6), si trasmettono alla struttura di sostegno.
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- Forze d’inerzia di questo tipo sono quelle che si generano durante la ro-
‘tazione del rotore di una macchina a causa dello sbilanciamento residuo
dello stesso (v. Cap. 3).

Come si vedranel Cap. 13, forze d’inerzia di notevole intensita si generano
nel funzionamento di una macchina alternativa.

A causa della periodicita di queste forze, la struttura sulla quale ¢ fissata
la macchina oscilla in maniera indesiderata e, se si verificano,condizioni di
risonanza, con ampiezze tali da compromettere la stabilita e della struttura
di ; sostegno e della macchina stessa. ‘ I :

| Si presenta cosi il problema di “isolare” la macchina, interponendo tra la

g. macchina e Ia struttura di sostegno un adatto “sistema di sospensione”.

“II sistema di sospensione & costituito da un certo numero di elementi
elastici, costituiti da molle d’acciaio o da supporti di gomma, o di feltro, o
di sughero ..... _

Il sistema suddetto deve assicurare, che solo una piccola a.hquota. delle
forze esterne, che si destano durante il funzionamento della macchina, si
trasmetta alla struttura di sostegno. :

Il problema descritto prende il nome di “isolamento attivo” delle vi-
brazioni. :

Se si considera la macchma come un corpo rigido, il problema dell’isola-
mento delle vibrazioni puo essere studiato esaminando il moto forzato di un
corpo rigido elasticamente vincolato (v. fig.5.21-1 a.) e quindi di un sistema
che presenta sei gradi di liberta (v. par.5.10).

Tuttavia utili informazioni possono ricavarsi dallo studio di un modello
matematico pili semplice, che considera il sistema, costituito dalla macchina
di massa m e dagli elementi elastici, come un sistema ad 1 grado di liber-
td (m,K,0), (v. fig.5.21-1,b), eccitato a vibrare da una forza armonica
Fo coswt.

queste ipotesi I’equazione del moto forzato della massa in risulta, come
& noto, la seguente:

mi + ot + Kz = Fy coswt

A caratterizzare 'efficacia del sistema di sospensione si assume il rap-
porto T" tra ’ampiezza F, della forza trasmessa alla struttura di appoggio -
e ’ampiezza F della forza agente su m:

Il rapporto T' prende il nome di rapporto di trasmissibilitd, o pill sem-
plicemente di trasmissibilitd e per un buon isolamento deve risultare molto

piccolo. :
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a) 21 " b)
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Fig.5.21-1

La forza trasmessa alla struttura di sostegno & uguale e contraria alla
risultante della reazione —Kz(t) delle molle di sospensione K, e della
reazione —oz(t) dello smorzatore o. »

Nella rappresentazione vettoriale delle forze agenti sul sistema (vedi pa-
ragrafo 5.19), ’ampiezza F; & data dal modulo del risultante dei due vettori
KX; e owX;, in quadratura tra loro (v. fig.5.21-1,c)>

Fo = \J(EX, ) + (00X, )2 = KX, /TT (ow]RY: =

= Kz2,, A1+ (200/0,w,)>2

Risulta pertanto:

T =F/F= A\/l + (2grw/ac;wn)2

e quindi:

V14 (20w/0.,w,)?
V0= AT + @ow]gen)?
In fig.5.21-1,d) sono riportate le curve di T al variare di w/w, e per

diversi valori di ¢/0,,.. L’andamento qualitativo di queste curve-si deduce
osservando che:

T=F/F=

1) se si trascura lo smorzamento (o = 0), I’espressione di T diviene: -

e

T=1/(1-w?/u?) | (5.21-"1)
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é mw2X;

|- owXy

KX,
Fig.5.21-1,¢

e coincide con I’espressione del coefficiente di ampliﬁc_azibné ‘A, valida
per ¢ = 0: la curva di IT| = flw/wn) coincide quindi con la curva di
|A| = f(w/w,) relativa ac/o, =0 '

2) per w/w, = 0, tutte le curve passano per il punto di ordinata 1.

3) per w /wn = /2 = 1.41, tutte le curve passano ancora per il punto di
ordinata 1. :

Dalla fig.5.21-1,d) si deduce che per ottenere bassi valori di T occorre che
la pulsazione w della forza eccitante risulti molto maggiore della pulsazione
naturale wy.

P e S-S 3 - . . N . - .
‘Se la forza F(t) & periodica di periodo T, indicata con w la pulsazione
dell’armonica fondamentale: '

w=2m/T

_per ottenere un buon isolamento & sufficiente che risulti w > wy, in quanto

- . . . . . N e e e T
- per tutte le armoniche di ordine superiore al primo &, a Magglor ragione,
verificata la condizione: |

nw = 'pulsazione dell’armonica di ordine n > wn

che assicura per tutte queste armoniche un rapporto di trasmissibilita tanto
piti piccolo quanto pit grande & n.
Per w > 141w, il coefficiente di trasmissibilitad T aumenta all’aumentare

di o e quindi lo smorzamento del ~trma ha un efletto negativo nei riguardi

et AL
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dell’isolamento delle vibrazioni, risultato questo che non & sorprendente, se
si pensa che lo smorzatore ¢ (v. fig.5.21-1) fapprésenta una via-attraverso -
la"quale Ta forza Fy coswt si trasmette alla struttiira di Sostegno.

"La presenza dello smorzamento & per¢ positiva all’avviamento ed all’ar-
resto della macchina: durante queste fasi infatti il sistema passa attraverso
la condizione di risonanza e Pampiezza delle oscillazioni forzate di m pud
raggiungere valori molto grandi, se o/a,, & piccolo.

Noti i valori di Fy ed w, che sono dati del problema, e posto w, = (1/r)w,

se si fissa il valore di r (r = 3 + 5), la rigiditd K del sistema di sospensione

risulta definita dalla relazione:

wp =w/r=+/K/m

Se la macchina da isolare & molto lenta (n = 100 + 500 giri/min), la
pulsazione iaturalé w, deve risultare bassa e cid comporta una sospensione

di rigidita K molto piccola.
La realizzazione di sospensioni a basso valore di K pone perd dei problemi;
infatti indicando con:

P = peso della massa m;

yE—— .

8, = freccia statica del sistéma di sospensione, dovuta al peso P = P/K -

risulta:

on= VK= VRGP =it .
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" Questa relazione mette in evidenza che w, & funzione solo di ,: e che per
ottenere piccoli valori di wy, la freccia statica §,; del sistema di sospensmne
deve risultare molto grande.

Poiché per ogni tipo di elemento elastico la freccia statica non pud su-
perare un certo valore, si deduce che a ciascun tipo di elemento elastico
corrisponde un valore minimo della pulsazione naturale w,.

Indicando con f, la frequenza naturale del mstema in c.p Im nsulta.

= (60/2x) \/g/_b',—, c.p.m.

- Infig.5.21-1eé& rlportato ’andamento di f,, in funzione di §,,; sulla stessa
figura sono segnati, a titolo indicativo, i valori minimi delle frequenze fa
raggiungibili con ciascun tipo di elemento elastico.’

1000
'n \
{c.p.m}
500 \\
] ~
400 eltro \&
390

200

sughero

170
gomma

130 . ‘ \
100 - -

molle di acciaio -

66
50

30 2 3 4 5 10 20 - 30 40 50 100 200

i Oy (mm)
Fig.5.21-1,e

Dall’esame di questa figura si pud concludere che al diminuire della fre-
quenza f dell’azione eccitante, per ottenere un buon isolamento, occorre
impiegare elementi di sospensione pill costosi, passando da supporti cilin-
drici in feltro, a supporti sempre cilindrici in sughero ed in gomma.

‘Con le molle di acciaio & possibile realizzare i piu bassi valori di wy, e
quindi ottenere sistemi di sospensione efficienti anche per macchine relati-
vamente lente; altri pregl dei sistemi di sospensione di questo tipo sono la
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remstenza alla corrosione e la posmblhta. di operare 2 temperature molto
basse o molto alte.

Per contro le molle d’acciaio presentano uno smorzamento molto pil ba.sso
di quello presente nei supporti di altri materiali ed & quindi necessario
ricorrere ad accorgimenti particolari per aumentare lo smorzamento del
sistema.

5.21-2 Isolamento passivo

Nella pratica tecnica si presenta anche il problema inverso di quello trat-
tato nel paragrafo precedente: si deve cioé impedire che le vibrazioni della
struttura di appoggio, causate dal funzionamento di altre macchine, si co-

Wm%na sulla quale non agisce alcuna apprezzabile
forza periodica e che agioni particolari non deve vibrare. '

£ oo TR LA I N5 o Tk

Questsecondo t1po di isolamento delle v1bra.z1on1 prende il nome di
isolamento passivo. -

m G ix
| !
@jj K
o
| t x,= X, coswt
- Fig.5.21-2

Se anche in questo caso si considera il sistema macchina—sospensione come
un sistema (m, o, K) ad 1 grado di liberta (v. fig.5.21-2) e si ipotizza che

il piano di appoggio vibri con legge armonica:

p = X, coswi

Pequazione del moto z(t) dim & data da:

mx+aa:,+Ka:, -O

e coincide con quella (5. 20—5), relatlva. al sistema rappresentato in
fig.5.20-1,c).

’
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Posto:
T, =2 Zp

’equazione del moto si scrive:
mz +o0z+ Kz = KX, coswt — wo X, sinwt = Focos(wt + éo)

con:

Fy = \/(KX,,)Z-+ (owX,)? = KX,,\/I + [2(0/0er ) (w/wn)]

| tan o = 0w/K = 2(0/0.,)(w/wn)
Applicando la (5.18-12) si ottiene:
z(t) = 77 (t) = zes Acos(wt + ¢o — @)

con:

2 = Fo K = X1+ [2(0/00,) /)]’

A=1/4/(1 = w2 2)2 + [2(0/02) (w]wa))”

tan = [2(0/0..)(w/wn)] /(1 ~ & [w?)

to caso, ad indicare ’efficacia del sistema di sospensione, si
sume wpporto. T-tra-Pampiezza X, = 7. A della oscillazione della
massa m e ’ampiezza X, dell’oscillazione.del.piano di appoggio:

B ———

VT =X/

st ottiene:

A 1+ Reje) )]
X, \/(1 _w2/w2)2+ [2(0'/0'“)((“)/w"')]2

‘che coincide con l’espressione di T = F,/ F, ricavata nel caso dell’isolamento
attivo. '
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Per questo motivo il rapporto X v /X,, prende il nome di ra.pportd di
trasmissibilita o trasmissibilita del sistema e la ra.ppresentazmne di
IT|= f(w/w,,0/0.) coincide con quella di fig.2:21=13d; B

Valgono, pertanto in questo caso considerazioni analoghe a quelle fatte
nel caso dell’isolamento attivo, considerazioni che possono cosi essere sin-
tetizzate:

1°) per avere un piccolo valore di T deve risultare w, < w, cioé la pul-

sazione naturale w, del sistema macchina-supporti elastici deve essere
.piul piccola della pulsazione w dell’armonica fondamentale dell’oscilla-
zione penodlca. della struttura di appoggio della. macchina;

2°) la presenza di uno smorzamento di tipo viscoso aumenta, a parita di
tutte le altre condizioni, il valore di T;

3°) questo effetto negativo & compensato dal fatto che, durante I’avvia-

mento o P’arresto delle macchine adiacenti alla macchina in questione,

il passaggio attraverso le condizioni di risonanza comporta oscillazioni
di ampiezza tollerabile per la macchina in esame.

Eseycizio 5.X

Un gruppo costituito da una macchina motrice ed una ntilizzatrice & montato su
di un telaio rigido A (v. fig.5.X-1) ; la massa complesgiva del gruppo e del telaio &
di 500 Kg. ‘ '

Sisupponga che durante il funzionamento del gruppo si generi una forza armonica
verticale con pulsazione pari alla velocitd del gruppo stesso e di ampiezza Fy pari
~ 21000 N. La velocita angolare del gruppo & pari a 500 giri/min.

U Ji
T H K =

| |

Fig.5.X-1

B problema dellisolamento dalle vibrazioni pud essere affrontato in due modi
diversi:
1) I primo (v. fig.5.X-2), pit semplice, consiste nell’interporre degli elementi
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elastici di sospensione tra il sistema costituito dal gruppo e dal telaio e la
struttura di sostegno.

2) 11 secondo {v. fig.5.X~3), pit complesso, consiste nell’ancorare il telaio ad un
blocco di fondazione in calcestruzzo armato, avente le dimensioni riportate in
figura e densitd § = 2.5-10% Kg/ m?, e nel sospendere il gistema cosi ottenuto,
alla struttura di sostegno mediante opportuni elementi elastici.

In entrambi i casi si vuole realizzare un rapporto di trasmissibilith pari
ad 1/24.

| ! ! A
il 1 [ ll

i | |

//§é/ gz 7‘% S ///E%/ / -

Pig.5.X-2

In base ai dati assegnati e trascurando le azioni smorzanti, determinare in en-
trambi i casi, rappresentati nelle figg. 5.X-2 e 5.X-3:
1) la forza trasmessa alla struttura di sostegno;

2) il tipo di elementi elastici (feltro, sughero, gomma o molle di acciaio) da

usare;

3) le rigidita del sistema di sospensione;
4) le ampiezze delle oscillazioni forzate del gruppo.

Soluzione:

1) Per tutte e due le sospensioni elastiche deve essere:
T=1/24
per cui la forza F, trasmessa alla struttura di sostegno risultera, in entrambi

i casi pari a:

F,=F,-T =1000/24 ~ 42 N
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2) Dovendo risultare in entrambi i casi:
IT|=11/(1-w?/wl) = 1/24

ed essendo:

w = 27n/60 = 52.36 rad/s
per tutte e due le disposizioni, dovra risultare:
wp, =w/b = 52.36/5 = 10.47 rad/s

ed A
fn =500/5 = 100 c.p.m.

Dal diagramma di fig.5.21,e si deduce che per ottenere questo valore della.
frequenza naturale, in entrambi i casi 'si dovranno usare molle d’acciaio.
La freccia statica risultera essere:

8yt = g/w? = 9.81/10.47% = 0.089 m = 8% mm

3) Per la prima disposizione, avendo indicato con m la massa complessiva del
gruppo e del telaio, la rigiditd &k della sospensione sard data dalla relazione:

K =m-w? =500-10.47° = 54.8 - 10° N/m
Per la seconda disposizione la rigiditd K della sospensione & data da:

K=M-u?
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con:
M=m-+mp
Essendo:
m = massa del blocco di calcestruzzo armato =
— 5V =25-10°-2-1-05=25-10° kg
risulta:
M= 500 + 2500 = 3000 kg
_ebquindi:

K = 3000 - (10.47) = 3.29- 10° N/m
4) L’ampiezza X; delloscillazione forzata per la prima disposiziohe risulta essere::

X;=2nA=Fo-AJK=Fo-T/K= (1000/5.48-10%)(1/24) = 7.6-107* m

Per la seconda disposizione risulta invece:

X; =z,A=Fo-A/K = Fo-T/K = (1000/3.29-10%)(1/24) = 1.27-107* m

¥ Esercizio 5.X1

1l costruttore del gruppo di cui all’esercizio precedente garantisce un buon fun-
zionamento del gruppo stesso se, a velocity di regime, le ampiezze -delle vibrazioni
sono inferiori a 0.2 mm. '

Per questo motivo si deve adottare la soluzione di fig.5.X-3.

Volendo utilizzare, per la sospensione, molle di acciaio del tipo rappresentato
in ﬁg.5.XI—-i, aventi un numero di spire attive n pari a 6, sulla base dei risultati
ottenuti nell’esercizio precedente, determinare:

1) 11 numero delle molle di acciaio da disporre in parallelo;
2) la loro disposizione pilt opportuna;

3) la sollecitazione massima alla quale saranno sottoposti gli elementi
elastici.
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Soluzione

1) La rigidité. K di ciascuna delle molle & data da:
K; = Gd*/64nR® = 8.10'°(12-107%) /64:6-(54-10°)® = 2.74-10* N/m
e quindi il numero n delle molle da disporre in parallelo risulta essere:
n=K/K; = 3.25- 10°/2.74 - 10* = 12

.2) La disposizione pil opportuna delle 12 molle & quella riportata in
fig.5.XT-2.
3) Tenendo presente che la forza massima F che agisce su ciascun elemento ela-
stico & data da:

F=(P+F)/n
con: ‘
P = peso del gruppo + basamento = g - M = 9.81 - 3000 = 29430 N
 risulta:

F=(P+F,)/nw P/n=29430/12 = 2452.5 N
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A questa forza, diretta secondo P’asse delle molle, corrisponde un momento
torcente nel tondino d’acciaio della molla pari a:

M, =F- -R=24525:0.054 = 132.34 N-m
La sollecitazione a torsione & data da:

T =(M/L)d/2

con:

I, = momento &’inerzia polare della sezione del tondino = '

=(d/2)* - x/2=(6-10"2)*x/2=2-10"° m*
Risulta quindi:
7 = (132.34/2-107°) - 6- 107° = 397 - 10° N/m® = 397 N/mm”

Tale sollecitazione si pud ritenere ammissibile per gli acciai legati utilizzati per
la costruzione delle molle.

w 5.22 Sistemi a due gradi di liberta: fenomeni fondamentali

Si consideri un sistema costituito (v. fig.5.22-1) da un’asta di acciaio alla
quale sono solidali due masse m; ed m,, disposte come in fig.5.22-1,a).

‘Se mediante il tavolo vibrante T, al quale si & gia accennato nel par.5.8,
si eccita il sistema a vibrare, imponendo all’estremo S un moto armonico:

2k (t) = Xk coswt






